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Abstrakt. Prispévek se vénuje feSeni tiloh z pravdépodobnosti, které tema-
ticky vychazeji z oblasti techniky. Na vybranych pfikladech z technické praxe

ukazujeme, jak 1ze tyto problémy efektivné fesit pomoci pravdépodobnostnich
metod. Clanek pfipomina vyznam paralelniho a sériového zapojeni souc¢éastek
jako uzite¢ného modelu ve vyuce pravdépodobnosti. Rozmanitost predloze-
nych dloh dokladé, Ze technicky zamérené piiklady predstavuji silny motivaéni
prvek ve vyuce pravdépodobnosti na stfednich i vysokych skolach.

Uvod

Motivaci tohoto textu je potfeba zpfesnit matematické modely tam,
kde deterministické modely nestaci, v tomto prispévku v oborech tech-
niky i fyziky. Deterministické jevy jsou takové, které nepodléhaji nahodé
a jsou predurceny k pevnému vysledku, naopak nahodilé ¢i stochastické
jevy jsou takové, které mohou pii opakovanich pfinést rtzné vysledky
a popisujeme je pravdépodobnostmi vysledki, které mohou nastat.

Pravdépodobnostni tivahy hraly po celou dobu modernich dé&jin ve vy-
voji fyzikalnich teorii vZdy vyznamnou roli. Pfedev§im je potieba zminit
objev principu neurcitosti a kvantovou teorii. Zavedeni nedeterminis-
tickych modelu se setkalo s velkym odporem, samotny Albert Einstein
(1879-1955), teoreticky fyzik a nositel Nobelovy ceny za fyziku z roku
1921, nesouhlasil s tim, aby byla kvantova teorie zaloZena na ndhodnosti,
tedy na hypotéze, ze se véci déji nahodile. Ostie se vymezil vaci uziti
nahody na popis pohybu ¢astic hmoty. VystiZzny a celosvétové znamy je
napiiklad jeho vyrok, podle kterého odmité vérit, ze Btih hraje v kostky
s vesmirem [g].

Obdobnaé situace nastava v technickych oblastech, ve kterych se obecné
usiluje o popis deterministickych procest, ale praxe ukazuje, Ze to neni
zcela dosazitelné. Typické tivahy a tlohy se tykaji spolehlivosti, tedy vy-
poctu pravdépodobnosti, Ze stroj nebo proces neselze a vyrobi produkt,
pifipadné nedojde k poruse. Tyto vypocty jsou klicové pro odhady poctu
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vadnych vyrobki stejné jako pro odhad rizik poruchy technického zafi-
zeni. Disciplina, ktera se podobnymi problémy zabyvé, se nazyva teorie
spolehlivosti. Andél [T, s. 130-134] blize vysvétluje, jak pomoci sériové-
paralelniho usporadani jednotlivych soucasti stroje zvysit jeho celkovou
spolehlivost.

Cilem dalsiho textu je ukazat nékteréa vyuziti teorie pravdépodobnosti
pfi FeSeni technickych problémii a motivovat ke zvySeni atraktivity prav-
dépodobnosti jako aplikované matematické discipliny. Kapitoly tloh jsou
fazeny dle naro¢nosti.

1. Zakladni pojmy z pravdépodobnosti

7z teorie pravdépodobnosti. Ctenéfi znali pojmt mohou kapitolu preskocit
a prejit ke kapitole 2] Podrobngjsi predstaveni zakladnich pojmi z prav-
dépodobnosti je provedeno napiiklad v publikaci Ptockého a Tlustého [7]
¢i Litschmannové [4].

Uvazujme mnozinu ) = {wy, . ..,ws} v8ech moznych vysledki ndhod-
ného pokusu a tzv. rozdéleni pravdépodobnosti p jako redlnou funkci,
ktera kazdému prvku w; € ) piifazuje pravé jedno nezaporné ¢islo p(w;)
tak, Ze p(wi) + ... + p(ws) = 1. Index s oznacuje pocet moznych vy-
sledkd, které mohou nastat. Dvojici (€2, p) nazyvame diskrétni pravdé-
podobnostni prostor

Libovolnou podmnozinu mnoziny €2 pravdépodobnostniho prostoru
(©,p) nazyvame nahodny jev. MnoZina vSech podmnoZin mnoziny €
se nazyva mnozina nahodnych jevi v uvedeném pravdépodobnostnim
prostoru. Dva nahodné jevy A a B nazyvame disjunktni (neslucitelné),
jestlize AN B = 0.

Necht A je libovolny jev v pravdépodobnostnim prostoru (€2, p). Prav-
dépodobnosti jevu A nazveme ¢islo P(A):

0, kdyZ A =0,
P(A) = q p(w), kdyz A = {w},
p(ws,) + ...+ p(wj,), kdyz A = {w;,,...,wj, }.

Tento vztah vyjadiuje, ze pravdépodobnost jevu zahrnujictho urcité
vysledky je soucet pravdépodobnosti téchto vysledki. Protoze nemtize

DVzhledem k jednoduchosti ¥esenych tloh postaci koneény diskrétni pravdépodob-
nostni prostor, s konenym mnozstvim vysledku s.
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nastat pripad, kdy nastane zaroven vice z téchto vysledkti — neexistuje
prekryv téchto pravdépodobnosti a pii nastoupeni jevu nastane pravé
jeden z vysledkii. Proto plati aditivita.
Pro vypocet pravdépodobnosti sjednoceni dvou libovolnych jevi A,
B plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Jsou-li jevy A, B disjunktni (neslucitelné, tj. jejich prinikem je prazdna
mnozZina), pak

P(AUB) = P(A) + P(B).

Pro jev A definujeme tzv. doplitkovy jev A, pro ktery plati AU A = Q,
AN A =10, ktery oznacuje piipad, kdy nenastane jev A, plati

P(A) =1 — P(A).

Intuitivni pristup ke klasickému pravdépodobnostnimu prostoru je
pravdépodobnost jako podil tspésnych pokusi z celkového pocétu po-
kust. Timto zptisobem ji budeme poéitat, nebude-li uvedeno jinak, pro-
toze uvazujeme, ze vsechny vysledky pokusu jsou shodné pravdépodobné.

Napiiklad pokud |2] = 13 a |A| = 3, pak pravdépodobnost P(A4) = 13—3

1.1. Stochasticka nezavislost jevi

Jsou-li A a B dva jevy prostoru (2,p) a P(B) > 0, nazyvame podil

P},’?EJ)B) podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky, Ze nastal

jev B, a oznatujeme ji P(A|B).
Pro jev A, P(A) >0, a jev B, P(B) > 0, plati

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).

Pokud P(AN B) = P(A) - P(B), pak dvojici jevi A, B nazyvame (sto-
chasticky) nezavislé jevy. To je ekvivalentni tomu, Ze zda nastal jev A,
nemé vliv na to, zda nastal jev B, tedy P(B|A) = P(B).

Nezéavislost pro vétsi pocet jevii nez dvojici zavedeme nasledovné. Jevy

Ay, As, ..., Ax nazveme stochasticky nezavislé jevy, pokud pro libovol-
nou mnozinu (vybér) {By, B, ..., B;} C {A1, As, ..., Ay} plati

P(ByNByN...NB;)=P(By)-P(By)-...-P(B;).

2)Znageni | X | = z fik4, Ze podet prvki mnoziny X je ¢islo z. Po¢tu prvki mnoziny
také fikAme mohutnost mnoziny.
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Pov&imnéme si, ze nezavislost mnoziny jevi implikuje, Ze libovolna dvo-
jice jevll v mnoziné je nezéavisla. Plati také, Ze pokud jsou jevy nezavislé,
jsou nezavislé i doplitkové jevy k nim. Nezévislost jevi je rovnéz symet-
ricky vztah.

Nézev nezavislost koresponduje s intuitivni predstavou: nezavislé jevy
na sobé nezavisi v tom smyslu, Ze nelze z jednoho predikovat druhy,
napiiklad vysledek hodu kostkou nesouvisi s pocasim.

2. Pravdépodobnostni tilohy kmenového uciva inspirované tech-
nickou praxi

Uloha 1. Stroj vyrobi 1000 stejnych soucastek za hodinu. Z nich 40
m4 vyrobni vadu, ale jen 20 % soudastek s vadou je dale nepouzitelnych.
Kontrolor ndhodné vybere a) jeden, b) ¢tyfi ze série vyrobki. S jakou
pravdépodobnosti je tato nahodné vybrana soucéstka, resp. jsou vSechny
CtyT soucastky dale nepouzitelné? ([2] s. 118])

Reseni. Oznaéime A jev ,nahodné vybrana soucastka je nepouzitelna‘
a jev B ,nahodné vybrané ¢tyfi souCastky jsou nepouzitelné“. Pocet dale
nepouzitelnych dopo¢teme dopocéteme jako 20 % z 40, tj. 8. Pak

8
a) P(A) = (1(010)0) = WESOO = 0,008,
b) P(B) = () 70 =1,69-107°.

(1000) T 41417124750

U této ulohy lze uvazovat i otdzku na pocet nepouzitelnych vyrobku
mensi nez pocet kontrolovanych, pak se narocnost ulohy zvysuje a vyza-
duje kombinatorické avahy.

2.1. Technicka zapojeni soucastek
Jiz na zéakladni gkole se zaci v rdmci vyuky fyziky seznamuji s raznymi
druhy zapojeni elektronickych soucéstek v elektrickém obvodu.

L5
X Y
S

Obr. 1: Paralelni zapojeni soucastek S1 a Sa
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Tzv. paralelni zapojeni je zapojeni elektrotechnickych soucéstek v elek-
trickém obvodu ,,pod sebou, nebo také ,vedle sebe* (obr. . V paralel-
nim zapojeni se nachazeji tzv. uzly, tj. mista, v nichz se pfivodni vodic¢
rozdéluje do tzv. vétvi, aby se za soucastkami umisténymi na jednotli-
vych vétvich tyto opét spojily v jeden vodic.

Pripomenime nékteré fyzikalni skute¢nosti platné pro paralelni zapo-
jeni. Elektricky proud prochéazejici jednotlivymi vétvemi muze byt rizny
a zavisi na odporu soucastek ve vétvich. Z Ohmova zdkona plyne, Ze
I, = R%, kde I; je elektricky proud v i-té vétvi a R; je odpor soucéstky
na i-té vétvi. Celkovy elektricky proud I (méfeny napiiklad mezi X a
sousednim uzlem rozdélujicim vétve) se rovna souétu prouda v jednotli-
vych vétvich obvodu. Neni bez zajimavosti, Ze paralelnim obvodem mtze
protékat proud vy3sich hodnot nez u sériového zapojeni (viz nize). Elek-
trické napéti U je mezi dvéma uzly v paralelnim zapojeni stejné pro
vSechny vétve. Pfevracend hodnota vysledného elektrického odporu R je
rovna sou¢tu prevracenych hodnot odport R, Rs, ..., R, jednotlivych
soucastek:

u_ U U U
R R R TRy
111 1

Tzv. sériové zapojeni soucastek je jejich zapojeni v elektrickém obvodu
tzv. ,za sebou‘, tzn. mezi kazdymi dvéma piimo sousedicimi sériové za-
pojenymi soucastkami vede jediny vodi¢ (obr. . Preruseni sériového
obvodu v kterémkoli misté ma za nésledek preruseni celého obvodu. Sé-
riové zapojeni se vyuZziva napf. v pojistkach, jisti¢ich a spotiebicich, kde
problém v ¢asti musi vyfadit cely pristroj.

i

Obr. 2: Sériové zapojeni soucastek S1 a S2

Studenti na sériovém obvodu zkoumaji vlastnosti fady fyzikalnich veli-
¢in, jako napf. elektricky proud se mezi jednotlivé souc¢astky nerozdéluje,
naopak je ve vSech mistech sériového obvodu stejny. Naopak elektrické
napéti je mezi svorkami jednotlivych soucastek rizné a zavisi na odporu
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kazdé ze soucastek. Z Ohmova zdkona plyne, ze U; = R; - I, kde U; je
napéti na i-té soucastce, R; je elektricky odpor i-té soucastky a I je
elektricky proud v obvodu. Celkové elektrické napéti U se rovna souétu
napéti na jednotlivych soucéstkich, tudiz celkovy elektricky odpor R
v sériovém obvodu se rovna souc¢tu odpori jednotlivych soucastek:

R=Ri+...+R,.

2.2. Paralelni a sériové zapojeni z pohledu matematiky

Na vyse uvedena zapojeni soucastek lze nahlizet také z pohledu uziva-
tele ¢i spotTebitele, ktery se zajiméa o spolehlivost (nebo naopak porucho-
vost) takového zapojeni. Otazky typu , Které zafizeni je spolehlivéjsi — to,
které obsahuje sériové, nebo to, které obsahuje paralelni zapojeni svych
soucasti?* apod. fesi matematickd pravdépodobnost, konkrétné pravdé-
podobnost nezavislych jevii, se kterou by se méli studenti seznamovat jiz
na stfednich 8kolach v ramci vyuky matematiky Do vysokogkolskych
kurzt pravdépodobnosti a statistiky v8ak ¢asto vstupuji studenti s velmi
riznym porozumeénim.

Princip paralelniho a sériového zapojeni je analogicky piipadu odporii.
Pokud zapojujeme soucéastky do série, pravdépodobnost neprichodnosti
roste, podobné jako narustd odpor, naopak paralelni zapojeni snizuje
Sanci na neprichodnost, podobné jako snizuje odpor. Tato intuice je pfi-
rozené a aplikuje se napiiklad v dopravé ¢i chirurgii, kde pojem ,,bypass®
oznacuje pridanou objizdku ¢ alternativni cestu, jejimz zafazenim zvy-
§fme priichodnost systému ¢i snizime riziko ucpéni a nepriichodnosti sys-
tému. Tento efekt lze pozorovat naptiklad pri feSent tloh [2 a[d

Zaroven lze pozorovat analogii s vyrokovou logikou, kdy zapojeni do
série odpovida konjunkci (aby fungoval systém, musi fungovat veskeré
sou¢astky) a paralelni zapojeni odpovida disjunkci (aby fungoval systém,
musi fungovat alespoil néktera jeho sou¢ast). Toto propojeni lze vyuZit
k vizualizaci Booleovy algebry pomoci elektrickych obvodii, nikoli nutné
ve spojitosti s pravdépodobnosti, viz napt. [6, s. 88-103].

2.3. Technicka zapojeni v pravdépodobnostnich tilohach

Uloha 2. Uvazujme dvé paralelné zapojené soucastky S; a So (obr. .
Jaka je pravdépodobnost, ze ,zafizeni slozené z paralelné zapojenych

3)Zafazeni ugiva o pravdépodobnosti neni jednotné a do velké miry zavisi na roz-
hodnuti a zkuSenosti ucitele.
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soucastek S7 a So bude funkéni“, jestlize pravdépodobnost poruchy sou-
¢astky S7 je 0,01 a pravdépodobnost poruchy soucastky Ss je 07025

Resent. Zafizeni bude jako celek funkéni, jestlize bude funkéni aspon
jedna ze soucastek S, So, tj. z mista X do mista Y potece proud, coz
se stane tehdy, kdyz proud potece jen vétvi se soucastkou Si, nebo jen
vétvi se soucastkou Sz, nebo obéma vétvemi najednou.

Ozna¢me A; jev ,soucastka S; je funkéni, tj. proud potece vétvi se
souCastkou S1“, a As jev ,souastka Sy je funkéni, tj. proud potece
vétvi se soucastkou Sy, oznafme A sjednoceni téchto jevi, tedy kdykoli
proud potece alespon jednou z vétvi. Funkénost souc¢astek na sobé nijak
nezévisi, tj. jevy A; a Ay povazujme za ndhodné jevy na sobé nezavislé.
Pak P(Al ﬂAg) = P(Al)P(AQ), pfléemi P(Al) = 0,99, P(AQ) = 0,975
Pravdépodobnost jevu A spocteme z pravdépodobnosti jevi A; a As:

P(A) = P(A1 U Ay) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ap) =
= P(A)) + P(Ay) — P(A;) - P(Ay) =
= 0,99 + 0,975 — 0,99 - 0,975 = 0,999 75.

Proud potece zafizenim s pravdépodobnosti 0,999 75, neboli poruchovost
zafizeni je P(A) = 1 — P(A) = 0,000 25.

Alternativnim feSenim je uvédomit si, Ze neprichodnost odpovida si-
tuaci, kdy selzou obé& soucastky. Pro tuto avahu je podstatné, Ze pfi
nezavislosti jevii A; a Ay jsou nezéavislé i jevy k nim doplitkové. Spoci-
tame A = A; N Ay, coz zjednodusi vypocet na

P(A)=1-PA)=1-(P(A1NAz)) =1~ (1-P(A1))- (1 - P(A2)).

Uloha 3. Uvazujme dvé sériové zapojené soucastky S; a So (obr. .
Jaka je pravdépodobnost, ze ,zafizeni slozené ze sériové zapojenych sou-
Castek S7 a Sy bude funkéni“ (jev A), jestlize pravdépodobnost poruchy
soucastky Sp je 0,01 a pravdépodobnost poruchy soucastky So je 0,025.

Regeni. Zaiizeni bude funkéni, jestlize z mista X do mista Y potece
proud, coz se stane tehdy, kdyz proud potece pies soucastku S; a sou-
Casné pres souCastku Sy, tedy kdyz funguji bezporuchové obé soucastky
S1 1.5 najednou. Oznaéme A; ndhodny jev ,soucéastka S; je funkéni® a
As nahodny jev ,soucastka Sy je funkéni“. Pak P(A;) =1-0,01 = 0,99

Y Neni-li v zadani uvedeno jinak, vzdy uvazujeme, %e funkénost soucastek (resp.
vyskyt poruchy) jsou navzajem nezavislé jevy.
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a P(A2) = 1-0,025 = 0,975. Protoze se jedna o dva navzajem nezavislé
jevy, pravdépodobnost jevu A, tedy Ze obé soucastky funguji, je soucin
P(A) = P(Ay)-P(As) = 0,965 25, tj. zafizeni je spolehlivé asi na 96,5 %,
neboli poruchovost zafizeni je 3,475 %.

Uloha 4. Uvazujme t#i paralelné zapojené soucastky Sy, Sz a Sz (obr. [3).
Jaka je pravdépodobnost, Ze ,zafizeni slozené z paralelné zapojenych
soucastek Sp, S a S3 bude funkéni“ (jev A), jestlize pravdépodobnost
poruchy soucastky Sy je 0,01, pravdépodobnost poruchy soucastky Sa je
0,025 a pravdépodobnost poruchy soucastky S3 je 0,03.

=] [¢] [=]

Obr. 3: Paralelni zapojeni tii souc¢astek Si, Sz a S3

Resent. V této tloze mame moinost postupovat jako v fﬂoze ale pfimy
vypocet vede k uvaze A = A; U Ay U Ajz, kde A; oznacuje jev, kdy

soucéstka S; neselze, tedy je funkéni. Vhodnéjsi je uvazovat dopliikové
jevy a pocitat ze vztahu A = Ay N Ay N A3. Zafizeni tedy bude funkéni
s pravdépodobnosti

P(A)=1-PA)=1-(1-P(A)) (1 -P(A2))- (1 - P(43)) =

=1-(0,01-0,075-0,03) =0,999977 5.

Pracnéjsi, ale zajimavou alternativou feSeni je vyuzit modifikaci prin-
cipu inkluze a exkluze (viz napf. [0 s. 99-105]). Stru¢né piipomenme, Ze
pro tfi jevy plati

|A1 U Aa U Az| = [Aq]| + [A2| + [A3] -
— A1 N Ag| — |Aa N Ag| — |A1 N As| + |A1 N Ay N Asl.

Toto pravidlo muzeme vyslovit a dokazat s pravdépodobnosti jevu misto
mohutnosti mnoziny ve formé:

P(A1UA2UA3) :P(A1)+P(A2)+P(A3) —
— P(A1NAs) — P(A3N A3) — P(A1 N A3) + P(A1 N As N Ag).

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Pravdépodobnosti pruniki jevi pak dopocteme jako souciny diky nezé-
vislosti jevi.

Uloha 5. Uvazujme t¥i sériové zapojené soucastky Sy, So a Sz (obr. 4)).
Jaka je pravdépodobnost, Ze ,,zafizeni sloZené ze sériové zapojenych sou-
Castek Sp, So a S3 bude funkéni® (jev A), jestlize pravdépodobnost po-
ruchy souc¢astky S; je 0,01, pravdépodobnost poruchy soucéstky Ss je
0,025 a pravdépodobnost poruchy soucéastky Ss je 0,03.

[ S, [ | S, | [ S; [
Obr. 4: Sériové zapojeni soucastek Si, Sz a S3

Resent. ZaFizeni bude funkéni, jestlize mezi misty X a Y budou v sério-
vém zapojeni funkéni vSechny tii soucastky. Oznacme A; (resp. A, A3)
nahodné jevy ,soucastka Sy (resp. So, S3) je funkéni®. Pravdépodobnost
jevu A je pravdépodobnosti pruniku jeva A;, Ay a Asz. Jevy Ap, As a
Aj jsou nezavislé, proto

P(A) = P(A1) - P(As) - P(A3) = 0,99 - 0,975 - 0,97 = 0,936.

Zafrizeni bude funkéni s pravdépodobnosti pfiblizné 0,936, poruchovost
zalizeni je pfiblizné 0,064.

Uloha 6. Kazdé ze dvou sériové zapojenych cerpadel (podobné jako na
obr. [2)) pracuje nezavisle na druhém bez zavad s pravdépodobnosti 0,95.
Jaky tdaj smi vyrobce uvést na etiketu o pravdépodobnosti bezproblé-
mového chodu celé soustavy ¢erpadel? (|2, s. 127])

Resent. Zafizent pracuje bez problému, pokud obé ¢erpadla funguji, tedy
s pravdépodobnosti P = 0,952 = 0,902 5.

Uloha 7. Pumpa se skladéa z Sesti na sob& navzajem nezavislych sou-
¢asti, z nichz kazda prestane pracovat s pravdépodobnosti 0,05. Kdyz
prestane pracovat aspoil jedna soucéast, vypadne pumpa z provozu. Jak
velké je pravdépodobnost, Ze ,ztstane pumpa stat® (jev A)7? ([2, s. 136])
Resent. Postupujeme tvahou jako v tloze |5} Sériové zapojeni vyplyva ze
zadéani dlohy, Ze pro funkénost celého zarizeni musi byt funkéni vSechny
jeho soucasti. Ozna¢me nahodny jev A; ,,i-ta souc¢ast pumpy je funkéni®,
pak P(A;) = 0,95. Hledan4 pravdépodobnost jevu A je

P(A)=1—P(A))-P(As)-... - P(Ag) =1 —0,95° = 0,2649.
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Pumpa ziistane stat s pravdépodobnosti piiblizné 0,265, zatimco bude
funkéni s pravdépodobnosti pfiblizné 0,735.

Uloha 8. Kazdy ze spinaci A, B, C ve schématu na obr. |5 je zapnuty
nebo vypnuty nezavisle na ostatnich s pravdépodobnosti 0,5. Proud pro-
chéazi obvodem, jestlize prochazi aspon jednou vétvi schématu. S jakou
pravdépodobnosti prochézi proud z X do Y7

e
X /‘ Y

C

Obr. 5: Schéma zapojeni spinac¢i

Resent. Pro jednoduchost oznaéme sepnuti spinace A jevem A, analo-
gicky sepnuti B a C jevy B a C, jevem D pak ozna¢me prichodnost
obvodu. Resme nejprve, zda je horni vétev prichozi, tedy nastane A
a zaroven B,

P(ANB) = P(A)- P(B)=0,5-0,5=0,25.

Dolni vétvi poteée proud s P(C) = 0,5. Jednodussi je spoéitat pravde-
podobnost neprichodnosti obvodu, tedy neprichodnosti obou vétvi

P(D)=P(ANB)-P(C)=(1-025)-(1—05) = 0,375,

proto P(D) =1 — 0,375 = 0,625. Alternativné muZzeme P (D) spocitat
piimo ze vzorce pro sjednoceni jevi, kterymi je prichodnost jednotlivych
vétvi:

P(D)=P(ANB)UC)=PANB)+P(C)—P(ANBNC) =
=0,25+0,5— 0,125 = 0,625.
Z X do Y prochézi proud s pravdépodobnosti 0,625.

Uloha 9. Kazda ¢ast Cy, Cy, C5 a C, pFistroje ve schématu na obr. |§|
mé nezavisle na ostatnich riaznou pravdépodobnost poruchy: ¢ast C; 0,1,
¢ast Cs 0,15, ¢ast C5 0,18 a ¢ast Cy 0,12. S jakou pravdépodobnosti
zafizeni nefunguje?
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C1 Cs
X | Y
Cs Cy I]

Obr. 6: Schéma zapojeni

Resent. Kazda z vétvi funguje jen tehdy, kdyz spravné funguji sou¢asné
obé jeji ¢asti (C1 a Co, resp. Cs a Cy). Pristroj funguje, pokud funguje
aspoii jedna z jeho paralelné zapojenych vétvi. Oznatme A; (resp. As)
nahodny jev, Ze ,funguje vétev s ¢astmi Cy a Cy“, a jev As, Ze ,funguje
vétev s ¢astmi C3 a Cy“. Pak

P(A;)=(1-0,1)-(1-0,15)=0,9-0,85 = 0,765.
Podobné pro druhou vétev
P(A3)=(1-0,18)-(1-0,12) =0,82- 0,88 = 0,721 6.

Pak P(A;) = 0,235 a P(Ay) = 0,2784. Cely pristroj nefunguje (jev C),
pokud selzou obé vétve: P(C) = 0,235-0,278 4 = 0,065 4. Piistroj nefun-
guje s pravdépodobnosti pfiblizné 0, 065.

Pii vypoétu v8ak muZeme postupovat také takto: Ozna¢me Nj jev
,hepracuje ¢ast C1“, podobné jevy Ny, N3, Ny pro ¢asti po fadé Cy, Cs,
Cy; déle ozna¢me A; nefunkénost horni vétve, A, nefunkénost spodni
vétve a C nefunkénost celého piistroje. P(Ny) = 0,1, P(N2) = 0,15,
P(N3) =0,18, P(Ny) = 0,12, dle pravidla pro pravdépodobnost sjedno-
ceni nastane selhani vétvi s pravdépodobnosti

P(A;) = P(N; U N3) = P(Ny) + P(N3) — P(N; N No) =
=0,1+0,15— 0,015 = 0,235,

— 0,18 + 0,12 — 0,0216 = 0,2784.

Stroj nepracuje, jestlize nepracuji obé vétve zaroven, tedy
P(C) = P(A; N Ay) = P(A) - P(A3) = 0,235 - 0,2784 = 0, 065 424.
Hledana pravdépodobnost je P(C) = 0,065.
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3. Ulohy rozsifujiciho uéiva z technické praxe
Nyni prejdéme k pravdépodobnostnim tloham, které vyzaduji hlubsi
znalosti ¢i avahy.

Uloha 10. Vyrobni linka zpracovava dohromady dva polotovary: prvni
polotovar dodéva pfistroj A a druhy polotovar jeden ze dvou pfistroju B.
Linka se zastavi, pokud néktery z polotovarii nebude dodan (pokud ale-
spoi jeden z piistroji B funguje, druhy polotovar je k dispozici). Pravdé-
podobnost zastaveni A je 0,001, pravdépodobnost zastaveni celé linky je
0,005. Spocitejte pravdépodobnost zastaveni pristroje B za predpokladu,
Ze oba pfistroje B maji shodnou pravdépodobnost zastaveni a tyto jevy
i zastaveni piistroje A jsou nezavislé.

Resent. Nejprve si uvédomime, Ze k celkovému zastaveni (jev C' s prav-
dépodobnosti P(C) = 0,005), je tieba zastaveni bud A (jev A s pravdé-
podobnosti P(A) = 0,001) nebo obou pfistroji B (jev X s pravdépodob-
nosti P(X) = P(B)?, kde P(B) je hledana pravdépodobnost zastaveni
pristroje B). Tedy C' = AU X, a proto

P(C)=P(A)+P(X)—P(ANX)=P(A)+ P(X)—P(A)- P(X).
Po dosazeni dostaneme:
0,005 = 0,001 + P(B)* — (0,001 - P(B)?).
Z toho plyne P(B) = 0,0633.

Mizeme vyuzit také alternativni postup vypocétu pomoci doplitkového
jevu

P(C)= P(AUX) = P(4) - P(X),
tedy
1—0,005 = (1—0,001) - (1 — P(B)?),

odtud shodné dostavame P(B) = 0,063.

Uloha 11. Hlavni zdroj elektfiny vypadne béhem smény s pravdépo-
dobnosti 0,005. Nouzovy zdroj elektiiny se nepodaii spustit s pravdépo-
dobnosti 0,02, ale Ize pfipravit vice takovych zdroji. Kolik nouzovych
zdroji ma byt pripraveno, aby pravdépodobnost vypadku vSech zdroju
byla niz&i nez 10~%? Parametr k je pfirozené &islo, v zavislosti na kterém
pocitame (povazujme vypadky zdroji za nezavislé jevy).
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Resend. Pii FeSeni tlohy je vhodné si uvédomit, ze pfidanim vice ndhrad-
nich zdroja se celkova pravdépodobnost selhani vSech zdroji najednou
snizuje, proto pro parametr k spoc¢itame, kolik zdroja je zapotiebi bez
ohledu na neceloéiselnost vysledku, a pouzijeme horni celou ¢ast. Systém
selze (jev S), pokud vypadne nejen hlavni zdroj, ale zéroveii x nahrad-
nich zdroji, tedy P(S) = 0,005 - 0,02%, odtud 10~ > 0,005 - 0,027,

—k — log(0,005)
log(0,02)

Pocet potifebnych ndhradnich zdroja je pak horni cela ¢ast z x, pokud
vyjde nezéporn4, jinak 0 (p¥i nizkych narocich sta¢i hlavni zdroj).

Uloha 12. Vyrobek je vadny s pravdépodobnosti 0,02. Kontrolni tym
prochézi viechny vyrobky a bezvadny produkt uzna za vadny s pravdé-
podobnosti 0,05, vadny produkt uzna za bezvadny s pravdépodobnosti
0,02. Jaky je podil vadnych vyrobkt mezi uznanymi za bezvadné pii
praci jedné kontroly? Jaky je tento podil pfi praci dvou nezévisle fun-
gujicich kontrol, jestlize k vyfazeni sta¢i nesouhlas jedné kontroly? Jaky
je podil, pokud prvni kontrola projde vSe, ale druha kontrola prochazi
pouze vyrobky vyhodnocené prvnim tymem jako vadné a uznéva do pro-
deje ty, které povazuje za bezvadné?

Resend. Tuto tlohu lze Fesit pomoci takzvané Bayesovy véty (vize napr.
[4]), ale my ji budeme Fesit avahou. Oznafme P; pravdépodobnost vy-
roby vadného vyrobku a P, pravdépodobnost oznaceni bezvadného za
vadny a P3 oznadeni vadného za bezvadny. Z davky vyrobki (napiiklad
o @ kusech, toto ¢islo nebude hrat roli) oznacime po kontrolach Gasti:
pocet bezvadnych za bezvadné oznacené ()1 a pocet vadnych povazova-
nych za bezvadné @)2. Pravdépodobnost, Zze vadny vyrobek bude mezi
oznacenymi za bezvadné je pomér P = Q2/(Q1 + Q2).

Zbyvajici ¢ast FeSeni zavisi na systému a poc¢tu kontrol, nejprve uva-
zujme jedinou kontrolu. Bezvadné vyrobky oznacené za bezvadné jsou
v poctu Q1 = Q- (1 — Py)- (1 — Py), prvni nasobeni znamené, %e nejsou
vadné, druhé, ze prosly kontrolou. Naopak vadné, uznané za bezvadné
jsou v poétu Q2 = Q- P; - P3, kde prvni nasobeni znamena, Ze jsou vadné,
nasobeni P3 pak chybu kontroly. Q se ve zlomku zkrati, tedy evidentné
pravdépodobnost nezavisi na velikosti vyrobni davky. Po dosazeni za Q1
a Qo dostavame

Q2

P:Q1+Q2
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Pfi dvou kontrolach se pii vypocétu poc¢tu kusti musi obé kontroly
shodnout, proto se ¢lenem vyjadifujicim nézor kontroly nasobi dvakrat,
tedy

=Q 1-P) 1-PR) 1-PR),
analogicky
Q2=Q PP Ps.

Hledané pravdépodobnost je tedy
Q Q-P-P3-P3
Qi+Q: Q- (1-P)-(1-P)-(1-P)+Q-P-P3-P3

Po zkraceni @), dosazeni hodnot za Py, Py, P3 a zaokrouhleni dostavame
P = 0,000009 05.

P =

nesluéitelnych jevii, bud prvni kontrola bezvadny vyrobek schvali a druha
ho jiz nekontroluje, nebo prvni kontrola vyrobek vytadi, ale druha ho
schvali, tedy

Qi=Q -1-P)-(1-P+ P (1-P)).

Naopak Qo vychazi ze dvou nesluditelnych jevi: bud prvni kontrola
oznadi vadny vyrobek za bezvadny, nebo prvni kontrola vadny vyrobek
vyfadi, ale druhé jej povazuje za bezvadny a zvrati jeho vyrazeni, tedy

Q2=Q P (P3+(1—Ps)-Ps).
Po dosazeni dostéavame

Q-P-(Ps+(1—Ps)-Ps)

PTQ U P T RT0-P) P TQ P (B (B By

a po vycisleni a zaokrouhleni P = 0,000 81.

V feSeni si v§imnéme, Ze teti strategie pFinasi vyrazné vétsi chybu, ale
firma ji miZe preferovat, protoze objem prace druhé kontroly se oproti
druhé varianté fadové snizi a protoze nepocitame pocet vyfazenych bez-
vadnych vyrobki, ktery je v prvnim a zejména druhém piipadé vyssi.
Jinymi slovy, pfi snizovani podilu zmetk, jako napfiklad v druhé strate-
gii, provedeme obrovské mnozZstvi kontrol a bude vyfazeno mnoho bez-
vadnych vyrobki, coz samoziejmé piinasi vyrobci dodateéné naklady.
Tyto aspekty 1ze pridat do prikladu, pokud bychom chtéli uvést problém
ekonomicky a nikoli technicky.
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Uloha 13. Starsi viiz je tieba opravit. Mechanik muize provést opravu
originalnimi dily a sniZzit riziko poruchy v nasledujicim obdobi na 0,005
za 17000 K¢, nebo repasovanymi dily snizi riziko poruchy na 0,02 za
2000 Ke¢. Pii jaké skodé vzniklé piipadnou poruchou se vyplati ktera
oprava (uvazujeme, Ze v piipadé poruchy vznikne shodna skoda nezavisle
na dilech)?

Reseni. Celkové néklady jsou v obou pifpadech naklady na opravu se-
¢tené s oekavanymi Skodami pfipadné poruchy, coz je $koda nésobena
pravdépodobnosti poruchy. Ocekédvané naklady pii drazsi opravé jsou
tedy

C1 = 17000 + 0,005 - z,

kde z jsou Skody. Obdobné pro levnéjsi opravu
Cs =2000 + 0,02 - .
Ovérujeme, kdy se vyplati drazsi oprava, tedy

Cl < CQ,
17000 + 0,005 - < 2000 + 0,02 - x,
1000000 < z.

Pokud by porucha zpiisobila Skodu pfes 1 milion korun, vyplati se nyni
drazsi oprava. Pokud by byla hrozici 8koda nizsi, vyplati se levnéjsi
oprava. Nutno dodat, ze finan¢ni rozvahu opravar obvykle pocitat ne-
bude, ale zptisob opravy bude zvazovat podle aktualni ceny vozu.

Uloha 14. Dodavatel chysta vyrobu, pii které garantuje pravdépodob-
nost zmetki mensi nez 0,02. Bohuzel se ukaze, ze linka je poskozena a
vyrabi 0,05 vadnych vyrobkt. Dodavatel ma moznost nechat vyrobky
zkontrolovat (uvaZujme, Ze kontrola ur¢i vadnost spolehlivé), ale kont-
rola je nakladna. Jak velkou ¢ast vyrobené sady méa nechat zkontrolovat,
aby doséhl cilového vyskytu do 0,02 zmetka? Kolik by musel zkontrolo-
vat, pokud by kontrola misto naprosté spolehlivosti délala chybu u 0,005
kontrolovanych vyrobka?

Resend. Musime snizit podil zmetkt mezi vyrobky pod 0,02. Velikost cel-
kové dodavky ozna¢me @, podobné jako v tloze [12] by tato neméla hrat
roli. Ozna¢me P; nezndmou pravdépodobnost, Ze vyrobek byl zkontrolo-
van, P, = 0,05 pravdépodobnost, ze nezkontrolovany vyrobek je zmetek.
Zmetki ztistavsich po kontrole je Q- Py-(1— P ), pocet vyrobkd nasobime
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pravdépodobnosti, Ze jde o zmetek, a dale pravdépodobnosti, Ze nebyl
kontrolovan. Pocet celkovych vyrobkia je z @ snizen o pocet zmetkd,
které byly kontrolovany @ - P; - Py, tedy feSime

Q-P-(1-P)

0,02 > ,
Q-Q -~ -P

dopocitame

30
P — = 122.
1> 19 0,6

Je tedy tieba zkontrolovat pies 61,2 % vyrobki z celkové varky.

Pokud uvazujeme chybovost kontroly, neodhalenych zmetki je navic
Q - Py - P; - 0,006 — vadnych, zkontrolovanych, ale nevytazenych diky
chybé kontroly. Celkovy pocet nevyfazenych vyrobki bude zvysen o tyto
pridané zmetky, ale snizen o chybné vyrazené zkontrolované bezvadné
vyrobky, kterych je Q- (1 — P) - P; - 0,005, tedy FeSime

Q-P-(1—P)+Q-Py-P-0,005

0,02 > )
Q—-Q-P,-PL+Q-P,-P-0,005—Q (1—F)-P;-0,005
dopocitame
125
P>—= .
1> 131 0,679 3

Je tedy tieba zkontrolovat pies 67,93 % vyrobka.

3.1. Uplna pravdépodobnost a Bayesova véta

Posledni tlohy vyuzivaji vétu o tplné pravdépodobnosti a Bayesovu
vétu.

Véta o uplné pravdépodobnosti fika: Méjme systém jevi A1, As, ..., Ay
spliwugict A; N Aj =0 pro vSechna i,j € {1,2,...,n}, i # j. Pokud B =
= UL, (BN A;), pak plati P(B) = ", P(B|A;) - P(4;). Idea véty je
v rozdéleni jevu B na situace, kdy musel nastat pravé jeden z jeva A;.
Toto aplikujme v nasledujici dloze.

Uloha 15. Dva stroje vyrabi ty# vyrobek. Prvni stroj vyrobi 60 % a
druhy 40 % celkové produkce. Pravdépodobnost vyrobeni zmetku u obou
stroju je po fadé 0,05 a 0,03. Jaki je pravdépodobnost, Ze ,nédhodné
vybrany vyrobek z produkce je zmetek® (jev A)? (|3], s. 64—65])
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Reseni. Necht A, (resp. As) je jev ,nahodné vybrany vyrobek pochazi
z prvniho (resp. druhého) stroje“. Pii nalezeni poskozeného vyrobku
vime, Ze tento vyrobek musel vyrobit néktery z pristroja, ale zadny vy-
robek nepochézi o obou najednou, coz spliiuje podminky véty o tplné
pravdépodobnosti. Pak P(4;) = 0,4, P(As) = 0,6, P(A|4;) = 0,05,
P(A]As) = 0,03. Z véty o tplné pravdépodobnosti dostavame

P(A) = P(A1) - P(A|A;) + P(43) - P(A]Ay) =
=0,6-0,0540,4-0,03 = 0,042.
Bayesova véta ¢i Bayesuv vzorec je dusledek véty pro uplnou pravdé-

podobnost: Méjme systém jevi Ay, As, ..., A, splitujici A;NA; =0 pro
vSechna i,j € {1,2,...,n},i # j. Pokud B =J!_, (BN A;), pak plati

_ P(BJAj) - P(Ay)
PO = S p(BiAy - PG4

Vétu budeme aplikovat v nasledujicim piikladu.

Uloha 16. V dilné pracuje deset strojii, kazdy za sménu vyrobi stejny
pocet vyrobkil. P&t stroji ve skupiné A vyrobi 95 % vyrobkt v pozado-
vané kvalité, skupina B t¥{ stroji 80 % kvalitnich vyrobkt a skupina C
dvou starsich stroja jen 75 % vyrobki. Ze vSech vyrobki ulozenych ve
skladu jsme ndhodné vybrali jeden vyrobek, ktery mél pozadovanou kva-
litu. Jaka je pravdépodobnost, ze ho vyrobil néktery ze stroju ve sku-
piné A?

Regeni. Oznacime A nahodny jev, ze ,,vybrany vyrobek vyrobil néktery
ze stroju ve skupiné A“, B ndhodny jev ,,vybrany vyrobek vyrobil stroj
ze skupiny B*, C' ndhodny jev ,vybrany vyrobek vyrobil stroj ze sku-
piny C*“ a N ndhodny jev ,,vybrany vyrobek je poZzadované kvality“. Pak

P(A) = fo = 0,5, P(N]A) = 0,95, P(B) = 3 = 0,3, P(N|B) = 0.8,
P(C) = {5 =02a P(N|C) = 0,75. Dile dosazenim do Bayesova vzorce
vypocitame:
P(A) - P(N|A)+ P(B)-P(N|B)+ P(C)- P(N|C)
0,5-0,95

= = 0,549.
0,5-0,95+0,3-08+0,2-0,75
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Zaveér

Prispévek na piikladu uciva pravdépodobnosti poukazal na mezipred-
métové vztahy mezi matematikou a fyzikou a nabidl feSeni tloh obsa-
hové zaméFenych na technickou praxi. Ulohy mohou uéitelé matematiky
a fyziky vyuzit ve své vyuce nebo je se zaky Fesit v hodinach zajmové
matematiky.
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Parabola jako most mezi priiméry a funkcemi

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

V matematice neni nijak neobvyklé, Ze se zdanlivé odlisné oblasti jako
geometrie, algebra ¢i teorie ¢isel ¢asto prekvapivé prolinaji. Jednim z pii-
kladid je moznost konstruovat parabolu pomoci prostredkt, které maji
svij ptvod v aritmetice, konkrétné ve studiu priméri. Tento piistup
otevira prostor k hlubs§imu porozuméni nejen vlastnostem paraboly, ale
i 8irSim souvislostem mezi Pythagorejskymi priméry, kvadratickym prua-
mérem a geometrickou konstrukei krivek.

Parabola, jedna ze t¥i klasickych kuzelosecek, je geometrickym ttva-
rem, ktery na sebe od starovéku poutd pozornost matematiki i védct
mnoha dalsich obort. Jeji piibéh se zacind psat ve starovékém Recku,
v dobé&, kdy se geometrie rozvijela spiSe jako teoreticka véda, nez jako na-
stroj pro feSeni praktickych problému. Pravé tehdy, ve 3. stoleti pt. n. 1.,
systematicky studoval kuzelosecky Fecky matematik Apollonios z Pergy
(asi 240 p. n.l-asi 190 p. n. 1.). Ve svém osmisvazkovém dile Konika
— Pojednani o kuZeloseckdch nejenze definoval pojem paraboly, ale spo-
le¢né s elipsou a hyperbolou je odlisil pomoci Fezil rota¢niho kuzele rtizné
orientovanou rovinou Apolléniovo dilo pfedstavovalo vrchol fecké ge-
ometrie a ovlivnilo matematiku po nasledujicich témér dvacet stoleti
[T, 4.

I kdyz byly paraboly ptvodné popsiny geometricky, jejich skuteény
vyznam se zacal projevovat az s pfichodem analytické geometrie, kterou
v 17. stoleti rozvinul René Descartes (1596-1650). Ten pievedl studium
geometrickych ttvari do podoby algebraickych rovnic, ¢imz umoznil
presné vyjadieni paraboly pomoci rovnice druhého stupné. Tento pristup
otevtel cestu k dalsimu hlubokému propojeni mezi geometrii a algebrou.

Mezitim vSak parabola sehrala kli¢ovou roli i ve fyzice. Galileo Ga-
lilei (1564-1642), otec moderni mechaniky, v 17. stoleti experimentalné
prokazal, Ze draha télesa vrzeného Sikmo v gravitaénim poli Zemé (bez
odporu vzduchu) méa tvar paraboly. Timto zptisobem se geometrie pa-
raboly poprvé prfimo propojila s realnym svétem a zacala se uplatiiovat
v popisu pohybu.

D Zachovalo se pouze 7 dild, 4 dily v feckém originalu, 3 v arabskych prekladech.
Osmy dil je povazovan za ztraceny.
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V nasledujicich staletich se parabola stala béznym néstrojem v celé
fadé matematickych disciplin, kde se uplatiiuje ve stereometrii, linearni
algebte, komplexnich ¢islech i matematickém modelovani.

Urcité predstavy odpovidajici aritmetickému ¢ geometrickému pri-
méru se objevily jiz v Mezopotamii a starovékém Egypté. Mezopotamci
pfi obchodovani nebo astronomii pouzivali prostfedni hodnoty, které
odpovidaji aritmetickému nebo geometrickému primeéru. Egyptané pii
praktickych vypoétech (napf. pii odhadech ploch poli nebo objemi sy-
pek) nahrazovali nepravidelné tvary jednodussimi (obdélniky, lichobéz-
niky) a pouzivali pfiblizné hodnoty rozméri, coz casto odpovida vyuziti
prumérnych hodnot délek nebo prafezi.

Pythagoras (asi 570 p¥. n. L—asi 510 pf. n. l.) a jeho nasledovnici
(pythagorejci) ve starém Recku byli prvni, kdo priméry pojmenovali a
systematizovali. Priméry tvorily dilezity prvek v ramci jejich uceni o ¢is-
lech a harmonii. Ve snaze vyjadfit rovnovahu a proporci definovali t¥i
zékladni typy primérti mezi dvéma kladnymi &isly: aritmeticky, geomet-
ricky a harmonicky. Tyto praméry byly nejen matematickym nastrojem,
ale i vyrazem pythagorejské viry v uspofadany a ¢Ciselné vyjadritelny
vesmir [2], 3] [5].

Pro potieby ¢lanku nyni pfipomenme formulaci aritmetického (A),
geometrického (G) a dale jesté kvadratického (Q) pruméru kladnych re-
alnych ¢isel a, b, které definujeme nasledujicim zpusobe

a+b

a? + b2
2’ ’

2

A(a,b) = G(a,b) = Vab, Q(a,b) =

Na obr. 1 (vlevo) si miZzeme vSimnout, ze G < A < Q.

2)Pro harmonicky prumeér plati

2 2ab
H(a,b) = —— = .
(a.0) Lyl aqto

Recky matematik Eudoxos z Knidu (asi 408 pf. n. l.—asi 355 pf. n. 1.) doplnil
zakladni typy praméra o tzv. kontraharmonicky primér, pro ktery plati
a? + b2

C(a,b) = P

Snadno lze ukazat, ze

H(a,b) +C(a,b) = a +b.
Kvadraticky pramér je také oznacovan jako ,RMS* (root mean square) a je b&zné
vyuzivan v elektrotechnice pro vypocet efektivni hodnoty stfidavého napéti.
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Obr. 1: Konstrukce aritmetického (A), geometrického (G) a kvadratického (Q)
priméru kladnych redlnych &isel a, b (vlevo). Stopa, kterou opisuje bod H jako
prusec¢ik kvadratického (Q) primeéru a priméru kruznice DG (vpravo).

V dalsi ¢asti ¢lanku budeme uvazovat kruznici s primérem o délce
a + b (obr. 1, vlevo), ve které provedeme konstrukei aritmetického (A),
geometrického (G) a kvadratického (Q) praméru. Zaméfime se na rovnici
a vlastnosti kiivky, kterou ziskdme sledovanim stopy bodu H (prisecik
kvadratického priméru a priaméru kruznice DG) v piipadé, Ze budeme
pohybovat bodem C' podél priméru kruznice (obr. 1, vpravo).

Odvozeni rovnice kfivky

Pii odvozeni rovnice kiivky, kterou jsme ziskali vySe uvedenou kon-
strukci, budeme vychézet z obr. 2, kde kruZnice ¢ je urena rovnici

2 4 y? = A%
Pokud déle zavedeme parametr ¢ = |OC|, pak pfimka OD ma rovnici
A
Y= A— ?LE, (1)

a piimka EC rovnici

VE—E

=—7. 2
y ; ()
Parametr ¢ odstranime tak, Ze z rovnice piimky vyjadiime
. Az ,
A-y
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a dosadime do rovnice

2 2
y= Az xZi('A —$)
i 2A
y
E
e D

H
A a o ¢ b s %
t
G _/

Obr. 2: Urceni rovnice kiivky, t = |OC|

Postupnymi dpravami jsme ziskali rovnici kfivky, kterd odpovida pa-
rabole (obr. 3). Ctenaf se muZe snadno presvédcit, Ze ohnisko vsech
takovych parabol lezi v po¢atku soustavy souradnic.

Zavér

Parabola je béZnou soucasti stiedoskolské vyuky, kde predstavuje je-
den ze zakladnich typu kvadratické funkce. Jeji grafické znazornéni je
vychozim bodem pro porozuméni pojmum jako je vrchol, osa soumér-
nosti, diskriminant ¢i priseciky s osami soustavy soufadnic. Kromé toho
slouzi jako brana do svéta aplikované matematiky, jelikoz parabola je
dilezita nejen teoreticky, ale i prakticky.

Ve fyzice a technice se parabola vyuziva napfiklad v navrhu para-
bolickych zrcadel pro sbér svételnych ¢ zvukovych paprskii (v telesko-
pech, reflektorech, mikrofonech), v balistice k popisu trajektorii stiel,
ve stavebnictvi jako tvar obloukt u nékterych typti mosti nebo kleneb.
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— 4=1
A=2

— 4=3

T T T T 4 T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X
s i . s 142 2
Obr. 3: Kiivky reprezentujici funkci uréenou rovnici y = 57 (A" — 2%) pro

A=1,23

V astronomii se parabola objevuje ve vypocétech drah nékterych kosmic-
kych téles a ve statistice i informatice je vyuzivana pfi aproximacich a
optimalizacich.

Parabola tak pfredstavuje dokonaly piiklad matematického objektu,
ktery propojuje starovékou geometrii, renesané¢ni fyziku, moderni vypo-
Gty a technickou praxi. Jeji tvar je nejen esteticky pisobivy, ale zaroven
matematicky bohaty a funkéné uzitecny.
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Implicitni funkce v roviné

David Cichra

Abstrakt. Zabyvame se rovnicemi tvaru F(z,y) = 0, které v roviné popi-
suji k¥ivky. Takova rovnice nemusi uréovat hodnotu y jednoznaé¢né jako funkci
proménné x. UkadZeme vSak, Ze v okoli vhodné zvoleného bodu miize lokalné
vzniknout funkce y = f(x). Na pfikladu kruZnice vysvétlime rozdil mezi glo-
bélnim a lokdlnim pohledem, zavedeme pojem implicitni funkce a formulujeme
vétu o jeji existenci. Text je urfen predevsim stfedoskolskym studentim se za-
jmem o rozsifujici matematiku a predpokladé znalost funkci jedné proménné,
limit, spojitosti a zakladnich pravidel pro derivovani.

1. Explicitni a implicitni zadani vztahu v roviné

Vyjdeme ze zndmého explicitniho zadani funkce a postupné prejdeme
k rovnicim v roviné. U nich nas nebude zajimat jen kiivka jako celek,
ale také jeji chovani v okoli konkrétniho bodu. Ukaze se, ze tataz kiivka
miiZe v okoli jednoho bodu ur¢ovat proménnou y jednoznacéné jako funkci
proménné x, zatimco v okoli jiného bodu nikoli. Pravé v takové lokalni
situaci budeme mluvit o implicitni funkei. Struktura tvodni ¢asti je in-
spirovana textem [I].

Funkci jedné redlné proménné na mnoziné D C R rozumime piedpis
f: D — R, ktery kazdému = € D pfifazuje pravé jedno realné ¢islo f(x).
Casto takovou funkci zapisujeme jako

y = f(z). (1)

Toto zadani nazyvame explicitni, protoZe proménna y je ptimo vyjadiena
pomoci proménné x. Napf. rovnice y = z? — 4 piimo uréuje hodnotu y
pro kazdou hodnotu z.

Podstatna vlastnost explicitniho zapisu tedy spociva v tom, ze kaz-
dému pripustnému x piitazuje pravé jednu hodnotu y. Rovnice v roviné
vSak mohou nejprve popisovat pouze podminku, kterou maji dvojice
[z,y] spliovat. Teprve potom se ptame, zda tato podminka urcuje y
jednoznac¢né jako funkci proménné z, alesponn v okoli nékterého bodu.
Takovy obecnéjsi vztah budeme zapisovat rovnici

F(z,y) =0. (2)
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Takové zadani nazyvame implicitni. Proménné x a y jsou v ném svazany
spoleénou podminkou, ale proménné y nemusi byt piimo vyjadiena po-
moci proménné z. Jestlize rovnice F(z,y) = 0 v okoli zvoleného bodu
skuteéné urcuje y jako funkci x, budeme mluvit o implicitni funkci.

Abychom mohli rovnice tvaru presné popisovat, budeme pracovat
s funkcemi dvou realnych proménnych.

Definice 1. Necht D C R2. Funkci dvou redingjch proménngjch na mno-
ziné D rozumime piedpis F': D — R, ktery kazdému bodu [z,y] € D
plifazuje pravé jedno realné ¢islo F'(z,y).

Mnozinu R? budeme chépat jako soufadnicovou rovinu. Jeji body bu-
deme zapisovat ve tvaru [z, y]. Rovnice F(z,y) = 0 potom popisuje mno-
zinu téch bodu roviny, ve kterych mé funkce F' hodnotu nula.

2. Implicitni zadani na prikladu kruznice

Uvazujme funkci
F(z,y) =2 +¢* — L. (3)

Rovnice F(z,y) = 0 m4 tedy tvar
2 +y*—1=0. (4)
Mnozina jejich TeSeni je
M = {[z,y] € R?: 2% +9*> — 1 =0}.
Jde o jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku, znazornénou na obr. [I}
y

~

1

~
8

-1

Obr. 1: Mno#zina bodu dané rovnici 22 4+ 3% — 1 = 0, tedy jednotkova kruznice
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Je mnozina M grafem né&jaké funkce y = f(x)? Globalné nikoli. Pro
kazdé x € (—1, 1) totiz existuji dvé rizné hodnoty y, které rovnici spl-
fiuji. Jedna odpovida horni pulkruznici a druh4a dolni. Neni tedy splnéna
podminka jednoznac¢nosti, kterou u funkce pozadujeme.

Presto mize byt kruznice v okoli vhodné zvoleného bodu grafem
funkce. Naptiklad v okoli bodu na horni pulkruznici vidime pouze horni
vétev, zatimco v okoli bodu na dolni ptilkruznici vidime pouze dolni vé-
tev. Rozhodujici tedy neni jen cela kiivka, ale také bod, v jehoZ okoli ji
zkoumame. Takovy pohled nazyvame lokdlni.

Abychom tuto myslenku mohli pfesné formulovat, pfipomeime nej-
prve pojem okoli bodu.

Definice 2. Necht zg € R a § > 0. Okolim bodu zy rozumime otevieny
interval (g — &,79 + §). Necht [x¢,y0] € R? a necht § > 0, ¢ > 0.
Obdélnikovym okolim bodu [xg, yo] rozumime mnoZzinu

(o — 0,0 +6) X (Yo — €,%0 + €)-

2+Y0---

Obr. 2: Obdélnikové okoli bodu [zg, yo] v roviné
Nyni muzeme zavést pojem implicitni funkce.

Definice 3. Necht F': D — R je funkce definovana na mnoziné D C R? a
bod [0, 0] € D spliwje F(xo,y0) = 0. Rekneme, Ze rovnice F(z,y) = 0
urcuje v okoli bodu [xo,yo] implicitni funkci y = f(x), jestlize existuji
kladnéa ¢isla ¢ a € takova, Ze (zg — &, 20 +96) X (yo — &, 90 +¢) C D, a pro
kazdé x € (xg—9,xo+0) existuje pravé jedno y € (yo —e, yo+¢) splirujici
F(z,y) =0. Tim je urcena funkce f: (xg — d,z0 +06) = (yo — &, 90 + €),
pro niz plati f(z¢) = yo & F(x, f(x)) = 0 pro viechna x € (zg—4, xo+9).
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Vratme se ke kruznici dané rovnici . 7 této rovnice dostéavame
y2 = 1 - 127

tedy
y=+1—22 nebo y=-—v1-—22

Prvni pfedpis popisuje horni vétev kruznice, druhy vétev dolni. Nejprve
budeme uvazovat body kruZznice, pro které zo € (—1,1). Krajni body
[—1,0] a [1,0] pak probereme samostatné.

Zacénéme konkrétnim bodem A [%, g} , ktery lezi na horni vétvi. Podle
definice [3| chceme najit takové obdélnikové okoli bodu A, ve kterém bude
pro kazdé uvazované x existovat pravé jedna hodnota y spliiujici rovnici
kruznice.

Zvolme € = ?, 0= i. Pak dostavame obdélnikové okoli

L3y V3 3V3
4’4 47 4 )
Druhé soufadnice vSech bodi tohoto okoli je kladné. Dolni vétev kruz-
nice ma naopak zaporné hodnoty y. Prinik tohoto okoli s kruznici tedy
neobsahuje zadny bod dolni vétve.
Zbyvé ovérit, ze prislusna ¢ast horni vétve ve zvoleném obdélnikovém
okoli skutecné lezi. Pro kazdé x € (i, %) plati
3 7 V15 3v3
R R

13
11
Yy € (@, %) spliujici rovnici kruznice. Touto hodnotou je y = v/1 — z2.

Podle definice [3] tedy rovnice kruznice ur¢uje v okoli bodu A implicitni

funkeci
flx)=+v1-—22

Situace je znazornéna na obr.
Obecné postupujeme stejné. Pro bod [zg,yo] na horni vétvi s zp €
€ (—1,1) plati yo > 0. Volbou € = %> dostavame interval

_ (¥ 3v0
(yO 6ay0+€)_<272>a

Ukézali jsme, Ze pro kazdé x € ( ) existuje pravé jedna hodnota
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Obr. 3: Lokalni existence implicitni funkce v okoli bodu A [ ?]

1
29

ktery obsahuje pouze kladné hodnoty y. Hodnoty y na dolni vétvi jsou
zéporné, a proto v tomto intervalu nelezi. Poté zvolime ¢ > 0 tak malé,
aby pro vSechna x € (xg—d, xo+0) ztistala hodnota v/1 — 22 v uvedeném
intervalu pro y Pro kazdé = € (xg — d,20 + J) je pak ve zvoleném
intervalu pro y pravé jedno feSeni rovnice kruznice, a to y = v/ 1 — 2.
Podle definice [3| zde tedy rovnice 22 + y? — 1 = 0 uré¢uje implicitni funkci

flz) =+v1-—2a2

Pripad bodu na dolni vétvi se ovéfi obdobné. Interval pro hodnoty y
zvolime cely pod osou z, ¢imz vylou¢ime horni vétev. V okoli takového

bodu vzniké funkce
g(x) = —v/1—22.

Podrobné ovéfeni ponechavime ¢tenafi jako cviceni.

Zbyva posoudit krajni body [—1,0] a [1,0]. Uvazujme naptiklad bod
[1,0]. Obr. [ naznacuje, e v zadném obdélnikovém okoli tohoto bodu
nelze dosdhnout jednoznacnosti hodnoty y. Pro hodnoty x < 1 dosta-
tecné blizké jednicce totiz dostavame dvé hodnoty y, jednu kladnou a

2
DNapiiklad lze vzit § = min{%, %’} Pak z z € (z9 — §,z0 + 0) plyne
z € (—1,1). Polozime-li s = v/1 — 22, pak s + yo > yo a zaroveii |z + xo| < 2. Proto

2 2

- - 2
|z — ag] < |z = zo| |z + xo| _ 20
5+ Yo Yo Yo

Odtud plyne s € (%’, M)

< ¥

|s —yol| =

2
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druhou zapornou, pfi¢emz obé splhuji rovnici kruinice Podminka jed-
nozna¢nosti z definice [3| zde selhava. Rovnice 22 + y> — 1 = 0 proto
v okoli bodu [1, 0] neur¢uje implicitni funkei y = f(x). Stejny zavér plati
iv bodé [-1,0].

Obr. 4: Selhani implicitniho zadani v okoli krajniho bodu [1, 0]

Kruznici jsme mohli rozdélit na dvé vétve diky tomu, Ze umime rov-
nici 22 + y? — 1 = 0 vyf¥edit vzhledem k proménné y. U obecné rovnice
F(z,y) = 0 to vSak Gasto mo’né neni. Uvazujme naptiklad rovnici

ze¥ +ye® —1=0. (5)

Neni zfejmé, jak z ni proménnou y vyjadrit elementarnimi prostfedky.
Pfesto bychom radi rozhodli, zda v okoli daného bodu urcuje néjakou
funkci y = f(z). K tomu budeme pot¥ebovat vétu o existenci impli-
citni funkce. Pted jeji formulaci zavedeme dva pojmy pro funkce dvou
proménnych, a to parcialni derivaci a spojitost.

3. Parcialni derivace a spojitost funkci dvou proménnych

U funkce jedné proménné derivace popisuje, jak se méni hodnota
funkce pri malé zméné vstupni hodnoty. U funkce dvou proménnych
muzeme ménit bud proménnou z, nebo proménnou y. Tim dostavame
dvé parcialni derivace.

2)Piesnéji, necht § > 0 a € > 0 jsou zvoleny libovolng. Dale zvolme 0 < h <
< min{&%, 1} a polozme 1 = 1 — h. Potom z1 € (1—6,1+6). Proy; = /1 — ?
plati
yi=1-(1—-h)?=2n-h? <2h<e?,

tedy 0 < y1 < e. Hodnoty y1 i —y1 lezi v intervalu (—e,e) a obé& splauji rovnici
kruznice.
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Definice 4. Necht je funkce F definovana v okoli bodu [z, y0]. Rek-
neme, ze funkce F' mé v bodé [z, yo| parcidlni derivaci podle proménné
x, jestlize existuje limita

F(zo + h,yo0) — F(z0,yo)

li .
hlgb h

Tuto limitu znad¢ime
O (@0, w0)
—(x .
o 05 Y0

Analogicky, funkce F' ma v bodé [zg,yo] parcidlni derivaci podle pro-
meénné y, jestlize existuje limita
F(xo0,y0 +h) — F(x0,%0)

Jimy h ‘

Tuto hmltu znacime
X .
y 05 Y0

Pfi vypoctu parcialni derivace podle jedné proménné povazujeme dru-
hou proménnou za konstantu a pouzivame stejna pravidla jako pii deri-
vovani funkci jedné realné proménné.

Priklad 1. Urcete parcialni derivace funkce
F(z,y) = 32*y? — .

Reseni. Pii derivaci podle x povazujeme y za konstantu. Dostédvime

oF
—(z,y) = 1223y® — 22*.
9 & Y) y
Pti derivaci podle y povazujeme z za konstantu. Dostavame
oF

—(z,y) = 62*y.
9y (z,9) y

Pro formulaci véty o existenci implicitni funkce budeme potiebovat
také spojitost funkci dvou proménnych.

Definice 5. Necht je funkce F' definovana v okoli bodu [z, y0]. Rek-
neme, ze F je spojitd v bod€ [xo,yol, jestlize plati

lim  F(x,y) = F(zo,y0)-

[z,y]—[0,y0]
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Intuitivné to znamena totéZz jako u funkce jedné promeénné. Malé
zmény vstupnich hodnot = a y vedou k malym zménédm hodnoty funkce.
U funkei dvou proménnych je v8ak tfeba mit na paméti, Ze k bodu [xg, yo)
se mizeme v roviné priblizovat riznymi sméry.

V dalsim textu budeme vyuzivat zdkladni pravidla pro spojitost. Sou-
¢et, rozdil a soudin spojitych funkci jsou spojité. Podil spojitych funkci
je spojity v téch bodech, v nichZ jmenovatel neni nulovy, a slozeni spo-
jitych funkci je spojité vSude tam, kde je definovano. Spolu se spojitosti
béznych elementarnich a souradnicovych funkci tak mizeme snadno ové-
fovat spojitost mnoha funkci dvou proménnych.

Napriklad funkce

F(z,y) = xe¥ +ye® — 1

je spojita na celé rovind R2. Podrobngjsi vyklad spojitosti funkei vice
proménnych lze najit napiiklad v [2].

4. Véta o existenci implicitni funkce

Vratme se k rovnici . Neumime z ni jednodusSe vyjadfit promeén-
nou y, ale pfesto mizeme za ur¢itych podminek zaruéit, ze v okoli daného
bodu funkece y = f(x) existuje. Tyto podminky popisuje nasledujici véta.

Véta 1 (o existenci implicitni funkce). Necht D C R? obsahuje okoli
bodu [xg,yo] a necht F: D — R je funkce. Ddle piedpokldidejme, Ze

1. F($0ay0) 207

2. funkce F je spojitd v okoli bodu [x,yo],

8. parcidlni derivace %—5 existuje a je spojitd v okoli bodu [zo, yol,

4- %(w07y0) # 0.

Pak ezistuje okoli bodu [xg,yo], ve kterém rovnice F(x,y) = 0 urcuje
spojitou implicitni funkci y = f(x) ve smyslu definice @

Vétu lze ¢ist takto: staci ovérit ¢tyfi relativné snadné podminky — bod
lezi na kfivce, funkce F je rozumné hladké, parcidlni derivace podle y
existuje a je spojita, a v daném bodé neni nulova. Pokud to vSe plati,
méame jistotu, Ze se kiivka v okoli tohoto bodu ,,chova jako graf funkce*
aniz bychom museli y explicitné vyjadfovat nebo ru¢né konstruovat okoli
jako u kruznice.
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Dukaz véty [I] zde neuvadime, protoZze presahuje ramec tohoto ¢lanku.
Lze jej najit napiiklad v [3]. V nésledujici poznamce projdeme jednot-
livé predpoklady véty a na prikladech ukdzeme, co se muze stat, pokud
néktery z nich neni splnén.

Poznamka 1. Véta[l]je postacujicim kritériem pro existenci spojité im-
plicitni funkce. Splnéni v8ech jejich predpokladii tuto existenci zarucuje.
Pokud néktery pfedpoklad splnén neni, véta sama o sobé zadny zaveér
nedava a situaci je tfeba posoudit jinak. V nésledujicich bodech proto
ukizeme, jaka potiz muze nastat pfi vypusténi jednotlivych predpokladii.
1. Bod must leZet na kiivce.
Podminka
F(x0,10) =0

Fika, Ze bod [xo, yo| skutecné lezi na kiivce popsané rovnici F(z,y) =
= 0. Jestlize F'(zo,yo) # 0, pak tato k¥ivka danym bodem neprochazi
a nemé4 smysl mluvit o implicitni funkei prochazejici bodem [z, yo.
2. Spojitost funkce F'.

Predpoklad spojitosti funkce F' souvisi se spojitosti vysledné impli-
citni funkce. Bez néj muZe rovnice F(x,y) = 0 sice lokalng urcovat
y jednozna¢né jako funkci proménné z, ale tato funkce nemusi byt
Spojité.

Uvazujme napiiklad bod [0, 0] a funkci

y—z, .'IISO,
F(z,y) =
y—xz+1, x>0

Plati F'(0,0) = 0 a parcialni derivace podle y existuje, pfi¢emz

oOF
5y (00 =170,

Funkce F' v8ak nenf spojita v bodé [0,0]. Rovnice F(z,y) = 0 v okoli
bodu [0, 0] uréuje funkci

fla) = {”3 e

r—1, x>0,

ta ale neni spojitd v bodé x = 0. Pfiklad ukazuje, Ze bez spojitosti
funkce F' nelze zarucit spojitost implicitné ur¢ené funkce.
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3. Existence parcidlni derivace podle y.
Predpoklad existence parcidlni derivace podle y také nelze vypustit.
Uvazujme funkci
F(z,y) = [y — .
V bodé [0, 0] je tato funkce spojité a plati F/(0,0) = 0. Podle definice
by parcialni derivace podle y v tomto bodé musela byt dana limitou
F(0,h) — F(0,0)

lim = lim @
h—0 h h—0 h

Tato limita vSak neexistuje, protoze pro h > 0 je podil roven 1, za-
timco pro h < 0 je roven —1.

Z rovnice F(x,y) = 0 dostavame vztah |y| = z. Pro kazdé kladné x
dostatecné blizké nule existuji dvé rtzné hodnoty

Proménna y tedy v okoli bodu [0,0] neni urcena jednoznaéné jako
funkce proménné x. Situace je znazornéna na obr.

Obr. 5: K¥ivka |y| = z; v okoli bodu [0, 0] vznikaji pro kladn& = dvé hodnoty y

4. Nenulovost parcidlni derivace podle y.
NavaZzeme na jiz diive zkoumanou funkci

F(x,y) =2 +y* — 1.

Funkce F je spojita v okoli bodu [1,0] a plati F'(1,0) = 0. Parcialni
derivace podle y existuje a je dana pfedpisem

oF

il -9

a9y (z,y) = 2y,
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tedy

oF

—(1,0) =0.

8y( ’ )
Selhava tedy podminka nenulovosti parcidlni derivace. Jak jsme jiz
odtivodnili pfi rozboru krajnich bodi kruznice, v okoli bodu [1, 0]
rovnice F(x,y) = 0 implicitni funkei y = f(z) neurc¢uje. Tato situace
je znazornéna na obr. @

Ptedchozi poznamka ukazuje, pro¢ nelze predpoklady véty pfi jejim
pouziti jednoduSe vypoustét. Zaroven je viak dulezité, Ze jde pouze o po-
stacujici kritérium. Nesplnéni nékterého predpokladu tedy samo o sobé
neznamend, Ze implicitn{ funkce neexistuje.

Nasledujici pozndmka to ukazuje na podmince

oF

aiy(IOvyO) #0,

ktera pro samotnou existenci implicitni funkce neni nutna.
Poznamka 2. UvaZzujme rovnici
P —z=0

a polozme
Flz,y) =y’ — =
V bodg [0, 0] plati F(0,0) =0 a
oF 9 oF

Podminka nenulovosti parcidlni derivace podle y tedy splnéna neni. Pfes-
to z rovnice piimo dostavame funkci y = /x, ktera je definovana a
spojita na celé redlné ose. Implicitni funkce tedy existuje, i kdyz ji vétal[]]
v tomto bod€ nezarucuje.

V nésledujicim pfikladu se vratime k rovnici . S uzitim véty
ukazeme, ze tato rovnice v okoli daného bodu uréuje implicitni funkei.

Priklad 2. Ukazte, Ze rovnice
ze¥ +ye® —1=0

v jistém okoli bodu [1, 0] ur¢uje spojitou implicitni funkci y = f(z).
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Resent. Polozme
F(x,y) = xe¥ + ye* — 1.
Ovéifme predpoklady véty [Il Funkce F' je spojitd, protoze vznika ze
souc¢tl, soudini a skladani spojitych funkci. Dale plati

F(1,0)=1-¢"+0-e' —1=0.

Bod [1,0] tedy lezi na kiivce F(x,y) = 0.
Parcialni derivace podle y ma tvar

OF
oy (z,y) = ze¥ +e”.

Tato parcialni derivace je spojita. V bodé [1,0] dostavame

OF
8—y(1,0)f1+e7é0.

Vsechny piedpoklady véty [1|jsou splnény. Existuje proto okoli bodu [1, 0],
ve kterém dané rovnice urcuje pravé jednu spojitou implicitni funkci

y = f(x).

Situace z pfedchoziho piikladu je znazornéna na obr. [6}

)
A

0] :

Obr. 6: Krivka ze¥ +ye” —1 = 0 v okoli bodu [1, 0]; v tomto okoli ji lze chapat
jako graf spojité funkce y = f(x)

Nasledujici tlohy slouzi k samostatnému procvi¢eni postupu z pred-
choziho prikladu.
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Priiklad 3. Ukazte, ze kazda z nasledujicich rovnic v jistém okoli uve-
deného bodu uréuje spojitou implicitni funkci y = f(x).

a) ¥2 + 2y +y* — 3 =0 v okoli bodu [1,1],
b) 22 +siny — 1 = 0 v okoli bodu [1,0],

¢) In(1+y?) +y— 2 =0 v okoli bodu [0,0].

Zaveér

V ¢lanku jsme se zabyvali rovnicemi tvaru F(x,y) = 0, které v rovingé
popisuji kiivky. Na prikladu jednotkové kruznice jsme vidéli, Zze takova
kiivka nemusi byt globalné grafem funkce y = f(z), ale v okoli vhodné
zvoleného bodu muzZe proménnou y uréovat jednoznac¢né jako funkci pro-
ménné .

Tento lokalni pohled vedl k definici implicitni funkce a k vété o jeji
existenci. Tato véta poskytuje postacujici podminky, za nichZz rovnice
F(z,y) = 0 v okoli daného bodu urcuje spojitou funkci y = f(x). Pokud
néktery predpoklad splnén neni, je tfeba situaci posoudit samostatné.

V navazujicim ¢lanku se budeme zabyvat otazkou, jak urc¢it derivaci
implicitni funkce, aniz bychom proménnou y museli z rovnice explicitné
vyjadrit.
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Pythagorejské trojice a nékteré jejich vlastnosti

José Marcial Ndjares Romero, zS Gutova, Praha 10

Hana Kadlecovd, 1. Zdkladni skola, Masarykovo ndm., éz’éany

Pythagorejska trojice je trojice pfirozenych ¢isel (a, b, ¢), ktera spliiuje
rovnost
a’ +b* =2
Jestlize jsou navic ¢&isla a,b,c po dvou nesoudélna, nazyvame takovou
trojici primitivni pythagorejskd trojice
Takové trojice velmi tizce souviseji s Pythagorovou vétou.

Pythagorova véta. Mé&jme trojuhelnik o stranach délek a, b, ¢, pfi¢emz
¢ je nejdelsi strana. Trojihelnik je pravouhly, pravé kdyz a? + b2 = ¢2.

V préci se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi téchto trojic. Napft.
budeme zkoumat, jestli mtze byt rozdil nejvétsiho ¢lenu a jiného ¢lenu
této trojice libovolné prvocislo. Je znamo, zZe pro kazdou pythagorejskou
trojici plati, Ze alespon jeden ¢len musi byt délitelny t¥emi (podobné je
alesponi jeden ¢len délitelny ¢tyfmi a alespon jeden délitelny péti), viz
[2]. V této préci se podivame blize na p¥ipad délitelnosti tfemi, zaméfime
se zejména na ostatni ¢leny trojice a jejich zbytky po déleni tfemi.

Zakladni poznatky

Pythagorejskou trojici (3,4,5) znali jiz staii Egyptané. Babylonhané
pouzivali trojici (5,12, 13). Dnes je matematiktim znam zpusob, jak po-
psat v8echny primitivni pythagorejské trojice. My ho uvadime nize jako
vétu 1.

Z Pythagorovy véty plyne, ze kazdéa pythagorejska trojice urcuje pra-
vouhly trojuhelnik, ktery se rovnéz nazyva pythagorejskij. Nejvétsi ¢islo
této trojice ¢ je délkou pfepony v daném trojuhelniku a hodnoty a, b
predstavuji délky odvésen. V dalsim textu budeme proto ¢leny pythago-
rejské trojice a, b nazyvat délka odvésen a c¢ délka pFepony.

Nasledujici véta ukazuje, jak ziskat vSechny primitivni pythagorejské
trojice. Dtikaz v&ty lze najit napt. v [2].

DStagi ovéfit nesoudélnost jedné z dvojic a,b nebo b,c nebo a,c a nesoudélnost
zbylych dvou uz z toho plyne.
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Véta 1. Jestlize m, n jsou dvé nesoudélnd prirozend c¢isla rizné parity,
m > n, pak plati, Ze (2mn,m? — n?, m? + n?) je primitivni pythago-
rejskd trojice. I naopak plati, Ze pro kaZdou primitivni pythagorejskou
trojici (a,b, c) existuje dvojice pFirozengch cisel m, n splitujici piedchozi

predpoklady takovd, e ¢ = m? +n? a a = 2mn, b = m? — n?, nebo

a=m?—n?, b=2mn.

Rozdil mezi délkou piepony a délkou jedné z odvésen

Pokud je (a,b,c) primitivni pythagorejska trojice, pak ¢ je liché pii-
rozené Cislo a pravé jedno z ¢isel a, b je rovnéz liché prirozené ¢islo, viz
[2]. Nejprve budeme fesit otazku, zda existuji primitivni pythagorejské
trojice, pro které plati, Ze rozdil mezi délkou prepony a delsi odvésny
je jedna. K tomuto tc¢elu budeme uvazovat rozdil druhych mocnin dvou
pfirozenych po sobé jdoucich &isel, tedy (k + 1)? — k? = 2k + 1.

Protoze existuje nekone¢né& mnoho lichych pfirozenych &isel, ktera jsou
druhou mocninou jiného piirozeného &isla, tedy 2k + 1 = d?, kde d je
prirozené ¢islo, 1ze najit nekone¢né mnoho primitivnich pythagorejskych
trojic (v2k + 1,k, k + 1), pro néz plati, Ze rozdil mezi délkou pfepony a
delsi odvésny je 1.

Podivejme se, jak ziskat primitivni pythagorejské trojice, kde rozdil
mezi délkou prepony a odvésny je 2. Polozme ve vété 1 n = 1 a m
at je libovolné sudé pfirozené ¢islo. Pak trojice (2m,m? — 1,m? + 1)
je primitivni pythagorejské trojice, pro niz plati, Ze rozdil mezi délkou
pfepony a jedné z odvésen je 2.

Nyni se podivame, co plati v pfipadé, kdy je rozdil mezi délkou pie-
pony a odvésny roven 3. Pak zobecnime tento vysledek na libovolné liché
prvodislo. Nasledné ukazeme, které liché hodnoty mohou byt rozdilem
délky prepony a odvésny.

Tvrzeni 1. Neexistuje primitivni pythagorejskd trojice, pro kterou plati,
Ze rozdil délek pFepony a jedné z odvésen je roven tiem.

Diikaz. Necht (a,b,c) je pythagorejska trojice, kde ¢ = b+ 3, pak
>+ =c*=0b+3)2=0b>+6b+9
6b =a® —9.

Leva strana je délitelné 6, proto je ziejmé, Ze a musi nutné byt liché
prirozené ¢&islo vétsi nez t¥i a zaroven nasobkem 3. Pak je ale prava
strana délitelnd deviti, tudiz b musi byt nasobkem 3. Proto tato trojice
nen{ primitivni. O
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Véta 2. Neexistuje primitioni pythagorejskd trojice, pro kterou by pla-
tilo, Ze rozdil délek prepony a jedné z odvésen je roven p, kde p je liché
prvocislo.

Diikaz. Postupujme podobné jako v dikazu tvrzeni 1:
a2 +b*=c?=(b+p)?=b>+2pb+p?
2pb = a® — p?.

Opét snadno nahlédneme, Ze a musi byt liché pfirozené ¢islo vétsi nez
p a musi byt nasobkem p, pak ale nutné i b je nasobkem p. Proto tato
trojice neni primitivni. O

Véta 3. Necht d je liché prirozené ¢islo. Pak existuje primitivni pytha-
gorejskd trojice, kde rozdil mezi délkou prepony a délkou jedné z odvésen
je d2.

Diikaz.
A+ 0 = = (b+d?)” = b* 4 2bd® + d*
2d%b = o — d*.
Nutné a = ed, kde e je liché a nesoudélné s d, navic e > d.

b_aQ—d‘l_e2d2—d4_62—d2
o2 2@z 2

Zbyvéa dokazat nesoudélnost a, b. Predpokladejme pro ditkaz sporem,
ze a, b maji spole¢ného délitele p > 1, kde p je prvocislo. Protoze p déli
a, musi délit bud d, nebo e. Pfedpokladejme, Ze p déli e. Jak snadno
nahlédneme z rovnice

2 = e — d?,

p musi nutné délit i d?, tudiz p déli i d, jelikoz déli b. To je spor, protoze
e je nesoudélné s d.

Obdobné postupujeme v piipadé, kdy predpokladame, ze p déli d.
Proto jsou a, b nesoudélna, a tim padem je tato pythagorejska trojice
primitivni. O

Uloha 1 pro &tenaie. Pro jaka viechna pfirozena ¢isla k muze byt
rozdil mezi délkou prepony a nékteré z odvésen roven k7

Roénik 101 (2026), &islo 2 39



MATEMATIKA

Pythagorejské trojice a jejich délitelnost tfemi

Jak je znamo, v kazdé pythagorejské trojici je alespoil jedno ¢&islo dé-
litelné 3. My toto tvrzeni dokdZeme, viz tvrzeni 2. Nasledné se budeme
vénovat otazkam, co plati pro zbyvajici ¢isla a jaky je jejich zbytek po
déleni tfemi. Je mozné, aby jedno ¢islo mélo zbytek jedna a druhé dva?
Mohou mit obé &isla stejny zbytek po vydéleni tfemi? Pti hledani odpo-
védi budeme vychazet ze znamého zptisobu generovani pythagorejskych

trojic (2mn7 m? —n?, m?+ nz), ktery jsme ukézali ve vété 1.

Lemma 1. Necht n je pFirozené cislo, které neni délitelné tiemi, pak
n? mod 3 = 1.

Drikaz Je ponechan ¢tenafi.

Tvrzeni 2. V kaZdé pythagorejské trojici je alesporni jedno cislo déli-
telné tremi. Navic v kaZdé primitivnt pythagorejské trogici je prdavé jedna
z délek odvésen délitelnd tremi a délka piepony ani délka druhé z odvésen
nent délitelnd tremi.

Diikaz. Piedpoklddejme, Ze ani jedno z &isel a, b, ¢ neni délitelné tfemi.
Pak podle lemmatu 1 je leva strana rovnosti a? + b?> = ¢ modulo 3
rovna 2, zatimco prava strana je rovna 1, coz je spor. Pokud uvazujeme
primitivn{ pythagorejskou trojici a pokud by bylo pouze ¢ délitelné tfemi,
pak v levé strané rovnosti modulo 3 dostaneme 2 a prava strana je ziejmé
rovna nule, coZ nelze. Proto nutné musi byt bud a, nebo b délitelné 3.
Tim je dikaz tvrzeni hotovy. O

Tvrzeni 3. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod3 =1 a ¢cmod 3 = 2.

Diikaz. Polozme m = 3k 4+ 2, n = 3k + 1, kde k je celé nezéporné &islo,
pak zifejmé& m, n jsou nesoudélnéd a riizné parity a navic m je vétsi nez
n. Podle lemmatu 1 plati

m? —n?mod3=0, m?+n?mod3=2.

Dokazme, Ze 2mnmod 3 = 1 a polozme a = m? — n?, b = 2mn a

¢ =m? + n?. Tim bude na3 ditkaz hotov.
2mn = 2(3k + 2)(3k + 1) = 18k + 18k + 4 = 3(6k> + 6k + 1) + 1,
tedy b ma po vydéleni tfemi skutecné zbytek 1. O
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Priklady: Podivejme se na nékolik trojic, které dostaneme z tvrzeni 3.

a=Bk+2)?*-Bk+1)*=6k+3 a | b c

b=2(3k+2)(3k + 1) E=01] 3| 4

c=(3k+2)%+ (3k +1)? E=1|9 | 40 | 41
k=215 | 112 | 113

Tvrzeni 4. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod 3 =2 acmod 3 =1.

Diikaz. Polozme m = 3k+3, n = 3k—2 pro pfirozené ¢islo k. Pak zfejmé
plati, Ze a = 2mn = 6(k + 1)(3k — 2) je délitelné 3,

b=m?—n? =9k + 18k +9 —9k> + 12k —4 = 30k +5 = 3(10k + 1) +2,
tedy b mod 3 = 2,

c=m?4+n?>=9k2+18k+9+9k*> — 12k +4 = 18k%2 + 6k + 13 =
=3 (6k* + 2k +4) + 1,

proto ¢ mod 3 = 1.

Ziejmé m a n jsou ruzné parity, jejich rozdil je 5, m je vzdy délitelné 3
a n nikoliv. OvSem m a n mohou byt délitelné 5, ale urcité existuje
nekoneéné mnoho k tak, ze n a m jsou nesoudélna. Napiiklad staci zvolit

k = 5h, kde h je libovolné pfrirozené ¢&islo. O
Priklady.
a=6(k+1)3k-2) a b c
b=3(10k+1)+2 k=1 12 | 35| 37
c=3(6k>+2k+4)+1 k=2| 72 | 65| 97
k=3 1168 | 95 | 193

Tvrzeni 5. Ezistuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskijch tro-
jic (a,b,c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod 3 =cmod 3 =1.

Diikaz. Polozme m = 3k + 1 a n = 3k, kde k je pfirozené, pak ziejmé
m, n maji riaznou paritu, jsou nesoudélnéd a m je vétsi nez n. Definujme
a = 2mn, b =m?—n? a c = m?+n?. Pak podle lemmatu 1 je b mod 3 =

=cmod 3 =1 a zfejmé a mod 3 = 0. O
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Priklady:
a=2(3k +1)3k a | b ] ¢
b= (3k+1)*—9k? =6k +1 E=1|24 | 7| 25
c=(3k+1)% + 9k? k=2 8 | 13| 85
E=31|180 | 19 | 181

Tvrzeni 6. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, b mod 3 = cmod 3 = 2.

Diikaz. Polozme m = 3k +4 a n = 3k + 1. Jisté jsou m, n nesoudélné.
Zvolme a = m?2 —n?, b = 2nm a ¢ = m? + n?. Podle lemmatu 1 je
a mod 3 =0, c mod 3 =2 a nakonec

2mn = 2(3k +4)(3k +1) = 2(9k* + 3k + 12k +4) = 3(6k* + 10k +2) + 2.
Tedy b mod 3 = 2, coz jsme méli dokéizat. O
Priklady:

a=(3k+4)?—Bk+1)? =18k + 15
b=2(3k+4)(3k + 1)
c=(3k+4)* + (3k + 1)* = 18k? + 30k + 17

a b c

k=0]| 15 8 17
k=11]33] 56 | 65
k=21 51| 140 | 149

Uloha 2 pro &tenafe. Oznacme si Ag;; mnozinu vech primitivnich
pythagorejskych trojic, kde amod 3 = 0, bmod 3 = 1, cmod 3 = 1.
Podobné si oznatme Agio, Ago1, Agoe. Dokézali jsme, Ze vSechny tyto
mnoziny jsou nekonecné. Snadno nahlédneme, Ze mnozinu vSech primi-
tivnich pythagorejskych trojic dostaneme jako sjednoceni téchto mnozin.
Tyto mnoziny jsou navic ziejmé disjunktni. Pro zajimavost si ¢tenafi mo-
hou zkusit vysetftit, jak pfesné mnoziny vypadaji, kdyz uvazujeme délku
pfepony maximélné N, tj.c < N, kde N je pfirozené &islo, které si ¢tenar
zvoli. Treba se vam podari vykoukat i pfesny popis takovych mnozin.
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Délitelnost ¢tyrmi

Nyni se velice kratce podivame na piipad délitelnosti ¢tyfmi. Vime, ze
v kazdé pythagorejské trojici je alespoii jedno ¢islo délitelné 4. Stejné jako
v pripadé délitelnosti tfemi lze dokézat, Ze ¢islo délitelné 4 v primitivnim
pythagorejském trojihelniku je délka jedné z odvésen, viz [2]. Uvedena
tvrzeni nebudeme dokazovat, uvedeme pouze navody. Formalni dikazy
pfenechame ¢tenaiim, stejné jako zkoumani délitelnosti dalsimi ¢isly.
Tvrzeni 7. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 4 =0, b mod 4 = cmod 4 = 1.

Ndvod. Polozme a = 2mn, b = m? —n? a ¢ = m? + n?. Zvolme m = p,

kde p je liché prvocislo a n = 2.

Tvrzeni 8. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskijch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 4 =0, bmod 4 =3, cmod 4 = 1.

Ndvod. Jako v piedchozim piipadé staéi polozit a = 2mn, b = m? — n?,

c = m? 4+ n? a poté zvolit n = 2k — 1 a m = 2k, kde k je libovolné
prirozené ¢&islo.

Zavér

V tomto ¢lanku jsme se seznamili s nékterymi vlastnostmi primitiv-
nich pythagorejskych trojic. Dozvédéli jsme se napiiklad, Ze rozdil délky
pfepony a jedné z odvésen nemuze byt liché prvocislo. Naopak pokud
liché pfirozené ¢islo k je druhd mocnina jiného prirozeného ¢&isla, pak
existuje primitivni pythagorejské trojice, kde rozdil mezi délkou prepony
a jedné z odvésen je roven k. V dalsi ¢asti jsme se vénovali studiu primi-
tivnich pythagorejskych trojic z pohledu délitelnosti tfemi. Zjistili jsme
napiiklad, Ze jedna z odvésen ma délku délitelnou tfemi a délky zbylé
odvésny a prepony mohou nabyvat 1 i 2 jako zbytek po déleni tfemi.
Dale jsme zformulovali tlohy pro ¢tenafe a budeme radi, kdyz ¢tenari
vymysli i dalsi vlastni otdzky a o svych zjisténich ndm napisi.
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MATEMATICKE ORISKY

Exoticka posloupnost

Uvazujme nésledujici netradi¢né definovanou posloupnost piirozenych
¢isel (gn)52 . Jeji prvni ¢len je g1 = 290. Abychom vyrobili nasledujici
¢len, tak prvné prepiSeme nase ¢islo ve dvojkové soustavé nasledujicim
zpusobem:

g1 =290 = 2% +2° 2.

Kdykoli se ve dvojkovém zapisu nékterého exponentu objevi expo-
nent vét&i nez 2, i tento exponent nahradime jeho dvojkovym zapisem.
Pokrac¢ujeme, dokud nedostaneme vyraz obsahujici pouze ¢&islice 1 a 2.
Ziskdme tudiz nésledujici vyraz

g1 =290 = 22" 4 92+ 4 o

Nyni vezméme vSechny vyskyty ¢isla 2 v tomto zapisu, pfepiSme je
na 3 a od vysledku ode¢téme 1. Tim ziskdme druhy ¢len nasi posloup-
nosti:

go =38 433+ 13 1= 443.10%.

Abychom ziskali g3, vezmeme go, piepiSseme do trojkové soustavy, na-
hradime vSechny 3 za 4 a od vysledku odeéteme 1.

go =381 1328 42— 38" 4 g3+l o
g3 = 444+1 +444+1 + 2_1= 3723 . 10616.

Dalsi ¢leny g; generujeme analogicky. Vzdy prepiSeme nase puvodni g; 1
v soustavé i (vCetné vSech exponenti a exponenti exponenti atd.) a
nasledné vSechny instance ¢ nahradime za ¢ + 1 a od tohoto vysledku
odecteme 1.

Je patrné, ze tato posloupnost nabyva hodné vysokych hodnot opravdu
rychle. Ale jak je to s jejim limitnim chovanim? K jaké hodnoté se blizi,
kdyZz n roste nade vSechny meze? Je to nekone¢no? A to je pravé tukol
pro Ctenare:

Uloha
Spocitejte limitu posloupnosti (g,)5 ;.
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Uloha z minulého &isla znéla:

Jakyj je soucet vSech prvocisel, kterd jsou mensi nez 1000? Napovime,
Ze jich je 168 a Ze 25 z mich je mensich nez 100.

a) 14865

b) 54382

c) 76127

d) 81994

e) 126668

Resent podle José Marciala Ndjarese Romera Pri feSeni budeme po-
stupovat tak, Ze nejdiive uré¢ime paritu souctu, poté vyuzijeme znalost
prvocisel mensich nez 30 a pak odhadneme zdola tento soucet.

Urcéent parity: Prvocisla jsou licha az na prvocislo 2. Jelikoz podle zadani
vime, Ze mame celkem 168 prvocisel, z nichz pouze jedno je sudé, pak
nutné jejich soucet musi byt liché ¢islo. (Se¢teme 167 lichych prvocisel
a pfi¢teme prvodislo 2, coz je celkové liché &islo.) Tim vylou¢ime z danych
moznost{ sud4 ¢isla a zistanou jako mozné vysledky 14 865 a 76 127.

Odhad souctu zdola: Opét podle zadani vime, Ze 168 —25 = 143 prvodisel
v naSem seznamu je vétSich nez 100. Soucet téchto 143 prvocisel je vétsi
nez 143 - 101 = 14 443. Déle jiz ze zakladni Skoly zname prvocisla mensi
nez 30, je jich deset: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 a jejich soucet je
129. Nakonec vyuzijeme, ze 25 — 10 = 15 prvocisel je vétsich nez 30 a
mensich nez 100, proto jejich soudet je vétsi nez 31 - 15 = 465.

Nyni nejdiive se¢teme prvocisla mensi nez 30, pak dolni odhad souctu
prvocisel vétsich nez 30 a mensich nez 100 a nakonec dolni odhad souc¢tu
prvocisel vétsich nez 100 a mensich nez 1000 a dostaneme:

prvocisla soudet
mensi nez 30 129
vetSi nez 30 a mensi nez 100 > 465
vetsSi nez 100 a mensi nez 1000 > 14443
celkem > 15037

Coz je vice nez moznost a) 14 865. Proto soucet v8ech prvocisel mensich
nez 1000 je nutné 76 127.
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Niekolko nametov na spestrenie a spresnenie
vyucovania fyziky

Tvan Turek, Zilina, Slovensko

Tym spestrenim st (a maja byt) najmi demonstracie. Pretoze umoz-
nuju vidiet javy, ktorym je prislusna ¢ast uéebnej latky venovana, takze
prepajaju abstrakciu slovného popisu s realitou. A to, Ze ... pdsobia na
vsetky zmysly zdoraziuje, Ze demonsStrované suvislosti (zakony) nie st
vymyslené, Ze su vlastnostou reality, prirody.

Skutoc¢nost, ze vysledok demonstracie sa malokedy do vsetkych detai-
lov zhoduje s teoretickym popisom predvadzaného javu, priamo nabada
na hladanie pri¢in nezhody, ¢o umoziuje vidiet, ako je priebeh predva-
dzaného javu ovplyvneny okolitym prostredim, takZe nuti vidiet javy vo
vzéjomnej suvislosti.

Demonstracie razov

tesne za sebou tak, Ze ta ,spodné® je tazgia. Po ich

} } odraze modze ta lahSia lopta vyletiet nad droven,

“ z ktorej boli lopty spustené, a tazsia lopta zostat
| nehybne na zemi.

Ak by to boli dokonale pruzné lopty, tak vy-

svetlenie je jednoduché: Prva lopta po odraze od
1 zeme sa odrazi s rovnakou rychlostou, aku ziskala
_

@ Nechajme padat dve lopty roéznych hmotnosti

volnym padom, a vzapiti sa zrazi s TahSou lop-

tou, ktora sa pohybuje smerom dole rovnako vel-
kou rychlostou (lebo padali z rovnakej vysky). Vypoéitat rychlosti, ktoré
tie lopty budt mat po zrazke, mozeme zo zakonov zachovania hybnosti
a energie

mp - V1 + Mg - V2 =M1+ UL + M2 - Uz,

1 2 1 2
—Mo vy = =My -uj +

2
—mo - U
2 2 »

1 2
—mq - U
g Mt 2

kde rychlosti pred zrazkou s oznacené pismenami v, rychlosti po zrazke
pismenami u. Ako si tie lopty rozdelia celkovi hybnost zélezi od toho,
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aké su ich hmotnosti. To, Ze tazSie teleso zmeni svoju rychlost menej
ako Tahgie teleso, asi netreba pripominat. No a my sa zaujimame o to,
pri akom pomere hmotnosti tych 16pt si energiu tej ,ststavy dvoch lopt*
odnesie T'ahgia lopta (a energia tazSej bude nulova). Cize, kolko krét
musi byt ta vacsia lopta taz8ia, aby po zrazke bola jej rychlost rovna
nule. Takze méame rieSit rovnice:

m1~U1—m2~v2=0+m2-uQ,

2 2 2
my - vy +meg - vy =04 ma - uj,

v ktorych rychlost dohora povazujeme za kladnt. RieSenim tych rovnic
dostaneme, Ze sa tak stane, ked m; = 3ms. Vtedy je energia tych 16pt
Styri krat vacsia ako energia tej lahSej. TakZe by ta lahsSia lopta mala
vyletiet do §tvornasobnej vysky. To sa v8ak pri takom pokuse tazko od-
meria, pretoze je tazké spustit lopty tak, aby sa Tahsia lopta odrazila
rovno dohora (aby zraZzka bola ,¢elna”).

Preto sme urobili ,zvisla rampu, v ktorej sme spustali
valcovité telieska opatrené gumovymi ,naraznikmi“. Navyse
nam ta rampa umozni spustat tri telieska (aky ma byt pomer ‘
hmotnosti druhého a tretieho telieska, sa vypocita podobne, y
ako sme uviedli vyssie, ale s tym rozdielom, Ze tretie teliesko
sa zraza s druhym telieskom, ktorého rychlost je vicsia ako
tretieho telieska.

Avizované ,spresnenie: Na prvy pohlad moézete byt porov-

nanim pokusu a vypoctu sklamani — teliesko vyleti do mensej
vysky, nez aku sme vypocitali. Nebolo to chybou vypoctu,
ani chybou zédkona zachovania energie. Chybou bolo predpokladat, Ze sa
zachova stucet kinetickej a potencidlnej energie ( %va + mgh). PretoZe
Cast tejto mechanickej energie sa pri deformécii tych ,pruznych narazni-
kov¥ (a mozZno aj trenim v rampe a odporom vzduchu) zmeni na teplo.
(Napriek tomu to tretie teliesko vyleti aZz po strop i pri ,rampe dlhej
iba pol metra.)

To, Ze sme ,pruznost* tych teliesok ,zvalili“ na tie narazniky a ich
hmotnost sme pripisali samotnym telieskam, pomaha predstavit si, ako
tie razy funguju: V priebehu dopadu prvého telieska to teliesko stlaca
jeho ,naraznik® akousi silou. Ale zarovenn (zdkon akcie a reakcie) naraz-
nik posobi rovnakou silou na to teliesko a tym ho spomaluje. V okamihu
ked teliesko zastalo, je naraznik najviac stlaceny a na teliesko posobi
najvicsou silou, urychl'uje ho do opa¢ného smeru (zakon sily) a takze
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tomu teliesku ,,odovzda“ energiu, ktora sa ,pouzila“ na stlacenie naraz-
nika. Rovnako sa odohrava odovzdavanie hybnosti (a energie) premenou
kinetickej energie na deformac¢ni energiu medzi ostatnymi telieskami.

Tie premeny kinetickej a deformadnej (,potencidlnej*) energie st me-
chanizmom aj pri zrazkach teliesok ,bez naraznikov“. Pretoze vSetky
pevné latky sa pruzné, takze sa v nich deje to, ¢o sme popisali pomocou
pruznych néraznikov

Este je vhodné upozornit, Zze v tych rovniciach nevystupuje ¢as. To
moze budit dojem, Ze ten ,odraz‘ sa deje okamZite. Nie je to tak — stla-
¢anie naraznikov predsa nejaki chvilu trva. Cas v tych rovniciach nevy-
stupuje preto, lebo sme sa ,matematiky* opytali na vysledok zrazok (aka
bude rychlost po zrazke) a nie na proces zrazky.

Podobné odovzdavanie hybnosti medzi ¢as-
tami prostredia sa odohrava i v kvapalinéch.
Tlustruje to demonstracia dopadu nadoby s kva-
palinou. Ak nadoba dopadne s dostato¢nou
rychlostou, tak cast tej kvapaliny sa ddeli“ ¢

a vyleti z nadoby.
Ale ako ta kvapalina ,yie“, kde sa mé roz-

delit? Samozrejme nevie, to uréuju zakony za-
chovania hybnosti a energie a tlakova vlna,
ktora sa vyvola zastavenim kvapaliny pri dne e

nadoby. Po dopade nadoby tlak v tej vine narasté, podobne ako na-
rasta rychlost teliesok po dopade na dno rampy. A v mieste, v ktorom je
rozdiel tlakov pripadajuci na vzdialenost molekul vac¢si, ako s pritazlivé
sily medzi molekulami (kapilarne sily), tam sa t& kvapalina rozdeli. Takze
razy nam ¢osi mozu povedat i o kvapalinach. A nie len o kvapalinéch

Na vypocet toho, aki bude ta tlakova vina, uz treba vediet vyssiu ma-
tematiku, nez aka sme pouzili pri tych loptach. A aj tak sa ta kvapalina
rozdeli presne tam, kde to ,matematika vypocita“. Ako keby ta kvapa-
lina (priroda) ,reSpektovala“ matematiku. Ale je to naopak — matematika
re$pektuje prirodu!

Matematika a fyzika su vedy ,,odpozorované” od prirody. Na fyzike to
priamo vidiet. Napriklad: Galileo Galilei odpozoroval, Ze telesa padaja

DDomnievame sa, e takyto ,urozpravany vyklad® je délezity. Pretoze fyzika nie je
(len) o rovniciach. Fyzika je hlavne o procesoch, o dejoch.

2)Tu nam ,razy“ povedali, Ze Pascalov zakon (Ze prirastok tlaku v kvapaline spo-
sobeny vonkajSou silou je v8ade rovnaky) v obecnosti neplati. Plati iba v ,ustdlenom
stave” (ked sa nemenia vzajomné vzdialenosti elementov kvapaliny).
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s konstantnym zrychlenim, ktoré je vyvolané silou, ktorou na tie telesa
posobi zemské pritazlivost. A potom Izadk Newton prisiel na to, Ze to,
¢o Galileo odpozoroval, to je zvlastny pripad obecnejSieho tvrdenia — Ze
kazdé zrychlenie je vyvolané silou, ktora na teleso posobi.

A tak to je so v8etkymi fyzikalnymi zdkonmi. A to, Ze tie odpozo-
rované pravidla (zakony) sa daju vyjadrit matematikou, to je vlastnost
prirody. A zaklady tej matematiky (logika) sa do ,myslenia“ zabudovali
vtedy, ked sa v Tudoch vytvaralo myslenie. PretoZe sa vytvaralo pod
vplyvom toho, aky je svet. I ked si niektori Tudia myslia, Ze matematika
je ,wymyslené veda®.

Demonsétrdcia razu 2 guli réznych hmotnosti na ,,V¥ zdvesoch

V¢ zavesy st tu pouzité preto, aby sa tie
gule pohybovali v jednej rovine. Tie zavesy
urobme tak, aby dlzka zavesu taziej gule bola
stvrtina dlzky zavesu Tahdej. Pri takych dlz-
kach je doba kyvu taz3ej gule polovica doby
kyvu lahsej. A zavesme ich tak, aby sa v kl'ude
prave dotykali.

Ked Tahgiu gulku vychylime a nechame ju
dopadnut na taZsiu, tak sa od nej odrazi a
vrati sa do takmer takej vychylky, z akej sme
ju spustili. Iba ,skoro“ do tej vychylky preto,
lebo pri odraze od tazkej malu ¢ast svojej ener-
gie odovzda tazSej. Do svojej maximalnej vy-
chylky sa vrati za polovicu periody jej ky-
vadlového pohybu. Za ten ¢as tazsia gulka vykona pohyb zodpoveda-
juci celej periode — lebo jej perioda je polovica periody Tahkej gulky.
(Na obrazku su tie pohyby od okamihu zrazky schematicky zakreslené).

Pri dalsom pohybe tych guliek sa takéto zrazky opakuju, az kym
I'ahgia gul'ka neodovzda celi jej energiu tazsej. A potom sa odovzdavanie
energie opakuje opaénym smerom, od tazSej k I'ahse;j.

Vsimnite si, Ze pri takych zrazkach velka gulka nikdy nenadobudne
taku rychlost, aki nadobtda l'ahgia. A &m je rozdiel hmotnosti tych gal

VACS], tym je vACSI i rozdiel ich (priemernych) rychlosti

3)Plati to nie len pre takto zavesené gule. Aj pre molekuly plynu. V plynoch sa mo-
lekuly navzajom zrazaja a pri tych zrazkach sa ovplyvhuju ich rychlosti. Ked sa jedna
o zmes plynov s roézne tazkymi molekulami (napriklad vo vzduchu) je stredna rych-

lost Tahkych molekul vagésia ako molekil tazsich. Tak ako pri zrazkach gal s réznymi
hmotnostami.
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Demonstracie vin

Viny v jednorozmernom prostredi

Pomerne ¢asto sa pri vyklade vin demonstruje vlna na pruznom lane
(alebo gumenej hadici) tak, Ze sa jednym koncom lana ,zakmita®. Je to
nazorna demonstracia, ku ktorej by som odporudil pridat ,spresnenie*
tym, Ze sa ukaze ,yznik* vlny vytvorenim deformacie ¢asti prostredia
bez udelenie rychlosti. Napriklad tak, Ze niekol’ko Studentov pridrzi lano
v réznych polohach a naraz, na povel ,tri, dva, jeden, teraz“ otvoria dlane
bez toho, aby udelili lanu nejaki rychlost. Ak to lano uvol'nia vo vietkych
miestach naraz, tak sa prostredim bude na obe strany od oblasti, v ktorej
bolo lano deformované, §irit vina, ktorej tvar odpoveda tvaru vyvolanej
deformacie.

Takato demonstracia by mohla byt doplnena i generaciou viny udele-
nim rychlost{ elementom prostredia s nulovou vychylkou, napriklad st-
¢asnymi udermi lana na miestach odpovedajicich tvaru predchadzaju-
cej demonstracie. Demonstracia by tak zodpovedala plnému zneniu vety
o pociato¢nych podmienkach.

Zaujimavou je i demonstracia odrazu vin
na ,pevnom“ konci pruzného lana, ktoré nie-
kto ,pevne drzi v ruke. Ked vlna dojde na
koniec lana, tou rukou trochu pohne. Zna-
mené to, Ze lano posobilo na ruku silou a
teda i t4 ruka posobila na lano silou. A tato sila v lane vyvola vinu —
wodrazena vinu®“. (Na obrazku je nakreslena bodkovane.)

Este posobivejsia (a ,,nepocho-
pitelnejsia“) je demongtracia od-
razu vin na volnom konci. D4 sa
realizovat na lane, ktorého jeden
koniec je zaveseny na tenkej (Tah-

kej) nitke a lano je vodorovne.
/7/% Pri takom upevneni je koniec lana
(pre vlnu s vychylkou kolmo na

lano vo vodorovnom smere) ,volnym koncom®, pretoZe ten zaves dovo-
Tuje pohyb vo vodorovnej rovine.
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Pre vysvetlenie vzniku takto odrazenej viny si najprv vSimnime pohyb
elementu prostredia mimo konca lana. Na taky element prostredia pdso-
bia sily z oboch stran. Sila zo strany, z ktorej vlna prichadza, vyvoldva
pohyb toho elementu a sila z druhej strany ten pohyb brzdi. Na volnom
konci prostredia tato brzdiaca sila chyba. To, Ze nejaka sila chyba, ma
rovnaky uc¢inok, ako keby tam bola ,zvonku pridana“ rovnako velka sila
opa¢ného smeru. T4 ,pridand” sila by vytvorila vlnu ,,odrazend” na vol-
nom konci. Lebo ,chybajuca sila“ je rovnocenna tej ,zvonku pridanej*
sile.

Viny vo viacrozmernom prostredi

V skutoc¢nosti kazdé prostredie je trojrozmerné. Ale je vo zvyku hovo-
rit o jednorozmernom prostredi vtedy, ked sa jedna o prostredie, ktorého
hriabka a irka je mensia ako vinova dlzka viny, ktora sa tym prostredim
§iri. A rovnako to je s ,dvojrozmernym prostredim®. Je nim napriklad
tenkd pruzna blana (bubon), alebo ,povrch kvapaliny*. Dolezité je, ze
podstata vin v dvoj a troj rozmernych prostrediach je rovnaka ako vin
jednorozmernych: ,,odovzdavanie* energie susednym elementom prostre-
dia. Rozdiel je v tom, Ze to odovzdavanie sa nemusi diat iba v jednom
smere. A nemusi to byt vzajomna premena deformacnej a kinetickej ener-
gie. Moze to byt napriklad vzajomné premena energie elektrického pola
na energiu magnetického pola (radiové vlny, svetlo, réntgenové viny, . .. ).
Vo vlnach v plynoch (akustické viny) sa navzajom meni energia stlace-
ného plynu a jeho kineticka energia.

Vo vlnach na hladine kvapalin to je najzlozitejsie. Tam prichadzaja
do uvahy vzajomné premeny kinetickej, polohovej (potenciélnej) a povr-
chovej (kapilarnej) energie. T4 zloZitost sa mimo iné prejavuje tym, Ze
rychlost vin na povrchu kvapalin zavisia od ich vinovej dlzky a od ich
amplitidy. U vin s velkou vlnovou dizkou a velkou amplitadou (viny na
mori) st kapilarne sily zanedbatelné voéi silam gravitaénym (voci vahe
objemu vody, ktord sa hybe), zatial ¢o u vlniek v akvariu sa kapilarne
sily (povrchové napétie) rozhodujuce.

Ako to je v pevnych latkach sme popisali pri popise vin v jedno-
rozmernom prostredi (ked sme popisovali vlnu v pruznom (gumenom)
lane).

Vlnenie prostredia znamena, Ze sa v prostredi nie¢o meni. U mecha-
nickych vin, Ze sa to prostredie (tam kde je ta vlna) pohybuje. Nasle-
dujica demonstracia ukazuje, ze i vo vlne, ktora sa siri vzduchom, sa
ten vzduch pohybuje: sta¢i pred zapélenou svieckou vyvolat dostatocne
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silntt akusticka vlnu (napriklad basovym reproduktorom alebo tderom
na plechovii dosku) a o pohybe vzduchu nas presvedéi pohyb plamienka
sviecky.

f‘

|

Sirenie sa vin nie je obmedzené iba na pruzné prostredia, vodu, alebo
vzduch. MoZeme ,yymyslat® i exotické ,prostredia®, v ktorych sa viny
mozu Sirit. Napriklad ,prostredie®, ktoré je tvorené radom rovnakych
,spriahnutych kyvadiel, ktoré sa navzajom ovplyviuju.

ﬁ gt

I\I\Il I
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Ze aj v takom ,prostredi* sa moze $irit vlna, dokazuje dalSia de-
monstracia: vina v rade mensich feritiek na V-zavesoch, rozmiestnenych
v rovnakych vzdialenostiach a orientovanych tak, Ze susedné feritky su
opac¢ne polarizované. Ak feritku na zaciatku toho radu vychylime sme-
rom k jej susedke, zvacsi sa sila, ktorou sa odpudzuju, a to sposobi, ze
prvé sa zastavi a druha preberie jej kineticka energiu. Odovzdéavanie vy-
chylky bude pokracovat az k poslednej zavesenej feritke — tym radom
feritiek prejde ,vIlna“. Ten rad moze byt zakonCeny upevnenou feritkou,
od ktorej sa vlna odrazi a prejde na zaciatok radu. Tam bude sice o nie¢o
slabgia, ale ak pociatocna vychylka bola dost velka uvidime, Ze sa vina
od vol'ného konca odrazi a znovu bude tym ,prostredim“ postupovat. Ale
v kazdom pripade vlna po viacnasobnom prechode zanikne.

Avsak po zaniku viny (po zaniku usporiadaného pohybu feritiek) si
mozeme v8imnut, Ze feritky sa neprestali pohybovat. Pohybuja sa drob-
nym ,neusporiadanym® pohybom, ktory je akymsi ,zvySkom“ energie,
ktoru sme sustave dodali rozkmitanim prvej feritky.

Hovorime o tom preto, Ze presne to, ¢o sa da vidiet na tom rade
feritiek, sa odohrava pri Sireni sa mechanickej viny v kazdom materiali.
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Lebo kazdy material pozostava z prvkov (z atémov), ktoré sa navzajom
nedotykaja rovnako ako tie feritky.

A podoba medzi ,ylnou” v rade feritiek a v rade atémov je i v tom, Ze
na pokles amplitady vin v oboch pripadoch ma vplyv porusenie periodic-
kosti usporiadania prvkov prostredia (atémov), a i v tom, Ze feritky aj
atomy ,zanikom viny* energiu vlny ,,odovzdaji* tomu neusporiadanému
pohybu.

Tento pohyb po zaniku vlny vo ,feritkovom prostredi“ vidime — v sku-
to¢nom telese ho po zaniku (absorpcii) viny moZeme citit ako teplo.
Samozrejme vlastnymi zmyslami by sme to citili iba vtedy, keby sa ab-
sorbovala velmi siln4 mechanickd vlna. Ale odmerat to mozeme.

Demonstrdcia interferencie vin

Interferencia (,s¢itovanie”) vin vo vzduchu (akustickych vin) sa da
jednoducho urobit dvomi reproduktormi napojenymi na jeden generator
harmonického priebehu napatia. Napriklad ked pripojenie jedného z tych
reproduktorov na zdroj je prepdlované. (Vhodn4 frekvencia je niekolko
malo kHz.) Ak je vzdialenost tych reproduktorov zna¢ne mensia, ako je
vlnova dlzka generovaného zvuku, tak zakrytim jedného reproduktoru
generovany zvuk nezoslabne, ale sa zosilni.

Zvacsenim vzdialenosti tych reproduktorov na pét az desat nasobok
vlnovej dlzky (vhodné vzdialenost zavisi od velkosti miestnosti) sa vy-
tvori interferenc¢né pole, ktorého maxima a minima4 zu¢astneni mozu ma-
lym pohybom hlavy najst (pri tom je vyhodné mat jedno ucho zakryté).

Pri nizsich frekvenciach a dostato¢nom pocte posluchicov je mozné
sefektne zobrazit interferenéné pole” tym, Ze tc¢astnikov poziadame pre-
miestnit sa do miest, v ktorych je maximum interferencie.

Demonstrdcia difrakcie vin

Difrakciou vIn rozumieme fakt, 7e ,stranové obmedzenie®* vin (napri-
klad pri prechode viny nejakym otvorom) vyvola to, ze ¢ast tej viny sa
odkloni od poévodného smeru. A nemusi to byt
iba mala ¢ast vlny. Pri prechode komplikovanej-
$imi otvormi moéZe dojst k celkom zaujimavym
zmenam. Napriklad ked rovinna vlna ,prejde*
cez tri malé kruhové otvory blizko seba, rozdeli
sa do smerov, ktoré vytvoria rozlozenie svetla
uvedené na priloZzenom obrézku

YTie otvory boli vytvorené tenkou ihlou v alobale. Doporudujeme ihlu pri tom
medzi prstami otacat a ,yitat“ striedavo z oboch stran.
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Dal$im prikladom difrakcie je prechod vlny (optickou) mriezkou, ¢ize
radom medzier medzi nepriehladnymi (alebo ¢iastoéne nepriehladnymi)
prekazkami ulozenymi v jednej rovine. Pre¢o sa vlna prechodom cez
mriezku ,rozlozi“ do réznych smerov, je sposobené tym, ze ta prekazka
zmeni rozloZenie vychylky prostredia (alebo rozloZenie intenzity elektric-
kého pola, ak sa jedna o elektromagnetické viny). A to zmenené rozlo-
Zenie urcuje dalsi priebeh vinenia.

Najnazornejsie to je vidiet na prechode viny ,mriezkou”. Myslime si
preto, Ze jednou rovinou (rovinou budticej mriezky) prechadzaju dve ro-
vinné vlny, ktoré sa Siria roznymi smermi. A v tejto rovine urobme , filter®,
ktorého priepustnost je maximalna (Gplna) v miestach, v ktorych tie ro-
vinné vlny maja rovnaki fazu (ich vychylky sa situjt), a v miestach,
kde maji opacné, je jeho priepustnost minimalna (nulova). Tak ako je
nakreslené na priloZenom obréazku.

Potom, ked nechame cez takyto ,filter” prejst rovinnu vlnu, ktoré pri-
chadza kolmo na ten filter (na ti mriezku), tak na druhej strane mriezky
bude taky vlnovy stav, aky tam bol pri interferencii tych dvoch Sikmych
rovinnych vin. A to uréuje, ze prechodom kolmej vlny cez mriezku, sa
musia vytvorit také vlny, ako boli tie dve vlny, podla ktorych sme tu
mriezku vytvorili.

Keby modulacia priepustnosti tej mriezky nebola stopercentna (keby
¢ast viny presla aj najéernej$imi miestami, alebo sa pohlcovala i v ma-

54 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

ximalnej priepustnosti), tak mimo tych sikmych (,difragovanych®) vin
mriezkou prejde aj ¢ast primarneho laca.
[ 3
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Takymto ,yytvorenim novych okrajovych podmienok® sa difrakcia re-
alizuje vzdy. Aj pri prechode cez jednotlivé . diery“ v tienitku. Len nie
vzdy sa to da tak jednoducho nakreslit a vysvetlit. Ale podstata je ta
ista.

Este dve pripomienky: Uhol odklonu difragovanych lacov zavisi od
pomeru vlnovej dizky tych vin a vzdialenosti tych ,prekazok” (od mriez-
kovej konstanty) ¢i velkosti otvorov, ktorymi vlna prechadza. Cim je
vlnova dizka vicsia a otvory mensie, tym viac sa tie lace odklonia od po-
vodného smeru. Vdaka tomu sa optické mriezky pouZivaji na analyzu
Jfarebného zloZenia svetelnych lacov. A druhé pripomienka, Ze k ohybu
(difrakcii) dochadza pri vietkych vlnach, nie len u optickych vin.

Demonstrdcie rekonstrukcie vin

Vsetky viny sa daju vytvorit zadanim pociatoénych podmienok. U me-
chanickych vin zadanim vychylky (deformécie) a rychlosti vietkych ele-
mentov prostredia v jednom ¢ase. U elektromagnetickych vin zadanim
rozloZenia intenzity elektrického a magnetického pola. Samozrejme staci
udat hodnoty v miestach, kde st odlisné od nuly — ale treba povedat i
to, Ze v ostatnych miestach st tie hodnoty nulové.

Napriklad: pridanim kvapky na klI'udnt hladinu kvapaliny by sme ,.de-
formovali“ hladinu a tym by sme vytvorili vilnu. PretoZe povrch kvapaliny
by nezostal zakriveny, vyrovnaval by sa a tym by vyvolaval pohyb su-
sednych miest prostredia. Ked je t4 vina vytvorena v jednom mieste,
tak to bude kruhova vina, pretoZe rychlost §irenia sa viny je vo v8etkych
smeroch rovnaka. Pri tom amplitada vytvorenej viny sa bude so vzdia-
lenostou od miesta vzniku zmenSovat, pretoZe energia sa musi rozdelit
na postupne sa zviacsujici obvod toho kruhu

5)Pozor! V niektorych materidloch, napriklad v kristaloch, rychlost Sirenia sa me-
chanickych vin zavisi od smeru, v ktorom sa vlny Siria.
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Rekonstrukcia vin zadanim pociatoénijch podmienok

Keby sme chceli ,rekonstruovat napriklad vinu vyvolani dopadom
kvapky, ale videli by sme iba kruhové vlny neskor, ako kvapka dopadla,
mohli by sme podla tvaru vlnoplochy v jednom okamZziku zistit, kedy
a kde bola ta vlna vytvorena. Sta¢i na to z primerane hrubého drétu
vymodelovat teliesko, ktorého tvar je tvarom a velkostou zhodny (alebo
aspon blizky) tej vlnoploche, ktora sme videli (a zaznamenali jej tvar
a velkost). Ked sa tym telieskom dotkneme kludnej hladiny, vytvori
sa vlna, ktora je opakovanim poévod-
nej vlny od okamziku zaznamu. A za-
roveil sa vytvori vlna, ktora sa $iri sme-
rom ,spat”, ktora je opakovanim po-
vodnej vlny pred okamzikom, v kto-
rom bol ,zaznam®“ vytvoreny. (Akoby
¢as plynul opaénym smerom.) T4 spét-
né vlna v jednom okamziku ,zobrazi*
povodni vinu v okamziku jej vzniku@

Takto mozeme vytvéarat rekonstrukciu nie len kruhovych vin. Ak na
hladinu nechdme dopadnut napriklad zapalku, vytvori sa vlna s tvarom
ovalu. TakZe pre rekonStrukciu takej viny treba pouZit teliesko s tva-
rom ovalu. I v tomto pripade sa vytvori
rekonstrukcia pévodnej viny ,,po okam-
ziku“ vytvorenia zoznamu a ,sSpatna
vlna®“, ktora je opakovanim poévodnej
vlny pred vytvorenim zaznamu. T4
spatna vina v jednom okamziku vytvori
vInovy obraz zapalky* (vytvori stav
blizky stavu v okamziku vzniku povod-
nej viny).

Ale ,obraz* vytvoreny takymto rekonstrukénym telieskom nebude cel-
kom verny. Je to sposobené tym, ze ,rekonstrukéné teliesko* sme neuro-
bili dobre: v kruhovej ¢asti to teliesko malo byt tensie ako v rovinnej
Casti, pretoze v kruhovej Casti sa zapalkou vytvorenéd vlna ,rozbieha’
a jej amplitida so vzdialenostou klesé, zatial ¢o v rovinnej asti nie.
Preto je amplituda ,vlnového obrazu zapalky“ na okrajoch vicsia (ako
by zapalka mala dve hlavicky).

L

6)Pri demonstrovani pre vi&si podet I'udi je vhodné pouzit akvarium so sklenenym
dnom a spodné osvetlenie. Osved¢ili sa ,spatné projektory*.
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Pozorované rozdiely a ich vysvetlenie dokumentuje, ze uvedeny po-
pis rekonstrukcie viln je v zhode s procesmi, ktoré sa v tom prostredi
odohréavaju.

Rekonstrukcia vin odrazom vin

Odraz vin na okraji prostredia sa uskuto¢iiuje tak isto ako odraz na
konci jednorozmerného prostredia: vychylka odrazenej viny je v kazdom
¢ase a v kazdom mieste taka ista ako vlny dopadajicej. Rozdiel je v tom,
7e vo viac rozmernom prostredi sa odrazy v roéznych miestach nemusia
konat sucasne a vychylka a faza viny v roznych miestach odrazovej plo-
chy je odlisné. Preto sa odrazena vlna $iri (spravidla) inym smerom ako
vlna dopadajica a tvar vlnopldch nie je jednoznac¢ne uréeny tvarom vl-
nopléch dopadajtcej viny — zavisi i od tvaru odrazovej plochy. Ale vzdy
plati, Ze faza odrazenej viny je v kazdom mieste odrazu zhodnéa s fazou
dopadajicej vlny. Jednoduchy priklad odrazu rovinnej vlny na rovinnom
okraji prostredia (alebo rovinnej prekazke) je na prilozenom obrazku.

K pochopeniu suvislosti meniacej sa fazy na odrazovej ploche a smeru
Sirenia sa odrazenej vlny moze pomodct demonstracia generacie viny vy-
tvorenej pohybujticim sa predmetom na povrchu kvapaliny.

/ b6 Q"M‘O\)
Yo
‘5((\6

Ta anal6gia spociva v tom, Ze miesto, do ktorého vlna pride na od-
razovi plochu, sa postva rovnako ako tycka, ktora vyvolava vinu na ob-
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razku. A zaroven to demonstruje, Zze uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu:
tie Sikmé vlny vytvorené pohybom tycky st na obe strany odklonené
rovnako.

Trochu zloZitejsi (ale zaujimavejsi) je odraz na krivej prekazke. Zau-
jimavejsi je tym, Ze odrazena vlna nemusi mat taky isty tvar ako vina
dopadajuica. Ten fakt umoziuje napriklad pytat sa, ¢i existuje taky tvar
odrazovej plochy, na ktorej by sa (napriklad) rovinna vlna zmenila na
kruhovt. Pri hl'adani toho tvaru, méze vyuzit to, ¢o sme videli pri odraze
rovinnej vlny na rovinnom rozhrani — ze faza dopadajtcej a odrazenej
vlny je v kazdom mieste odrazovej plochy rovnaka. Ze taka plocha, na
ktorej faza rovinnej a kruhovej viny existuje, je vidiet z priloZzeného ob-
razku. PreruSovanymi ¢iarami (kruznicami) st na tom obrazku zakres-
lené miesta, v ktorych kruhova vlna (v istom ¢ase) nadobtida maximélnu
hodnotu. A plnymi sivymi ¢iarami st zakreslené miesta, v ktorych (v tom
istom ¢ase) ta rovinna vlna nadobuda maximélnu hodnotu.

Takze tam, kde sa tie ¢iary (tie vlnoplochy kruhovej a rovinnej viny)
pretinajt, tam tie vlny maji rovnaka fazu (kmitaji naraz). Ze také
plocha, na ktorej faza rovinnej a kruhovej vlny existuje, je vidiet z prilo-
Zeného obrazku. PreruSovanymi ¢iarami (kruZznicami) s na tom obrazku
zakreslené miesta, v ktorych kruhové vlna (v istom ¢ase) nadobida maxi-
maéalnu hodnotu. A plnymi sivymi ¢iarami su zakreslené miesta, v ktorych
(v tom istom ¢ase) ta rovinna vlna nadobiida maximalnu hodnotu. Takze
tam, kde sa tie ¢iary (tie vinoplochy kruhovej a rovinnej vlny) pretinaja,
tam tie vlny maju rovnaku fazu (kmitaji naraz) a tymi miestami pre-
chadzaju tie plné &ierne Ciary, ktoré uréuju, aky tvar méa mat plocha,
na ktorej sa bude rovinna vlna odrazat tak, Ze z nej bude vlna kruhova

58 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

(v 3D gulova). V tomto pripade (vlny v 2D) tym tvarom je parabola.
(Vyplyva to z definicie paraboly a definicie kruZnice). V trojrozmernom
prostredi by to bol paraboloid. Z uvedeného obrazku je vidiet aj to, Ze
takych ploch je vela.

A teraz nechajme na teleso, ktorého povrch mé tvar paraboly, dopadat
rovinnd vlnu, ktoré sa $iri v smere osi tej paraboly. V takom pripade sa
odrazom tej rovinnej viny vytvori kruhova zbiehajiaca vina, ktorej stred
je v ohnisku tej paraboly.

Ta odrazena vlna bude kruhovou vlnou, pretoze t4 rovinna vlna tam
v kazdom mieste vytvorila rozlozenie vychylky, aké prislacha tej kruhovej
vlne (mali tam rovnaka fazu) a sa Siri sa na opa¢nu stranu (tak isto ako
vlna odrazena od rovinného rozhrania.)

Keby sme na tu parabolu nechali dopadat kruhova vinu so stredom
v ohnisku paraboly, tak by sa vytvorila rovinna vlna, ktord sa Siri v
smere osi tej paraboly.

A keby sme t1 rovinnt vinu nechali na parabolu dopadat z jej opa¢nej
strany, tak odrazené vlna bude opét kruhova vina, ale bude to rozbiehava
kruhova vlna.
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O tom, Ze rovinna vlna sa na parabolickom zrkadle odraza do ohniska
paraboly, je zndme uz viac ako tisicro¢ie (Archimedove Stity, astrono-
mické zrkadla). Ale takd premena tvaru viny odrazom na plochéach, na
ktorych majta dve vlny rovnaku fazu, moéze byt zaujimava, pretoZze taka
transformacia vin odrazom sa nedeje iba na parabolach a umoziiuje to
,vysvetlit® podstatu funkcie réznych vlnovych procesov. A nie len me-
chanickych vin. Dokonca i podstatu holografie.

Takéto obrazky ilustrujtce odraz vin na kuzeloseckach mozu ilustro-
vat (pre niekoho prekvapivy) sivis matematiky a fyziky: Tak, ako sme
videli, Ze na paraboloide sa rovinna vlna transformuje na gulovu (a na-
opak gulové na rovinni), tak na elipsoide sa gulova vlna vychadzajica
z jedného ohniska transformuje na zbichavu gulova vinu so stredom v
druhom ohnisku elipsy a na hyperbole sa gulova vlna vchadzajtca z jed-
ného ohniska hyperboly transformuje na rozbiehavi vlnu so stredom v
druhom ohnisku hyperboly.

o,

7Z faktu Ze hyperboly st tym menej zakrivené ¢im je mensi rozdiel ich
vzdialenosti od ohnisk vyplyva prekvapivy dosledok: ked je ten rozdiel
nulovy hyperbola je uplne rovna — je ,degenerovand* — stane sa priam-
kou kolmou k ose hyperboly ktora je rovnako vzdialena od jej ohnisk. A
takato ,hyperbola“ je identicka s oby¢ajnym rovinnym zrkadlom. Rozbie-
hava kruhova (v 3D gulovi) vlnu transformuje na rozbiehavt kruhova
vlnu so stredom rovnako vzdialenym od zrkadla ale na druhej strane
zrkadla. Je to pekné. Vsak?

Ked v popise transformécie rovinnej vlny na kruhova (ktory sme
uviedli v predchadzajucich odstavcoch) ozna¢ime ta kruhovi vinu ako
,objektova vlnu“ a rovinna vinu by sme oznacili ako ,referen¢ni vlnu®,
tak popis toho ako sa tie viny premenili je v zhode s definiciou holografie:
Hologram je zédznam interferenéného pola objektovej viny a referenénej
vilny ktora je koherentna s objektovou vlnou. Pri odraze alebo prechode
rekonstrukénej viny (ktora musi byt zhodna s pouZitou referen¢nou vl-
nou) cez hologram sa vytvori rekonstrukcia objektovej viny.
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Holografickd rekonstrukcia

Opticky hologram sa samozrejme nevytvara z drotikov alebo para-
bol pretoze vlnové dlzky svetla nie st centimetre, alebo milimetre ale
zlomky mikrometra. Ale aj tak sa da ten zédznam vytvorit, napriklad vo
fotografickej emulzii. Osvetlenim takej emulzie sa v nej vytvaraju drobné
(zlomok mikrometra vel'ké) zrniecka striebra. Kedze ich mnozstvo zavisi
od intenzity osvetlenia v danom mieste, tak sa v maximéch interferencie
objektovej a referen¢nej viny tych zrniecok vytvori viac.
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Keby objektova vina bola gulovou vinou a referen¢éné rovinnou vinou,
tak by sa tych zfn vytvorilo najviac na parabole. Ale objektova vina je
sa¢tom miliardy gulovych vin vytvorenych z osvetlovacej viny odrazom
do réznych smerov a s roznymi fazami (pretoZe sa vytvaraju v roznych
vzdialenostiach od zdroja), takZe objektova vlna je skoro vzdy velmi
nepravidelna ,hrbolat4d* vina.

Ale Specidlny film s dostato¢ne malymi zrnami striebra dokéze za-
znamenat, kde boli maximé osvetlenia (kde objektova a referenéné vlna
mali rovnaku fazu). To je ,spolo¢ny zaklad“ holografie a rekonstrukcie
vin odrazom.

Rozdiel medzi rekonstrukciou vin odrazom na vhodnych plochéach a
holografie je i v tom, Ze holografickd rekonstrukcia sa nemusi vytvarat
odrazom. Moze sa vytvarat i difrakciou, ,Ciasto¢nym prechodom® cez
hologram, pretoze hologram nie je kompaktné teleso a tak rekonstrukéna
vlna moze prejst cez ,medzery” medzi zrnami striebra

Takym prechodom sa ta vlna samozrejme meni. Ale Tahko sa da pred-
stavit, Ze vlna ktord sa vytvori odrazom na zhlukoch striebra je taka
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ista ako vlna ktora by presla ,dierami“ ktoré by boli prave tam kde sa
v zdzname maximé. A eSte lahSie sa to da predstavit keby t& vina pre-
chadzala ,negativom* poévodného zaznamu.
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A tak, ked cez hologram nechame prechadzat rekonstruként vinu
zhodni s referenénou vlnou, vytvori sa rekonstrukcia objektovej vlny,
ktora v naSich oc¢iach sprostredkuje ,priestorovy vnem" zaznamenaného
objektu (pretoZe je identickd s povodnou objektovou vlnou prostred-
nictvom ktorej objekty vidime). To, Ze tie vlny st identické sa prejavi
napriklad i tym, Ze rekonStruovani vina umoziuje vidiet ako d’aleko je
ten objekt od hologramu

Zivyj hologram

Keby sme holograficky zaznam objektovej viny tej figirky osvetlili
rekonstrukénou vlnou z druhej stany, tak by sa vytvorila rekonstrukcia
objektovej viny ktora by sa Sirila opaénym smerom, smerom k miestu
v ktorom objekt v priebehu zoznamu bol. TakZe v mieste kde bol ten
objekt by sa na tienidle vytvoril obraz zaznamenaného objektu. Ked to
tienidlo bude ,presne‘ v mieste v ktorom bol objekt, vytvoreny obraz
bude ,zaostreny“.

7)Na uvedenych obrazkoch je ,objektom“ mala figiirka a je nakreslen4 pri pohlade
,zhora“ takze je nakreslena iba hlava a ¢ast ramien. Preco, to vyplynie z d'alsieho
textu.
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Pri tom staéi osvetlit mala ¢ast hologramu (napriklad laserovym uka-
zovatkom) a vytvori sa obraz ,celého objektu“. A nezavisi to od toho,
ktoru ¢ast hologramu by sme osvetlili

Na tienitku vidime
postavicku
z rdznych smerov

Obrazy vytvorené z roznych miest hologramu vsSak nebuda celkom
rovnaké — budu to obrazy toho, ¢o by sme videli, keby sme sa na objekt
divali z roznych miest (z tych miest ktoré sme pri rekonstrukeii osvetlili).

Takze: ked pri vytvarani rekonstrukcie objektovej vlny budeme pre-
miestiiovat miesto v ktorom hologram osvetlujeme, na rekonstrukcii sa
to prejavi ako by sa objekt trochu pootacal — akoby sme hologram ,,07i-
vili“.

Demonstraciou ,,0ziveného hologramu® koncia tieto namety na spestre-
nie vyuky fyziky a snad neprekrocil hranicu medzi vela a prilis. A tym,
ktori pripadne niektoré z predlozenych nametov pouziji sa ospravedliu-
jem za prili§ podrobny vyklad — ten vyklad bol uréeny studentom, ktorf
by pripadne ¢lanok ¢itali bez moZnosti tie demonstracie vidiet.

Z podobného dovodu v prispevku nie je (takmer) Ziadne matematické
spracovanie. Nie je tam preto, Ze wcelom demonstrdcii je zaujal a vy-
tvorit predstavu o podstate demonStrovanych javov. A predstava musi
predchadzat matematickému popisu. Matematicky popis toho o ¢om ne-
méame predstavu je zbytoény.

8)Keby vlnova dlzka svetla (farba) pouZitého na rekonstrukciu bola odligna od
svetla pouzitého pro tvorbe hologramu, prejavilo by sa to ,zvacSenim* (pripadne
umensenim) obrazu objektu.
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BYL POD PRISAHOU

Viznamny americky fyzik Henry Rowland (1848-1901), Zdk Rontge-
niv, je zndm svymi pracemi v oblasti elektrodynamiky, nauky o teple,
optiky a spektroskopie. Zdokonalil difracni mvizky a techniku jejich vy-
roby, sestavil atlas slunecniho spektra.
rotugici nabité téleso vytvdii magnetické pole tychz vlastnosti jako elek-
tricky proud protékajici vodivou smyckou.

O Rowlandovi se vyprdvi, Ze byl jednou predvoldn jako expert svédcit
pri néjakém soudnim procesu. Stdtni zdstupce mu pri této prileZitosti po-
loZil otazku: ,Kdo je dnes nejuijznamnéjsim americkym fyzikem?“ nacez
Rowland bez uzardeni odpovédel: ,To jsem jd.“

Kdyz se pozdéji sesel s jednim ze svijch prdtel, ten mu dal jemné na-
jevo, Ze takovd odpovéd mesvédci zrovna o piilisné skromnosti. Rowland
to zkrouSené uznal, ale namitl: ,Co jsem mohl délat, vZdyt jsem vypovidal
pod prisahou!*

ZPEVAK

Walter Nernst (1864—1941), lauredt Nobelovy ceny a jeden ze zakla-
datelii fyzikdlni chemie, je zndm mnoha objevy v termodynamice a fyzice
pevnych ldtek.

Jednou byl poZddan, aby predvedl pruskému cisaiskému dvoru pouZiti
radiovin. Umistil tedy radiovy pTigimac v cisarském zdmku a sdm vysi-
lal z fyzikdlniho ustavu gramofonovy zdznam koncertu slavného italského
zpévdka Enrica Carusa.

Po produkci byl pozvdan do zdmku a cisatovna mu gratulovala: ,VdzZeny
pane profesore, neméli jsme tuSent, Ze jste tak znamenity zpévdk!“

Ivan Stoll: Hratky matematiki a fyzika
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