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MATEMATIKA

Diikaz vétsi nez nekonecno, ktery konéi u nuly

Jakub Kuchatik, Gymndzium Karla Capka, Dobiis

Abstrakt. Tento ¢lanek se zabyva takzvanymi Goodsteinovymi posloup-
nostmi. Muze se zdat, ze tyto posloupnosti rostou do nekone¢na, ale je do-
kazatelné, ze vSechny skoné¢i v nule. UZ to samo o sobé by byl velmi zaji-

nevyhnutelné obraci k ordinalnim ¢éislim. Pfiblizné polovina tohoto textu je
vénovana ne zcela formalnimu sezndmeni s ordinélnimi ¢isly. Jedna se o na-
roéné téma, které je podstatnou soucasti tzv. teorie mnozin. étenéﬁ’lm, ktefi
se s nimi nikdy nesetkali, radime nezoufat, pokud bude text tézko stravitelny;
snad poslouzi alesponi pro pfibliZznou predstavu.

Goodsteinovy posloupnosti

Na zacatku se podivame na to, o ¢em se vlastné budeme bavit. Jako
Goodsteinovy posloupnosti (¢teme: [gudstajnovy|) oznac¢ujeme rizné po-
sloupnosti generované pomérné slozitym rekurzivnim zptusobem. Jednot-
livé ¢leny posloupnosti nazvéme g1, go, g3, ... Jako g muzeme zvolit li-
bovolné pfirozené &islo. Pro nazornost uvazujme g; = 290. Abychom
vygenerovali go, pfepiSme nage ¢islo do dvojkové soustavy nasledujicim
zpusobem:

g1 =290 = 28 + 25 4 21,
Potom piepiSme viechny vzniklé exponenty stejnym zptisobem, tedy tak,
aby byly vyjadieny ve dvojkové soustavé. Déale postupujme obdobné:
objevi-li se v exponentu ¢islo vétsi nez 2, pak i tento exponent rozepiseme

ve dvojkové soustavé. To opakujme, dokud se vysledny vyraz nebude
skladat pouze z ¢islic 1 ¢i 2.

g1 =290 = 227" 4 92"+ | o1,

Nyni vezméme v8echny vyskyty ¢isla 2 v tomto zapisu, prepiSme je na 3
a od vysledku ode¢téme 1. Tim ziskdme druhy ¢len nasi posloupnosti:

g2 = 333+1 + 333+1 + 31 o 1 - 4743 . 1038.
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Abychom ziskali g3, vezmeme ¢o, pfepiSeme do trojkové soustavy, na-
hradime vSechny 3 za 4 a od vysledku odeéteme 1.

g2 =35 + 38 4 2= 36" L 36+ 4 o
g3 = 4(44+1) + 4(44+1) 4 2 _ 1 - 3’23 . 10616'

Dalsi ¢leny g; generujeme analogicky. Vzdy prepiSeme nase puvodni g; 1
v soustavé o zakladu i (v@etné vSech exponentil, exponenti exponenti
atd.) a nasledné vSechny instance &isla ¢ nahradime za i + 1 a od tohoto
vysledku odecteme 1.

Je patrné, Ze tato posloupnost nabyva velmi vysokych hodnot opravdu
rychle, ale muze se stat, ze by klesala? Snadno si uvédomime, Ze napii-
klad g4 < g3 pravé tehdy, kdyz zapis gs ve ¢tyfkové soustavé nebude
obsahovat zadnou ¢tytku. Lze si rozmyslet, Ze toto nutné implikuje, Ze
gs < 4. Obecné plati, Ze gn+1 < gn pravé tehdy, kdyz g, < n + 1. Muze
toto viubec nékdy nastat?

Vidime pfece, ze posloupnost na zac¢atku roste extrémné rychle. Zda
se tedy nepravdépodobné, Ze rist ¢asem zpomali natolik, aby platilo
gn < n + 1. Pan Reuben Goodstein oviem dokazal, ze pro libovolnou
volbu g1 € N toto vzdy nastane. Kazda Goodsteinova posloupnost tedy
po koneéné mnoha krocich skonéi v nule — a to v8e diky nepatrnému
¢lenu —1. [3]

Do nekoneéna a jesté dal!

Abychom mohli pochopit Goodsteintv dikaz, musime se nejprve se-
znamit s neintuitivnim konceptem ordinalnich ¢isel. Ordinalni ¢isla jsou
roz§ifenim pfirozenych, podobné jako komplexni &isla jsou rozsiFenim
redlnych nebo racionalni jsou rozsifenim celych. Motivace zavedeni or-
dinélnich ¢&isel (ordinaldl) je srovnatelna s motivaci pro zavadéni kom-
plexnich &isel: kdyZ matematiky trapilo, ze polynom a? + 1 nem4 zadny
realny kofen, tak si pfedstavili novy objekt — imaginarni jednotku, ktera
by tuto ,diru“ vyplnila. Z tohoto jednoho predpokladu (existence imagi-
narni jednotky) lze nasledné odvodit v8e o novém systému komplexnich
¢isel, z ¢ehoz plyne mnoho novych metod pro feSeni zdanlivé nesourodych
problémi (které ¢asto mohou puisobit jako feSitelné ¢isté v N ¢i R).

Jakou ,diru” tedy vyplhuji ordinalni ¢isla? w, nejmensi z nekone¢nych
ordinald, slouzi jako objekt splfiujici nerovnost w > n pro vSechna pfi-
rozend ¢isla n. Odtud plyne i definice tohoto objektu.
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Definice 1. w je nejmensi objekt (ordinal), pro ktery plati nerovnost
w > n pro libovolné n € N.

Tato definice muaZe piusobit tak, Ze w je jedinym ordinalem. To v8ak
nemiize byt dal od pravdy — je to pouze jeden ¢len ,,mnoiiny“ vSech
ordinalnich ¢&isel, jejiz ,,podmnozinou” jsou mimochodem i vSechna ¢isla
prirozena.

»Mnozina®“ ordinalnich &isel spliuje dvé kli¢ové vlastnosti:

1) Pro kazdy ordinal av existuje naslednik, ktery se znac¢i a+1 a spliiuje

a+ 1> «a. (Pficemz zadny mensi ordinal 8 nespliuje 8 > «.)

2) Pro kazdou mnozinu ordinala existuje ordinal vétsi neZz vSechny

ordinély z této mnoziny.

Z vlastnosti 2) pifmo plyne, Ze né&jaké ¢islo jako w musi existovat.
Pokud budeme totiz chtit ordinal vétsi nez vSechna pfirozena ¢isla, pak
sdhneme pravé po w (z definice je to nejmensi takovy ordinal). Budeme-li
chtit ordinal, ktery je vétsi nez v8echna pfirozena ¢isla a w, tak mizeme
pouzit w + 1 apod.

Dale je diilezité podotknout, ze ac¢koliv kazdy ordinal musi mit néasled-
nika, ne kazdy ordinal musi mit pFedchiidce (viz napf. w). Témto ordi-
nalum fikame limitni ordindly, protoze piedstavuji jakysi limitni skok do
,novych vysin“ ordinalé (nap¥. w je skok z p¥irozenych ¢isel do ordinalt
tvaru w + n). Ostatni ordinaly pFirozené nazyvame ndslednické, nebot
jsou piimym naslednikem jiného ordinélu.

Na rozdil od realnych ¢ komplexnich ¢isel ordinalni ¢isla neuzivame
pro jejich pocetni vlastnosti, ale k zachyceni struktury usporadéani a zo-
becnéni principu matematické indukce tak, aby fungoval i pro jiné dobie
usporddané mnoziny nez prirozena ¢isla. Této zobecnéné matematické
indukci fikdme transfinitni indukce a bude to hlavni néastroj, kterym do-
kadzeme, ze Goodsteinovy posloupnosti nakonec musi klesat

Jeden ze zpiisob, jak si predstavovat ordinaly a pfedevsim w, je po-
moci pofadi (odkud také vychézi slovo ordindlnt). Uvazujme mnoZinu
objektt, pfitemz kazdému z téchto objektti miuZzeme pfiradit néjaké (piri-

1) P¥isné vzato je ordinali tolik, Ze se do Zadné mnoziny nevejdou. Spravné oznaceni
této struktury tedy neni mnozina, ale t¥ida (coZ je zobecnéni mnoziny). Detaily toho,
z jakych davodi toto plati, jsou nad ramec tohoto ¢lanku. Pro tucely zjednoduseni
budeme, ne zcela presng, tvrdit, Ze ordinaly dohromady tvofi ,mnozinu“ (v textu
bude odliSena uvozovkami).

2) Transfinitni indukei mizeme kromé& Goodsteinovy véty nap¥iklad ukazat, ze exis-
tuje podmnozina kartézské roviny R?, ktera protina kazdou piimku této roviny pravé
ve dvou bodech.
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rozené) pofadové &sld®)| Pro lepsi znazornéni si miiZzeme namisto abs-
traktnich objekti pfedstavovat ¢ary. Napiiklad N si pfedstavime jako
levou polovinu obr. 1, nebot ke kazdé ¢afe miiZzeme jednoznacné priradit
jedno prirozené &islo.

Dulezitou strukturou, kterou chceme v nasi mnoziné mit, je tzv. dobré
uspotrdddni. Dobré uspofadéni je specidlni druh usporddani mnoziny,
ktery vyzaduje, aby dle tohoto usporadani méla kazda nepréazdna pod-
mnozina dané mnoziny nejmené prvek.

Je tfeba si uvédomit, ze ne kazdé usporadani je dobré. Budeme-li uva-
zovat napt. standardni usporadani celych éisel: ..., —2,—1,0,1,2,...,
pak vidime, Ze jist& neni dobré (napfiklad mnozina v8ech zapornych ce-
lych ¢isel nema nejmensi prvek). Cela ¢isla 1ze oviem dobie usporadat
napiiklad podle absolutni hodnoty, kdy budeme stiidat znaménka, na-
sledujicim zptsobem: 0,1,—1,2, —2,... V tomto uspofddani ma kazda
podmnozina celych ¢isel sviij nejmensi prvek a usporadéani je tedy dobré.

‘ “|||II>
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w
w+5
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3 w+3
2 w+2
1 w+1

0 w

Obr. 1: Schéma predstavujici pfirozena ¢isla a ordinaly tvaru w+k, pro k € N,
jako mnozinu Car

Co se stane, pokud pfidame v naSem schématu jednu dalsi ¢aru za
vSechny ostatni? Celkovy pocet Car se nezmén z ¢ehoz bychom mohli

usuzovat, ze ani jejich oéislovani se nezméni. Jaké ¢islo vSak prifadime

posledni ¢are tak, abychom zachovali jejich usporadani? Rozhodné ji ne-

3)Vsude v &lanku povazujeme 0 za pirozené &islo.

4 Slovem nejmensi zde neni mysleno klasické porovnavani Cisel, ale porovnavéani
v ramci tohoto usporadéani.

5>Véechny ¢ary muzeme piejmenovat z n na n+ 1 a nasi nové ¢are prifadit pozici 0,
tudiz se bavime porad o stejné velikosti nekone¢na, jako jsou pfirozena ¢isla. O dvou
mnozinach A, B fikdme, Ze jsou stejné velké (maji stejnou kardinalitu) pravé tehdy,
kdyZ existuje bijekce (vzajemné jednoznalné zobrazeni) A na B.
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muzeme dat zadné prirozené ¢islo — vSechna jsou jiz zabrana. Musime ji
tedy pfifadit néjaky index, jehoz hodnota je vétsi nez libovolné pfirozené
¢islo. Inu, nezbyva ndm nic jiného neZ ji o¢islovat w, nebot podle pred-
chozi definice je pravé w nejmensi vyhovujici ¢islo. NaSe ¢ara potom bude
leZet na w-té pozici, jak je ukdzéano na obr. 1.

Jak bychom vyfesili pfidani dalsi ¢ary? Vypadé to, Ze nadm opét do-
§la ¢isla, ale my ji jednoduSe miiZzeme pojmenovat w + (jak plyne ze
znadeni v definici). Analogicky miZzeme k w p¥i¢ist libovolné piirozené
¢islo, ¢imz dostavame dalsi a dalsi nasledniky. Nyni jsme jakymsi zpt-
sobem zavedli pri¢itani k ordinalim, pojdme se tedy podivat, jak je to
s nasobenim a mocnénim.

Néasobeni pfirozenym ¢islem je relativné snadné. Cheeme-li w - 2, pak
ho Ize najit jako limitni ordinal mnoziny vSech prirozenych ¢&isel a vSech
¢isel tvaru w + n pro n € N. Graficky si to pfedstavime pfidanim dalsi
¢ary za obr. 1. Tento postup lze trivialné zobecnit na w - n pro n € N.

Paklize chceme v naSem schématu umocnovat, pak formalné hledame
limitni ordinél vSech ordinéla tvaru w-m+n pro m,n € N. Z grafického
hlediska musime uzit rekurzi. Vezméme si naSe ptivodni schéma, kde jsou
jen prirozena &isla, a kazdou ¢aru v ném nahradme kopii celého tohoto
schématu. Tim vycerpame vSechny mozné nésobky w -n pro n € N
(a potazmo i jejich néasledniky). Pokud tedy pfiddme jednu dalsi ¢aru,
musime nahradit ptivodni n za w, a tim ziskAme w - w neboli w?, jak je
zobrazeno na obr. 2.

» “Mm |-

w w2
0 w2

Obr. 2: Schéma piedstavujici nékolik skupin ordinalt v zavislosti na jejich
limitnim ordinalu (w, w -2, w-n, w?, ...) jako mnoZiny ar

6)Se s¢itanim (ani nasobenim) to bohuzel ve skutenosti neni tak jednoduché, nebot
s¢itani ordinald neni komutativni. Vyrazy w+1 a 1+ w jsou tedy odlisné. U od¢&itani
(a déleni) pak nastavaji jesté dalsi problémy, a proto je zde viibec nedefinujeme.
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Je asi predstavitelné, ze obdobnym zptisobem je mozné definovat i
w3, wt atd. Dale miizeme definovat w* jako nejmensi ordinal vétsi nex
vS8echna w™ pro pfirozena n. To zdaleka neni v8echno, ale pro hrubou
predstavu o tom, jak se definuje nésobeni a umocniovani ordinala, to
sta¢i. Podstatné bude pfedeviim to, ze vyrazy jako w'® 4+ w” -6 + w - 69,
w*, w2 aed. jsou v ordinalnich &islech dobfe definované.

Zpét na zem
Se znalosti ordinali se muzeme vratit zpét ke Goodsteinovym po-
sloupnostem. Nejprve si zavedme notaci pro jednodussi vysvétlovani.

Definice 2. Necht G§(n) je funkce, ktera prepiSe n € N do b-soustavy
tak, aby kazdé ¢islo v jejim zépisu bylo vyjadfeno v této soustavé. Na-
sledné v8echny vyskyty zakladu b prepise na a.

S touto funkci muzeme formélné definovat Goodsteinovu posloupnost.

Definice 3. Goodsteinova posloupnost je posloupnost ¢lent (gk)zozl ta-
kova, ze g1 € N a viechna vysii g; := G (gi—1) — 1.

Intuici, pro¢ mize tak nepatrny ¢len, jakym je —1, néco udélat s gi-
ganty, jako jsou ¢leny Goodsteinovy posloupnosti, ziskdme pohlédnutim
na nékolik ¢lent této posloupnosti zapsanych pomoci obecné soustavy
o zakladu a. Vyberme napiiklad g; = 5 a vypiSme nékolik ¢lenit do né-
sledujici tabulky:

g; hodnota zéapis v odpovidajici soustavé abstraktni zapis v ﬂ ‘

g1 5 22+1 aa_|_]_

92 27 33 a®+0

g3 255 3-4343-424+3-4+3 a®-3+a%?-3+a-3+3
g4 467 3-53+3.52+3-5+2 a®-34a>-34+a-3+2
96 1197 3-7+3-72+3.7 a®-3+a?>-34+a-34+0
g7 1751 3-8 4+3-8242-847 a®-3+a®>-3+a-2+7
gia 10830 3-15°+3-152+2-15 a®-34+a3+a-2+0
g1s 13087 3-163+3-162+164 15 a®-34+d®>-3+a+15

T)Koeficienty ve vyrazech piSeme a za mocniny a kvili nekomutativits ordinald,
kterymi za chvili vyrazy s obecnym a nahradime.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Ackoliv hodnota g; roste s rostoucim i, ,struktura“ tohoto ¢isla z po-
hledu Goodsteinovych posloupnosti klesa. Zde je mnohem patrné&jsi, ja-
kou roli vlastné nage —1 sehrava: meéni ,strukturu®“ celého tohoto ¢isla, i
kdyZ neuvéfitelnd pomalu [2].

Diky ordindlnim ¢&islim mutZzeme tuto myslenku ,struktury” vcelku
jednoduse vyjadfit. V definici nasi funkce Gj(n) nas nic nenuti, aby
a,b € N. Predstavme si, Ze zvolime a = w. Tim pfepiSeme nase ¢&isla
do jakeési ,,w-soustavy*, kterd plni stejnou roli jako abstraktni zapis v a
soustavé, jenz je v tabulce. Vime totiz, ze w > b, a proto musi platit
G¢(n) > Gyt (n), ¢imz se zbavime potieby sledovat skute¢nou velikost
¢isla. Namisto toho budeme sledovat jeho ,strukturovou velikost*.

Do karet ndm vSak hraje i to, Ze pfi pohlédnuti na ,strukturovou
velikost* tohoto ¢isla spatiime, Ze ostie klesa. Toto klesani ,strukturové
velikosti“ probiha i pfes to, ze Goodsteinova posloupnost jako takova
roste. Tvrdime tedy, ze:

G5(91) > G5(92) > -+ > Gy 41(9n)-

Nez se vrhneme na dtkaz tvrzeni monoténniho klesani této posloup-
nosti, rozmysleme si nésledujici vztah pro a < b < ¢:

Gi(z) = Gj(Ga(@)), (1)

ktery zfejmé plati, nebot nahradime-li v zapisu ¢isla x cifry a za b a na-
sledné b za ¢, dostaneme stejny vysledny vyraz, jako kdybychom nahra-
dili rovnou cifry a za c.

Vratime-li se zpét k monoténnimu klesani, pak chceme ukazat, ze plati
nerovnost G4, 1 (gn) > G%,5(gn+1) pro libovolné n € N. Z definice vime,
7€ gnt1 = GZﬁ (gn) — 1, coz miuZeme dosadit do dokazované nerovnosti,
a tim dostavime: G¥_(gn) > G¥, (G131 (gy) — 1). Déle z rovnosti
muzeme za GY%_,(gn) dosadit vyraz Gn+2(Gn+1(gn) Nakonec tedy
ziskdme nasledujici tvar dokazované nerovnosti:

wi2(Ghii(gn)) > G3 4o (G (9n) — 1), (2)

Pro zjednoduseni zapisu zavedme substituci N := GZI% (gn). N vni-
mejme jako libovolné prirozené ¢islo. Kdyz usedne prach po nasem do-
sazovani, vznikne z nerovnosti

Gia(N) > Gyl o(N = 1).

8)V tomto pFipadé jsme v (1) volilia=n+1,b=n+2, c = w.
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Tato nerovnost jiz platit musi, nebot vétsi ¢islo ma nutné vétsi ,struk-
turovou velikost”, maji-li stejny zaklad. Alternativné bychom tato ¢isla
mohli porovnévat, jako by byla v soustavé o zakladu w, tj. miZeme po-
rovnavat cifry obou ¢isel v w soustavé zleva doprava tak, jak jsme zvykli
u soustav s kone¢nym zakladem.

Pad od c0c k 0

Timto jsme ukazali, ze G%(g1) > --- > G%,(gn). Jak nam oviem ma
pri zkoumani Goodsteinovych posloupnosti pomoci fakt, Ze méame ostie
klesajici posloupnost ¢isel, ktera se pocetné chovaji jako nekone¢no? My
chceme ukazat, ze naSe posloupnost se po kone¢né mnoha krocich dostane

k nule, ne Ze ztstane v nekonec¢nu.

G5 (g1) > G%(g92) > G¥(g3) > ...
7 1?7 17

00 > o0 > o0 > ..

Zde prichazi ma oblibena ¢ast dikazu: ukazeme, Ze vSechny ostie kle-
sajici posloupnosti ordinalnich ¢isel jednou musi klesnout k 0.

Véta 1. Kazdd ostie klesajici posloupnost ordindli je konecnd.

Diikaz. Tento dikaz povedeme takzvanou transfinitni indukei. Obdobné
jako u bé&zné indukce ukiZeme, Ze nasSe tvrzeni plati pro néjaky prvek
(zékladni krok). Dale ukazeme, Ze pokud tvrzeni plati pro vSechna 8 < a,
pak plati i pro «, coz lze rekurzivné aplikovat na libovolny ordinal
Tvrzeni, které se snazime dokézat, je, ze ostfe klesajici posloupnost
a1 > ag > ag > ... je pro libovolny pocateéni ordinal oy koneén
Jako zékladni krok zvolme a7 = 0, pro ktery naSe tvrzeni trivi-
alné plati. Dale uvazujme ordinal o a predpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro v8echny ordinaly mens$i nez «y. Vezméme libovolnou ostie klesajici
posloupnost a; > as > as > ---. Diky indukénimu predpokladu je
ag > a3 > -+ konefné (protoZe ap je mensi nez «q). Pak je ale konetna

9V klasické transfinitni indukei ¢asto vyrok dokazujeme zvlast pro naslednické a
zvlast pro limitni ordinaly, ale v tomto pfipadé nam staci predpoklad, Ze tvrzeni plati
pro v8echny mensi ordinaly, coz pokryje oba pripady.

10)Timto dokdzeme, ze Goodsteinovy posloupnosti jednou klesnou k nule, nebot je-
jich ,strukturova“ podoba bude stale klesat alesponi o 1.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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i pavodni posloupnost, kterd vznikne pfidanim jediného ¢lenu (jmeno-
vité aq ). Z toho jiz plyne, Ze viechny ostie klesajici posloupnosti ordinala
jsou kone¢né. O

Konecéné se mtizeme vratit iplné na zacatek, kdy jsme tvrdili, Ze mame
jakousi ,strukturu® ¢isla v Goodsteinové posloupnosti, a tu jsme schopni
vyjadiit pomoci soustavy o zakladu w. Také jsme tvrdili, ze vyjadiime-li
tento tvar pomoci oné soustavy, musi byt mensi nez nase piivodni ¢&islo,
coz, jak jsme ukazali, nelze opakovat nekonecné. Zjistili jsme tedy, Ze
po kone¢né& mnoha krocich se nas tvar méni na 0, coz ovSem znamen4,
7e jsme potvrdili i nasi puvodni hypotézu. Muzeme tedy jiz s jistotou
vyslovit tzv. Goodsteinovu vétu, pro kterou méame nyni dikaz.

Véta 2 (Goodsteinova). Kazdd Goodsteinova posloupnost se po koneéné
mnoha krocich dostdvd do 0.

Poslednich par detaili

Je patrné, ze nas diukaz uzivad docela nestandardniho postupu, coz
prislo zvlastni i jinym lidem. V roce 1982 se matematikim Kirbymu a
Parisovi povedlo dokazat, ze tato véta muze byt celd popsana systémem
peanovské aritmetiky, ale nikdy v ném nemiize byt dokazana'D| Je tedy
zvlastni, Ze tuto vétu, kterd jisté v tomto systému plati, nelze pomoci
né&j nijak dokazat [T}, 4].

O tom, Ze véta v peanovské aritmetice plati, se miZeme paradoxné
presvéddit tim, Ze ji v ni ¢astecné dokazeme. My totiz dle Goodsteinovy
véty vime, Ze kazda z téchto posloupnosti musi byt kone¢na. To znamena,
ze bychom mohli vy¢islit posloupnost pro libovolnou volbu pocate¢niho
¢lenu g; a po konedném (neuvéfitelné gigantickém) poc¢tu krokd bychom
se dostali ke kyZzené nule. Tento fakt jisté musi platit pro libovolné pii-
rozené C¢islo — kone¢nost libovolné posloupnosti v peanovské aritmetice
tedy dokézat 1ze. Co ov8em v peanovské aritmetice dokazat nelze, je, ze
tento vyrok plati pro vSechna pfirozené ¢isla zaroven.

Vidime tedy, ze i zdanlivé ,neuzite¢né” dlohy a ,zvlastni“ matematické
objekty mohou mit ve vysledku velmi hluboké implikace.

Plyne tedy z tohoto ¢lanku néjaké ponauceni? Mozna ano — pii jeho
psani jsem si ¢leny této posloupnosti pfedstavoval trochu jako slavného
Sisyfa, hrdinu z feckych baji. Ten byl odsouzen bohy, aby do nekone¢na

11) Peanovska aritmetika je v podstaté zéklad pro praci a definovani vech &selnych
struktur tak, jak je zname. Pat¥i do ni definice ¢isel a operaci mezi nimi.

Roénik 101 (2026), &islo 3 9



MATEMATIKA

valil obrovsky kamen do kopce, ale tésné predtim, nez se na néj dostal,
se mu kadmen svalil dol. éleny Goodsteinovy posloupnosti jsou docela
podobné: také uz uz to vypada, ze porostou nekonecné, a nakonec je
porazi titérna —1.

7 toho miize plynout ponauceni zna¢né: i ty nejmensi zmény mohou
mit na vysledek ten nejvétsi efekt. Anebo taky ne, ale dovolil jsem si
svou sisyfovskou idealizaci vyobrazit na ilustraci nize.

Obr. 3: Goodsteintuv Sisyfos

Podékovani
Velmi dékuji za podrobné komentate recenzentovi. Diky nim ¢lanek
ziskal na matematické presnosti, aniz by ztratil na ¢tivosti.

Literatura
[1] The Mindblowing Goodstein Sequences. Online. Rising Entropy. https://
risingentropy.com/the-mindblowing-goodstein-sequences/, 2020.

[2] Solving a finite number problem using infinities [@Sheafification of G]. On-
line. https://www.youtube.com/watch?v=fDtOUb9E2GI, 2024.

[3] Goodstein, R. L.: On the restricted ordinal theorem. The Journal of Sym-
bolic Logic, ro¢. 9 (1944), ¢. 2, s. 33-41.

[4] Kirby, L., Paris, J.: Accessible independence results for Peano arithmetic.
Bulletin of the London Mathematical Society, ro¢. 14 (1982), ¢. 4, s. 285
293.
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Korespondenéni seminai M&M

Pavla Simovd a Jakub Suchdnek za MEM

Mila ¢tenarko, mily ¢tenari, radi bychom ti predstavili ¢asopis M&M!
Je ureny pro stfedoskolaky a podili se na ném (nejen) studenti MFF UK.
Pravidelné se v ném doé¢tes o ruznych zajimavych oblastech matematiky,
fyziky a informatiky. Zaroven k danym tématktm najdes vzdy i tlohy
na procviceni a problémy nabéddajici k dalsimu samostatnému zkoumani.

V prvnim &isle letosntho roéniku najdes tfeba téméatka o programova-
cim jazyce Python, kombinatorice a grafech, opera¢nich systémech nebo
obecné teorii relativity.

Tva sepsana FeSeni lze poté odevzdat prostfednictvim naseho webu
https://mam.mff.cuni.cz, do ¢asopisu muzes piispét dokonce i vlastnim
¢lankem. Podporujeme i feSeni tloh a psani ¢lankt ve skupiné, takze
muzes fesit tfeba dohromady s kamaradem.

Dosla feSeni obodujeme a poSleme k nim zpétnou vazbu. Za body
potom ziska$ riizné ceny — tieba ponozky, knihy, hry, nebo dort za nej-
lepsi ¢lanek. Kromé toho ti za body promineme piijimacky na Matfyz
nebo té pozveme na tydenni soustiedéni plné kamaradi, her, prednasek
a védeckého badéani!

Na ukizku zde uvadime témétko o rozmérové analyze od Kuby S.
z prvniho ¢isla aktualniho 33. ro¢niku ¢asopisu M&M.

Téma 4 — Rozmérova analyza
Dil 1: Odhadovani vztahi bez pochopeni fyziky

Jak poznéate, ktery navrh zaoceanské lodi je nejlepsi, kdyz neméte po-
¢itacové simulace a nemizete si dovolit postavit tucet drahych plavidel
v plné velikosti a zkouSet je na moti? Prekvapivé daleko se dostanete
jenom tim, Ze peclivé hlidate jednotky. Metoda, které se ¥ik& rozmérovd
analijza, z ;uhadnuti“ déla skoro exaktni disciplinu — a navic presné urci,
v jakém rezimu musi béZet zmenseny model, aby se choval jako skutec-
nost.

Rozmeérova analyza se fundamentalné pouziva na dvé véci:

e Uhodnuti fyzikdlniho vztahu.

e Navrzeni experimentu, kde se budou relevantni jevy chovat stejné,

coZz nam umozni zmé¥it vSechny konstanty v uhodnutém vztahu.
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Ty spolu velmi souvisi, jelikoz ¢asto dostaneme trochu jinou podobu
vztahu, nez je standardni, protoze vSechny konstanty musi byt bezroz-
mérné, a tato podoba je nejvice uzite¢na pro navrh experimentu v prak-

Rozmeérovou analyzou se nejprve z proménnych poskladaji bezroz-
meérné skupiny V modelu nastavujeme volné proménné, aby celkem
bezrozmérna skupina vychézela stejné jako v realné verzi. V nadrzi se
vle¢eny model lodi proto vlaé¢i znatelné pomaleji, v jiném experimentu
létaji modely letadel ve vzduchu o teploté —160 °C. Hlavni redlné vyu-
7iti rozmérové analyzy je tedy Skalovani modeli pro jevy, které nejdou
spoditat, ale je potfeba simulovat. V soucasnosti NASA stale pouziva
kryogenni hypersonicky vétrny tunel.

Jak rychle chodite?

Cilem tu pro nas bude:
1. najit vztah mezi rychlosti chiize a proménnymi popisujicimi nohu,
2. provérit ten vztah v praxi.

Co vsechno by rychlost chiize v mohlo ovlivnit?

NeZ zatneme pocitat, zastavme se u téhle otédzky. Napnuté noha se
chova jako kyvadlo: v ky¢li je zavéSena k télu a chodidlo opisuje oblouk.
Pohodlna (energeticky nejlevngjsi) rychlost chiize v (m/s) bude souviset
s tim, jak rychle toto kyvadlo dok4Ze prehazovat nohu z jedné strany na
druhou.

Napidme co nejdelsi rozumny seznam kandidatti na proménné a u
kazdého jeho rozmér v zakladnich SI jednotkach:

D Bezrozmérna skupina je soudin nékolika veli¢in v n&jakych mocninach, kde se
vechny rozméry vykrati. Napiiklad to miZe byt néco jednoduchého jako {~1 - d, kde
i d maji rozmér v metrech, takze m~! - m = m® = 1. Nebo to miize byt slozit&jsi
jako Q2 - p~2.g~1. D75, Rozepiseme rozméry a postupné kratime:

(kg/s)? - (kg/m®) 2 - (m/s?) " -~

—kg?-s72.kg72 mb - mt.s2. m?
—>}ng s72 M mé - mt.s2.m°
—~s 2. mél - m 1. m°®

-7 . m% . m! -,Sz/-m_s
—mS - m™ ! . m®

—mb 1 =m0 =1.
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délka nohy ! (m),

priamér nohy d (m),
hmotnost nohy m (kg),
tthové zrychleni g (ms™2).
Ted pozorujeme dvé véci.

Hmotnost musi vypadnout.

m je jedind proménné, ktera ma v sobé rozmér kg. Vysledna rychlost
mé rozmér m/s; kilogramy v odpovédi nemame ¢im ,umazat®, takze
se hmotnost v rozmérové spravném vztahu nesmi objevit. (Fyzikalné se
to dalo tusit: kyvadlo v tfhovém poli je stejné jako padajici kdmen na
hmotnosti nezavislé.)

Délky mizZeme zjednodusit na jednu.

Délky I, h, d maji stejny rozmér m. To se da vytesit ve dvou pripadech:
ty 3 délky na sobé nejsou nezavislé, nebo dokadzeme fici, jak je slozit
dohromady. Na§tésti u vétsiny lidi i kracejicich zvirat jsou v pfiblizné
konstantnich pomérech. Takze plati, Ze jsou zavislé. Ten druhy piipad
uvidime v tloze 1.7 na konci tématka. Nahradime tedy h za c¢; -l a d
za co - [. Bezrozmérné konstanty mtzeme v8echny slozit dohromady pii
skladani rovnice, takze zbude jedina nezavisla délka (.

Zbyly nam jen [ a g. Ted n&jak potfebujeme poskladat bezrozmeérné
skupiny — souéin/podil mocnin nasich proménnych, kde se v8echny roz-
méry vyskrtaji. JelikoZ mame akorat o jednu proménnou (I, g, v) vic,
nez mame jednotek (m, s), tak vime, Ze budeme mit pravé jednu bezroz-
mérnou skupinu [ - g - v¢. Vychazi to z toho, ze kdyz vezmeme do jedné
skupiny pravé dva rozmeéry, tak tfet{ rozmér ziistane ve skupiné samotny
a nemize se vykratit. Z jedné skupiny mizeme rovnici udélat trivialné:

1 = konst - 1% - g* - v°.

Abychom vykratili proménné, sta¢i ndm 2 nezndmé exponenty, a jeli-
koz nas zajimé vztah pro v, miZzeme nastavit ¢ = 1 a pfeskladat rovnici
na

v = konst - [* - ¢°.

Dalsim krokem je porovnani jednotek:

m-s~'=m®- (m-s
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Porovnanim exponent u metru a sekundy dostaneme
a+b=1, —2b= -1,

odkud
b:

a =

1 1
2’ 2

1}:5- \/g'lv

kde £ je bezrozmérné konstanta. Tu rozmérova analyza neprozradi, ale
sta¢i ji odhadnout z jediného méfeni. Ekvivalentné: kombinace

E=v/\/g-1

je u chiize univerzalni bezrozmérné ¢islo pro vSechny chodici tvory.

Uloha [2b]

Stopkami a metrem zméite rychlost pohodlné chtze nékolika co nejvic
rizné vysokych kamaradt a délku jejich nohy (od ky¢le k zemi). Vyneste
v proti V1. Vyjde pFimka? Odhadnéte z ni konstantu &.

Uloha [1b]

Na Meésici je g priblizné Sestkrat mensi nez na Zemi. Jakou rychlosti byste
tam chodili? Srovnejte s tim, co popisovali mési¢ni astronauti — proc
,hormalni“ chiize na Mésici nefungovala a radéji presli na charakteristické
poskakovani?

Vysledkem je

Problém. Najdéte rychlost pohodlné chize a délku nohy pro co nejvice
zvifat (slon, krava, pes, kocka, kufe, ...). Vyneste do grafu v proti /g - [
a ovéite, zda body lezi na spolefné kiivce (nebo pfimce na log-log grafu).
Pozor: do datasetu patii jen zvifata, ktera skutecné krdceji (rovna, svisle
stojici noha béhem opory) — ne ta, ktera skacou, cvalaji nebo chodi
s nohama horizontalné jako néktefi plazi. Pasuje to

Problém. Proc¢ je béh rychlejsi nez chiize, kdyz nas vztah pro kyvadlo
déava jedinou ,prirozenou’ rychlost?

Ndpovéda: Co déla bézcova noha v okamziku, kdy se vraci dopfedu —
zménila se efektivni délka? Jaké dva efekty ovliviiuje délka a ktery byl
ovlivnén?

2) Jelikoz proménné nasobime, tak exponenty miuZeme scitat.

3)Srovnéavaci dataset rychlosti chiize a rozméri konéetin u savci najdete napf.
v Alexander, R. McN.: Principles of Animal Locomotion (Princeton UP, 2003), graf
7.1.
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Postup v rozmérové analyze

Co jsme pravé udélali, se da zformulovat jako navod:
1. Sepiste pravdépodobné proménné. Radsi vic nez mii.

2. Zapiste rozméry vSech proménnych v zakladnich jednotkach
(metr, sekunda, kilogram).

3. Vyiad'te promé&nné s unikatnimi rozméry. Neni mo7Zné je s ni-
¢im vykratit pro tvorbu bezrozmérnych skupin.

4. Zkuste najit vztahy mezi veli¢inami se stejnym rozmérem.
Neékdy se jich mtzeme zbavit tiplné jako v prvnim piikladé, jindy
se nam povede najit mezi nimi vztah p¥ipadné obsahujici bezroz-
mérnou konstantu (uvidime v poslednim piikladg).

5. Sestavte skupiny, které spliuji pocet proménnych = pocet
rozmeéry + 1.

6. Spocitejte exponenty, aby skupiny byly bezrozmérné. Po-
rovnadnim rozméru se mocniny doladi tak, aby se exponenty kaz-
dého rozmeéru secetly na nulu.

7. Pokud mate pouze jednu bezrozmérnou skupinu, mizete trivialné
sestavit rovnici 1 = € - {S}. Pokud vice, tak to potiFebujete dofesit
jinak nez rozmérovou analyzou.

Tuhle kostru ted uvidime na piikladu, kde seznam veli¢in neni hned
ziejmy.

Vlny na hladiné

Podivejme se ted na jiny systém, kde se stejny rozmérovy trik hodi.
Hod'te kaminek do dostateéné hlubokého rybnika a sledujte kruZnice,
které se rozbéhnou od mista dopadu. Jakou rychlosti ¢ se takové viny
SiFi?

Omezime se na hluboké vlny (tedy na situaci, kdy je hloubka vody
vEtsi nez pilka vinové délky) a na viny delsi nez 5 cm (protoZe v mensich
dela velky efekt povrchové napéti).

Co muze rychlost ¢ ovlivnit? Kaminek hladinu vychyli z rovnovahy a
gravitace ji tla¢i zpét dolii; setrva¢nost rozhybané vody rozkmit udrzuje.
Sepisme kandidaty:

e vinova délka A\ s rozmérem m,
e tihové zrychleni g s rozmérem m-s~2,

e hustota vody p s rozmérem kg -m™3.
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A ted se stane néco povédomého. Hustota musi vypadnout. Promé&nné p
je jedina, ktera v sobé nese kilogramy; rychlost ¢ kilogramy neobsahuje,
takze p nema ¢im své kilogramy zkratit a musi se objevit s nulovym ex-
ponentem. Je to pfesné stejny krok jako u chize, kde ze stejného divodu
vypadla hmotnost. Fyzikalné to dava smysl: obnovujici sila na vinu Ska-
luje s p (tiha vychyleného sloupce vody) a setrvacnost rozkmitané vody
taky s p, takZe se v poméru, ktery urcuje rychlost, vykrati — stejné jako
se u kyvadla vykrati hmotnost.

Zbyly nam t¥i proménné ¢, A, g a dva rozméry (m, s), tedy jedna
bezrozmérna skupina. Hleddame ¢ = konst - A% - g*. Srovnanim rozmérii:

Z exponentu u sekundy —2b = —1, tedy b = 1/2; z exponentu u metru
a+b=1, tedy a = 1/2. Vychazi

c=9 g A

kde ¢ je bezrozmérné konstanta.
Vyslo ndm, ze dlouhé viny utikaji pfed kratkymi — tomuhle jevu se
tika disperze a je to divod, pro¢ se z neuspoiddaného $plouchnuti ¢asem

rozjede thledny vinovy balik: dlouhé komponenty bézi napted, kratké se
opozd uji.

Problém. Ové&ite vztah ¢ = ¢ - /g - A experimentalné a najdéte ¢. Na-
jdéte si klidnou vodni hladinu — rybnik, okraj jezera, bazén nebo velkou
vanu — s hloubkou alesponi 10 cm. Idealné bez vétru a vin, at jsou vase
viny vidét. Hodte do vody hladky oblazek (pramér zhruba 15 cm) ze
zvolené vysky mezi 20 cm a 1 m a natocéte dopad zpomalenym videem na
mobilu. Potfebujete néjak uréit mé&fitko — bud umistite pravitko pobliz
dopadu, nebo si zmérite vzdalenost mobilu od dopadu a spocitate ve-
likost pixelu. VyzkousSejte nékolik kombinaci kaminkt a vysek, vyberte
si, v jakych pripadech jsou rozbihajici se vlny dobfe vidét. Rychlost
vlny bude zéalezet pouze na vlnové délce a kazdy hod vytvori nékolik
vin o rtznych vinovych délkach. Z videi ode¢téte pro nékolik riznych
hiebent jejich vlnovou délku A (vzdalenost mezi sousednimi hiebeny) a
jejich rychlost ¢ (vzdalenost uraZenou mezi dvéma snimky délenou ¢asem
mezi nimi). Vyneste ¢ proti A na linearnich osach a zmétte sklon. Z toho
spoditejte . Odevzdejte taky fotky, videa, pfipadné s anotacemi.
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Vibrace struny

Pfedstavte si napnutou strunu — tfeba strunu kytary, gumicku pfes
krabi¢ku od sirek nebo pradelni $iitru. M4 linedrni hmotnost p (v kg/m)
a je napnuté silou T' (v N = kg ms~2). Cvrnknete do ni pfiéné a po struné
se rozbéhne vlna — podobné jako se v pfedchozim experimentu rozbihaly
vlnky po hlading, akorat ted jednodimenzionalng. Seznam proménnych
je tentokrat kratky, postup ale ztstava stejny jako u kapilarnich vinek:
sepiste kandidaty, zapiste jejich rozmeéry, slepte bezrozmérnou kombinaci
a prectdte odpoved.

Uloha [3b]
Jakou rychlosti v se rozb&hnou viny po pradelni snufe? Predpokladejte,
7e gravitace se da zanedbat, jelikoZ je napnuti struny dost silné.

Kdyz jsou faktory dva

Rozmeérova analyza byva nejzajimavéjsi tam, kde se jeden jev rozpada
na dva nezavislé skdlovaci zakony. Zpét k parniku z avodu: lod pii po-
hybu vodou tdhne dvé odlisné se $kalujici slozky odporu: vinovy odpor
(lod si na hlading vytvari soustavu vln, jejichZ energie mizi za zadi) a
tieci odpor (tenka vrstva vody u trupu se pohybuje s lodi, vznika viskozni
tfeni po celé smadené plose). Kazda ma vlastni bezrozmérnou kombinaci:
vlnovy odpor 8kiluje s v/+/g - L (rychlost lodi, gravitaéni zrychleni, délka
lodi), tfeci odpor na jiné kombinaci rychlosti, délky a vlastnosti vody.
Obé kombinace nelze na zmenseném modelu dodrzet soucasné.

Jedno TeSeni, co se nabizi, je naskalovat jeden model, aby byl vlnovy
odpor zanedbatelny a tieci spravné, druhy model, aby byl t¥eci odpor
zanedbatelny, ale vinovy spravné. Problém je, Ze abychom tfeci odpor
naskalovali spravné, natoz zanedbatelné, tak potfebujeme kapaliny Té-
dové méné viskozni nez vodu, a takové kapaliny se Spatné hledaji.
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Druhé feseni, které v tomto piipadé je nutno vyuzit, je, ze tfeci odpor
se vlastné d& docela dobfe spocitat. Vlnovy odpor je ten slozity, ktery
velmi zalezi na presném tvaru lodi. TakZe naskalujeme model, aby vinovy
odpor odpovidal (lod jede pat¥i¢né pomaleji, aby byly viny geometricky
podobné), od zméfeného odporu ode¢teme tieci odpor pro model, a zbyly
vlnovy odpor naskilujeme. Tento postup se pouzival pro vyvoj lodi od
druhé pulky 19. stoleti.

Modelovani sila

Zemeédélskeé silo, davkovac lékt nebo obyc¢ejna sldnka — vSechno to jsou
tlohy o tom, jak rychle vypadava sypky material otvorem dole. Jelikoz
je silo velkd stavba, je to priklad, kde se rozmérova analyza pouzivala
v praxi pro pochopeni chovani z vhodného modelu. Budeme se snazit
zjistit, jaky hmotnostni pritok @ (v kg/s) vytece kruhovou aperturou
o pruméru D.

Nejprve si ale povime o sypkych materialech. Sypka hmota se chova
jinak nez kapalina. Zrna se o sebe opiraji a prenaSeji si zatizeni pres
stlové fetézce — ndhodné fetézy bodovych dotykil, po kterych vétsina
tihy sloupce neputuje rovnou doli, ale Sikmo v téch smérech, kde je vice
opory.

e Pro¢ vyska naplné nehraje roli. Jakmile se nad otvorem vy-
tvoii kratka klenba (zrnka se docdasné zaklini do klenby), proudi
materidl jen rychlosti, jakou se tato klenba hrouti. Svislé napéti
ve sloupci se s hloubkou navic saturuje — pfrestava rust, protoze
tihu pfebiraji boéni stény pfes tfeni. Tlak u dna nezavisi na tom,
jak vysoko je silo naplnéné (proto je v hromadé obili spodni zrno
rozdrcené méné, nez by ¢lovék naivné ¢ekal). Prutok otvorem tedy
nezavisi na vySce naplné — rozhoduje jen lokalni geometrie kolem
otvoru.

e Sypna hmotnost. U sypké hmoty je dobré rozliSovat dveé veli¢iny.
Hustota materialu zrna (t¥eba kiemen u pisku ~ 2650 kg-m~3)
popisuje, z ¢eho je jedno zrno udélané. Pro proudéni ze sila ale
potiebujeme sypnou hmotnost (nékdy téz sypnou hustotu) p —
hmotnost volné nasypané hmoty na celkovy objem, ktery zaujima,
véetnd dutin mezi zrny. Typicky je 50-65 % hustoty pevného zrna.
Toto je ta veli¢ina, kterou chcete pouzit pro hustotu. Pokud ji bu-
dete potfebovat méfit, tak porovnavate objem sypkého materialu
véetné dutin a jeho hmotnost, musite si tedy zmé¥it objem v od-
mérce.
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Uloha [4b]
Pomoci rozmérové analyzy odvodte vztah pro hmotnostni pritok Q.
Dospéjte k formuli v uzav¥eném tvaru (az na 2 bezrozmérné konstanty).

Ndpovéda: Jsou tam dvé relevantni délkové proménné — priameér otvoru D
a velikost zrna d. JelikoZ velikost zrna zmensuje efektivni otvor, stac¢i tyto
dvé proménné pouzivat pouze ve tvaru (D — 6 -d), kde 0 je bezrozmérna
konstanta.

Problém. Sestavte si doma vlastni malé silo a ovéite Skalovani z dlohy 4.
Cheete docela rovné dno a moznost ménit velikost diry nebo nékolik sil
s razné velkymi dirami, cca mezi 3 mm a 3 cm. Sypejte rizné materialy —
mouku (ale ne hladkou, tam uz pfili§ pisobi molekularni sily), krystalovy
cukr, kuskus, ¢ocku, cizrnu nebo cokoli jiného, co se sype alespoii jednou
z direk.

Pro kazdou kombinaci zméite, za jak dlouho vytece znamé mnozstvi
materidlu, a spocitejte Q. Q bude docela konstantni, nez sypka hmota
v silu za¢ne dochazet. Vyneste log ) proti log D a porovnejte sklon s teo-
retickou pfedpovédi (pouzivame log-log graf, protoZe z 2 se stane p¥imka
az’ a je tedy mnohem snazsi zmé¥it proménnou a z grafu). Odhadnéte
obé bezrozmérné konstanty a diskutujte odchylky. Pro jeden zvoleny ot-
vor navic ovéite, Ze () nezavisi na vysce naplné. Odevzdejte taky fotky,
videa, pfipadné s anotacemi.

Dalsi témdtka z casopisu MEM i odevzddvdtko na TeSeni iloh najdete
na https: //mam.mff.cunt.cz/.

BRnénsky KOrespondenéni Seminar

Adéla Heroudkovd (za organizdtory semindre

BRKOS je matematicky korespondené¢ni seminaf uréeny pro vSechny
stfedoskolacky a stfedoskolaky (a klidné i zakladoskolacky a zékladosko-
laky), ktefi maji radi matematiku a feSeni netradi¢nich problémui. Soutéz
je organizovéna za podpory Ustavu matematiky a statistiky Pifrodové-
decké fakulty Masarykovy univerzity.
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Jak soutéz probiha?

V pribéhu roku Vam budeme postupné zadavat piiklady k FeSeni.
Budou rozdéleny do 5 sérif po 8 piikladech. Prvni ¢ty#i piiklady z kazdé
série budou vzdy tematicky zaméfené a ¢asto k nim je i studijni text. Sna-
zime se vybirat zajimavé piiklady z rtiznych oblast{ matematiky. Nekteré
priklady jsou ve stylu matematické olympiédy, ale najdete i priklady in-
spirované nasim studiem na vysoké Skole.

Pokud nespocitate vSechno, nemusite byt smutni, klidné mutzete po-
slat TeSeni jediného prikladu. Na§ bodovaci systém zvyhodiuje zejména
mladsi feSitele oproti starsim a také ty, ktefi pilné posilaji hodné sérii, a¢
s malym mnozstvim spravné vytreSenych pfikladi. Navic ke kazdému pfi-
kladu dostanete zpétnou vazbu, takze pokud vydrzite, urcité se budete
postupné zlepSovat. Prvni série byva na téma dikazy, aby se kazdy mohl
dozvédét ve studijnim textu zakladni dokazovaci techniky a nasledné si
je procviéit na tematickych tlohach.

Co dé&lame dal

MathRace: MathRace je matematicka tymova online soutéz uréena pri-
mérné studentim stfednich 8kol, nicméné v nesoutéznich tymech (v ka-
tegorii Underground) se miize zucastnit kdokoliv. Sout&zi spoleéné dvou-
Clenné az ¢tyiclenné tymy stiedoskolak z Ceské i Slovenské republiky,
majici za kol b&hem 3 hodin vyfesit 45 uloh. Pfisti MathRace se bude
konat jiz ve ¢tvrtek 26. listopadu 2026.

Soustfedéni: Dvakrat roéné (v 1été a v zimé) poradame tydenni mate-
matické soustifedéni. V jeho prubéhu se st¥idaji bloky pfednasek na riizna
témata (od olympiadnich uloh pfes vysokoskolskou matematiku az po
populariza¢ni matematiku) a akéni hry v tdborovém duchu. Skvélou at-
mosféru na soustiedéni si miZete priblizit na fotografiich z poslednich
ro¢nik.
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Priklady

Pro vétsi motivaci k TfeSen{ tloh nasi soutéze prikladdme nékolik pii-
kladi z prvni série, s terminem odevzdani 26. 10.
Priiklad 1. Mame krychli ABCDEFGH, ve které je bod X jeji stied
(prusecik t&lesovych thlopiicek). Okolim bodu K nazveme mnozinu bodi
uvnitf krychle, které maji od bodu K mensi vzdalenost nez od ostat-

nich pojmenovanych bodi. Uréete pomér objemu okoli bodu A ku okoli
bodu X.

Priklad 2. Dokazte, Ze neexistuje kone¢né mnoho racionalnich ¢&isel zq,
T3, ..., T, takovych, Ze libovolné racionalni ¢islo ¢ jde napsat ve tvaru

171 + Q%2 + - -+ + AT,
kde aq, ..., a, jsou pfirozena Cisla.

Priiklad 3. O cisle n fekneme, Ze jde o ciferny podsoucin ¢isla x, pokud
jde o soudin né&kolika jeho cifer, nejméné jedné a nejvyse vsech. Napf.
pro ¢islo 743 jsou vSechny jeho ciferné podsouciny 84 = 7-4-3,28 = 7-4,
21 =7-3,12 = 4-3,7,4,3. Dokazte, ze libovolné pfirozené ¢islo je
vétsi nebo rovno souétu vsech jeho cifernych podsoudini, a urcete, kdy
nastava rovnost.

Zbylé priklady muzete najit na strance https://brkos.math.muni.cz.
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Rotationally Multiplicative Integers

Daniel Dlab, Sardinia, Italy

1 Introduction

On the eve of Christmas 1949, the polymath Jacob Bronowski posed an
intriguing numerical puzzle: find the smallest positive integer such that
moving its leading digit to the end yields a new number exactly one and
a half times the original [I]:

% x 1176470588235294 = 1764705882 352941.

In the February 1955 issue of The Mathematical Gazette, D. E. Lit-
tlewood provided an elegant derivation of the solution [2]. In that same
issue, E. J. F. Primrose took the problem further [3]. Rather than fix-
ing the ratio at %, Primrose asked which pairs (p,q) admit a solution
at all—that is, for which rational numbers % does there exist an integer
whose digit rotation produces a number exactly % times the original,
observing that many pairs render the puzzle insoluble. That question of
realizability is not the one we settle here; we mention it because it shows
how quickly the puzzle opens out once the ratio is allowed to vary.

A few years later, in The Gentle Art of Mathematics, Daniel Pedoe
revisited Bronowski’s puzzle, offering a concrete solution and systematic
method [4]. Pedoe showed that the problem can be understood by an-
alyzing how cyclic digit shifts correspond to multiplication by fractions
whose decimal expansions are repeating. Yet Pedoe himself was dismis-
sive of the puzzle’s mathematical standing, remarking that “the problem
itself is one which most mathematicians would call trivial, because it
leads nowhere, and does not fit into a general theory” [4, p. 16]. It is
precisely this qualification that we wish to gently contest: as the sections
below demonstrate, the puzzle is in fact an instance of a general theory
of digit rotations driven by repeating decimal expansions, one that ad-
mits a clean algebraic formulation and extends naturally to composite
divisors and arbitrary offsets.

Variants of such rotational multiplication puzzles appear in earlier
recreational works, notably Henry Ernest Dudeney’s Amusements in
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Mathematics (1917) [5], suggesting that the underlying idea predates
Bronowski’s formulation.

Although often introduced as recreational puzzles, these problems
have a natural algebraic structure: rotating the digits of a repeating
block is exactly what happens when the FEuclidean division (that is,
integer division with remainder) producing that block is restarted one
step further along, so the whole question is governed by the cycle of re-
mainders that the division runs through. In this paper, we examine the
problem in greater depth and present several generalizations along with
notable findings.

We believe the material is elementary enough—requiring nothing be-
yond division and careful bookkeeping of its remainders—to be a worth-
while addition to mathematics at primary and secondary school level.

2 From Remainders to Rotations

We begin by defining the function p(z), which reorders the digits of a
positive integer x by moving its leftmost digit to the rightmost position,
effectively performing a left rotation (or cyclic shift) of the number’s
digits. Bronowski’s puzzle is therefore asking for the smallest x such
that p(z) = 3z, or equivalently, 2p(z) = 3z.

There is nothing special about the value % Let us give a few examples
of numbers x for which p(z) = + x x for k =2,3,4,5,6,7,8 and 9.

Dividing the number 10'° by 19 gives

1019
9 = 526 315789473684 210.526 315789 473 684 210

and the digits after the decimal point never settle: they repeat forever in
blocks of eighteen. Such a repeating block is called the repetend (some-
times also the period) of the division, and it is the repetend itself that
interests us here. Taking it as our number

x = 526315 789473684210,
we can readily check that p(z) = % x z. Every example below is obtained
the same way, as the repetend of the division of a suitable dividend by
a specified divisor; the process is examined in detail in the rest of this
section.
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The dividend decides only where we enter the repetition. Dividing
108 by 19 instead gives

18
% = 52631578947 368 421.052 631 578 947 368 421,
the very same eighteen digits in the very same order, but read from one
step earlier. Notice that this block opens with a zero. A repetend may
perfectly well begin with 0, and it is worth being alert to this from the
outset; Remark [3] returns to the difference it makes when we wish to
read such a block as an integer.
Similarly, dividing 24 x 102® by 29, we obtain the repetend

T = 8275862068 965517 241 379 310 344,

satistying p(z) = % X I

Dividing 12 x 108 by 13, 16 x 10° by 39, or 4 x 10° by 39, we obtain
the repetends x = 923076, x = 410256 and = = 102564 respectively,
all three satisfying p(z) = % x x. The last of the three shows the same
thing from the other side: its rotation p(102564) = 025641 is a block
beginning with a zero. The repetend x = 714285, obtained from the

5x10° 1

division =*2>, satisfies p(z) = ¢ x =.

Dividing 54 x 10°® by 59, we obtain the repetend

x = 9152542372881 355932203 389 830 508 474
576271186440677 966 101 694,

satisfying p(z) = % x x. The two repetends

r =9130434782608 695652173 and x = 7101449275362318840579,

resulting from the division of 21 x 1022 by 23 and of 49 x 10?2 by 69
respectively, both satisty p(z) = % X T.
Finally, dividing 64 x 10'3 by 79 results in the repetend

x = 8101265822784,
for which p(z) = % x x, while dividing 81 x 10** by 89 yields the repetend
x=91011235955056 179 775 280 898 876 404 494 382 022471,

satisfying p(z) = = X x.

1
9
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Let us point out that the examples above use five of the nine primes
p smaller than 100 whose repetends have length p — 1. The remaining
four are p = 17, p =47, p = 61 and p = 97.

Our focus will be on characterizing those integers = that exhibit a
scaled rotational symmetry; that is, integers for which a digit rotation
satisfies

B x p(z) = A x z,

where A and B are positive integers with A # B.

To understand the structure underlying such numbers, we begin by
examining the division of natural numbers, paying particular attention to
the appearance of repeating decimal blocks. As a first example, consider

1
1000000 = 142857.142 857.

Again the quotient repeats, here with a repetend of six digits. Writing
out the division explicitly

1000000 : 7 = 142857
-7
30
—28
20
—14
60
—56
40
-35
50
—49

1

We eventually obtain a remainder of 1, so the division process must
repeat, producing the six-digit repetend 142 857. The intermediate re-
mainders

3,2, 6, 4,5, 1
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are not incidental; they encode the rotational structure. Writing each
step of the division, we have

10=1x7+3 3x10=4x7+2,
2x10=2x7+6 6x10=8x7+4, (1)
4x10=5%x7+5 5x10=7x7+1.

We can also take each remainder as being the start of a new number
dividend, so we can generate a series of interesting equations

3 x 1000000 = 428571 x 7+ 3,
2x 1000000 =285714 x 7+ 2,
6 x 1000000 = 857142 x 7+ 6,
4 x 1000000 = 571428 x 7+ 4,
5x 1000000 = 714285 x 7+ 5,
1 x 1000000 = 142857 x 7+ 1,

hence, subtracting each remainder from both sides and dividing by 7,

428571 285714 857142 571428 714285 142857
3 2 6 4 5 1

This leads us to several equations of the desired format

3 x 285714 = 2 x 428 571,
2 x 857142 = 6 x 285714,
6 x 571428 = 4 x 857 142,
4 x 714285 = 5 x 571428,
5 x 142857 = 1 x 714285,

We can now clearly see that the factors A and B are determined
by consecutive remainders. An integer read off from one full period of
a repeating block in this way—142 857, 428 571, 285714 and the other
three above—will be called a repetend integer.

3 Offsets and t-Rotations

As a further step, we can look at jumps of two or more, where each
factor is determined not by immediately adjacent remainders but by
those separated by a fixed offset.
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We define the function p;(z) on an integer x as the operation that
rotates its digits to the left by ¢ positions. A single such step is the
rotation we started with, so p; is the function p of Section 2, and we use
the two names interchangeably from here on.

So by taking the remainders 3 and 6, for example, with a remainder
offset of 2, we isolate these two ratios from above

428571 857142
3 6

to get
3 x 857142 =6 x 428571 = 1 x p2(428571) = 2 x 428571.

We can describe all possible offset-ratio combinations in Table [I] be-
low. To use it, locate the column corresponding to your chosen starting
remainder, then look down to the row for your desired offset. The cell
gives the ratio % such that B x pi(z) = A X x, where z is the repetend
integer associated with that remainder. The topmost row records, for
each remainder r, the leading digit L&{J of its repeating block—read left
to right, these digits spell out the repetend 142857 itself. For example,
starting at remainder 3 with offset 2, we read off ratio 2, confirming the
equation

1 % pa(428571) = 2 x 428571

derived above.

Repetend Digit 1 4 2 8 b) 7
Intermediate Remainder 1 3 2 6 4 5
Offset 1 3 2/3 3 2/3 5/4 1/5
Offset 2 2 2 2 5/6 1/4 3/5
Offset 3 6 4/3 5/2 1/6 3/4 2/5
Offset 4 4 5/3 1/2 1/2 1/2 6/5
Offset 5 5 1/3 3/2 1/3 3/2 4/5

Table 1: Offset-Ratio Table for Divisor 7

Entries with bold figures represent the special cases where either A = 1
or B=1.
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Remark 1. Note that p — 1 = 6 is exactly the number of nonzero re-
mainders that division by 7 can leave, and that these six remainders—
1,3,2,6,4,5 in cycle order—are precisely the “Intermediate Remainder”
row of Table [I| with none left over. That is, the single cycle traced out
by repeatedly multiplying by 10 and keeping the remainder on division
by 7 is as long as it could possibly be: it visits every nonzero remainder,
leaving none outside it. Consequently any two remainders in the cycle
can serve as the starting pair—each such pair already appears somewhere
in the table, at some offset.

It is worth noting what happens when we begin with a different start-
ing dividend R x 10™. Provided the remainder left by dividing R by 7
is nonzero, this simply enters the same remainder cycle seen in (1) at a
different point; the cyclic structure is a robust property of the divisor
itself. (For d = 7 specifically, this excludes R = 7, which instead gives
an initial remainder of 0 and hence a terminating, rather than repeating,
division.)

4 Algebraic Formulation

Now that we understand the basics we can describe this formally. Before
giving a definition, we agree to write an integer

k
T = Z ¢;10%
i=0

simply as a sequence of k + 1 digits x = cpcp_1 ... c100.

Here, all numbers ¢;, 0 < ¢ < k are digits, i.e., natural numbers 0 <
¢i <9, with the requirement that ¢ # 0 (ensuring the representation
has exactly k + 1 digits).

This notation will make what follows much easier to read.

Definition 1. Let r and d be natural numbers with 0 < r» < d and
ged(r, d) = 1, where d is a multiple of neither 2 nor 5. A natural number
T = CkCk_1...c1co with ¢ # 0 is called the minimal repetend of the
fraction % if:
1. The equation
rx 10" =dxa+r (2)

holds, and
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2. The length k41 is minimal, i.e., there is no smaller positive integer
m < k + 1 and no natural number z’ with m digits such that
rx10m =dx z’' +r.

Remark 2. We use the term rotation throughout, though this can equiv-
alently be described as moving the first digit to the end of the number.

Remark 3. Definition [I]is what makes the repetend integers of Section 2
precise: the requirement ¢, # 0 is what allows a repeating block to be
read as an integer of exactly k + 1 digits, and the minimality condition
pins it to a single period. The distinction is worth drawing, because the
repeating block of % can itself begin with 0—for instance 1—13 = 0.076 923.
Such a block is a valid repeating digit string, but it is not a minimal
repetend. Every cycle of remainders nonetheless contains at least one

remainder whose block has a nonzero leading digit—for the % cycle,

% = 0.769 230—and it is such a remainder that supplies the ;gpetend
integer we multiply.

This fixes our notation for the rest of the paper. An integer is never
written with a leading zero: the digit string 042 857 is not a notation for
the number 42857. A repeating block, by contrast, is a digit string of
the fixed length k + 1, and it may perfectly well begin with 0. Rotation
acts on such a block as a string of k + 1 digits, and reading the result as
a number discards any leading zeros—so a rotation of a repetend integer
need not itself be one. Wherever we multiply, then, the multiplicand is a
repetend integer in the sense of Definition [T} its leading digit ¢, nonzero,

while the rotated result is allowed to carry leading zeros.

Now let’s write out the division steps in (1) using similar notation.
For convenience we number our 6 steps from 5 to 0 as our repetend digits
come out left to right.

In general at each step ¢ we have

rix10=c¢; x d+1;_1. (3)

Here the indices of r (and, throughout, of ¢) are understood cyclically:
they run &£,k — 1,...,1,0 and then begin again at k. So when ¢ = 0 the
symbol r;_1 is to be read as r, the step wrapping back around to where
it started.

Now let’s formalize the results from our offset-ratio combinations ta-
ble.
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Theorem 4. Using the notation in (3) for a repetend x = cxcp—1 ... c1¢o
as defined in (2), then for any 0 <i <k,

Ti—1

Ci—1Ci—2...CLCCK -+ - Ci11C; = ( ) (ciCim1...c100Ck ... Cix1). (4)

Ti
Proof. By (2) we have r; x 10" = d x (¢;ci_1...c1cock ... Cix1) + 73
and Ti—1 X 10k+1 =dx (Ci,1Ci72 ...C1CCk - . . Ci+1Ci) +1ri_1.

Hence
m(l()’“+1 -1
CiCi—1...C1CoCk .. Ciy41 = ——5

d
and
7“2‘,1(10’“_1 — 1)
C;i—1Ci—2...C1CoCk . . . Ci41C; = T
Therefore
Ti—1
C;i—1C;—2...C1C0Ck . . . Ci41C; = ( T- ) (Cici—l ...C1CoCk - - - Ci+1) s
?

as required. O

Theorem [] can be extended by generalizing the offset-ratio combina-
tions we discussed above, applying (4) repeatedly to obtain the following.

Extension 5. Forany 1 <t <k,

Ti—t

Ci—tCi—t—1...C1C0Ck . . . Cj—t41 = ( ) (cici,l ...C1CoCk - - - Ci+1) 5

i
where the indices of ¢ and r are again understood cyclically, as in (3).

Taking ¢ = 1 recovers (4) exactly. We are now in a position to say
something about the question Primrose raised [3], mentioned in the In-
troduction: which ratios can be obtained at all?

Corollary 6. Suppose there exist arbitrarily large primes p whose repe-

tends have length p — 1. Then
(i) every ratio % of two natural numbers u and v with u # v and
= < 10 can be obtained by the procedure described in Extension

the multiplicand being a repetend integer as in Definition [I; and

(i) if the multiplicand is allowed to be a repeating block with leading
zeros, then every ratio 7 with u # v whatsoever can be obtained.
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The bound % < 10 in part (i) cannot be dropped, and the convention
of Remark [3]is exactly what makes it true. A repetend integer x of k+1
digits satisfies 2 > 10¥, while any rotation of it is at most 10**t1 — 1, so
the ratio of a rotation to x itself is always smaller than 10. If the leading
digit is permitted to be 0, the argument fails at its very first step, and
part (ii) is what results instead.

This is also why the tables that follow carry entries such as 16 and
19. An entry is ”Tft, and it reaches 10 or more only if r;_; > 10r;; since
ri—¢ < d—1, this forces 107; < d, which says precisely that the leading
digit |107;/d] of the block at position ¢ is 0. Conversely, when that
leading digit is 0 we have r;,_1 = 107; exactly, so the offset-1 entry of
that column is 10. Such a remainder is starred in the tables that follow:
its column is the one whose block begins with 0, so by Remark |3| the
identities read off there hold between digit strings of fixed length rather
than between integers, and it is exactly there that an entry of 10 or more
can appear.

The supposition, on the other hand, is not something we can dis-
charge. Whether there are arbitrarily large primes whose repetends at-
tain the full length p — 1 is a long-standing open question, a special case
of a conjecture of Artin; see [0] for a survey.

5 Composite Divisors

Neither the Definition of a minimal repetend nor the Theorem in Sec-
tion 4 assumed that d was prime; both require only that ged(r,d) = 1
and that d be a multiple of neither 2 nor 5. The example built around
d = 7 was simple in a particular way: all six nonzero remainders 1,...,6
are automatically coprime to a prime d, and they happened to form a
single cycle under repeated multiplication by 10, so every one of them
was a rotation of the same repetend, 142 857. For composite d this need
not happen.

Consider d = 21. There are 12 remainders coprime to 21, and under
repeated multiplication by 10, keeping the remainder on division by 21
at each step, they split into two disjoint cycles of length 6:

{4,19,1,10,16,13} and {5,8,17,2,20,11}.

These give two genuinely different repetend integers, neither a rotation
of the other:

4 E— 5 —
o= 0.190476 and o0 = 0.238 095.
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Let us point out that these two cycles do not exhaust the twenty
nonzero remainders. Setting aside for a moment the requirement that r
be coprime to d, the division 23—1 = 0.142 857 gives yet another repetend
of length six, namely 142857, with remainders {3,9,6,18,12,15}—and
one we have already met, since % = % Thus d = 21 has three repetends
of length six; the remaining two repetends, % = 0.3 and % = 0.6, are
of length one.

Table [2] works out the offset-ratio combinations for the first cycle
exactly as Table [l did for d = 7; the second cycle has its own, indepen-
dent table of the same shape, built from 238095 instead. For example,

starting at remainder 19 with offset 1, we read off ratio -, confirming

19 x p1(904761) = 904 761. -
Repetend Digit 1 9 0 4 7 6
Intermediate Remainder 4 19 1 10 16 13
Offset 1 19/4 1/19 10 8/5 13/16 4/13
Offset 2 1/4 10/19 16 13/10 1/4 19/13
Offset 3 5/2 16/19 13 2/5 19/16 1/13
Offset 4 4 13/19 4 19/10 1/16 10/13
Offset 5 13/4 4/19 19 1/10 5/8 16/13

Table 2: Offset-Ratio Table for Divisor 21 (Cycle Containing Remainder 4).
The starred column’s repeating block, 047 619, begins with 0; see Remark

This splitting is not tied to primality: d = 13 is prime and still
splits into two cycles of length 6 (repetends 769 230 and 153 846), while
d = 17 is prime and stays as a single cycle of length 16—what matters
is whether the remainders coprime to d happen to fall into one cycle or
into several, as they fall into one for d = 7 and d = 17 but not for d = 13
or d = 21. A prime p whose remainders form a single cycle—necessarily
of the greatest length available, p — 1—is called a full repetend prime (or
long prime).

6 Further Divisors

We work out two more divisors in full, chosen to sit at opposite ends of
the range just described: d = 13, a prime that still splits into multiple
cycles, and d = 17, a prime whose single cycle is the longest we have
seen yet.
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d=13
There are 12 remainders coprime to 13, splitting into two cycles of
length 6:
{10,9,12,3,4,1} and {2,7,5,11,6,8}.

10 [ 2 I
3= 0.769230 and 3= 0.153 846.

Table |3| works out the first cycle. For example, starting at remainder
9 with offset 2, we read off ratio %, confirming 3 x p3(692 307) = 692 307.

Repetend Digit 7 6 9 2 3 0
Intermediate Remainder 10 9 12 3 4 1*
Offset 1 9/10 4/3 1/4 4/3 1/4 10
Offset 2 6/5 1/3 1/3 1/3 5/2 9
Offset 3 3/10 4/9 1/12 10/3 9/4 12
Offset 4 2/5 1/9 5/6 3 3 3

Offset 5 1/10 10/9 3/4 4 3/4

Table 3: Offset-Ratio Table for Divisor 13 (Cycle Containing Remainder 10).
The starred column’s repeating block, 076 923, begins with 0; see Remark

d=17
Here 17 is a full repetend prime, so all sixteen remainders coprime to
17 form a single cycle:

{2,3,13,11,8,12,1,10, 15, 14, 4,6,9, 5, 16, 7},

% =0.1176470588 235 294.

Table [] gives the full offset-ratio grid—all 15 nonzero offsets against
all 16 remainders. For example, starting at remainder 2 with offset 10,
we read off ratio 2, confirming

1 X p10(1176470588235294) = 2 x 1176470588 235 294.

This divisor also settles the puzzle we began with. Bronowski asked
for an integer whose single left rotation is exactly % times itself, which
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in the notation of Section 3 is an entry of % in the offset-1 row. Table
has one immediately, at remainder 2:

2 x p1(1176470588235294) = 3 x 1176470588 235294,

that is, py(z) = 1764705882352 941 = 2z

Repetend Digit 11 7 6 4 7 0 5 8 8 2 3 5 2 9 4
Intermediate Remainder 2 3 13 11 8 12 1* 10 15 14 4 6 9 5 16 7
Offset 1 3/2 13/3 11/13 8/11 3/2 1/12 10 3/2 14/15 2/7 3/2 3/2 5/9 16/5 7/16 2/7
Offset 2 13/2 11/3 8/13 12/11 1/8 5/6 15 7/5 4/15 3/7 9/4 5/6 16/9 7/5 1/8 3/7
Offset 3 11/2 8/3 12/13 1/11 5/4 5/4 14 2/5 2/5 9/14 5/4 8/3 7/9 2/5 3/16 13/7
Offset 4 4 4 1/13 10/11 15/8 7/6 4 3/5 3/5 5/14 4 T/6 2/9 3/5 13/16 11/7
Offset 5 6 1/3 10/13 15/11 7/4 1/3 6 9/10 1/3 8/7 7/4 1/3 1/3 13/5 11/16 8/7
Offset 6 1/2 10/3 15/13 14/11 1/2 1/2 9 1/2 16/15 1/2 1/2 1/2 13/9 11/5 1/2 12/7
Offset 7 5 5 14/13 4/11 3/4 3/4 5 8/5 T/15 1/7T 3/4 13/6 11/9 8/5 3/4 1/T
Offset 8 15/2 14/3 4/13 6/11 9/8 5/12 16 7/10 2/15 3/14 13/4 11/6 8/9 12/5 1/16 10/7
Offset 9 7 4/3 6/13 9/11 5/8 4/3 7 1/5 1/5 13/14 11/4 4/3 4/3 1/5 5/8 15/7
Offset 10 2 2 9/13 5/11 2 7/12 2 3/10 13/15 11/14 2 2 1/9 2 15/16 2
Offset 11 3 3 5/13 16/11 7/8 1/6 3 13/10 11/15 4/7 3 1/6 10/9 3  7/8 4/7
Offset 12 9/2 5/3 16/13 7/11 1/4 1/4 13 11/10 8/15 6/7 1/4 5/3 5/3 14/5 1/4 6/7
Offset 13 5/2 16/3 7/13 2/11 3/8 13/12 11 4/5 4/5 1/14 5/2 5/2 14/9 4/5 3/8 9/7
Offset 14 8 7/3 2/13 3/11 13/8 11/12 8 6/5 1/15 5/7 15/4 7/3 4/9 6/5 9/16 5/7
Offset 15 7/2 2/3 3/13 13/11 11/8 2/3 12 1/10 2/3 15/14 7/2 2/3 2/3 9/5 5/16 16/7

Table 4: Offset-Ratio Table for Divisor 17. The starred column’s repeating
block, 0588235294 117647, begins with 0; see Remark

7 Where This Leads

The general theory the puzzle belongs to rests on three things: a single
division, the cycle of remainders it runs through, and the observation
that rotating a repetend is only that division restarted one step further
along. Bronowski’s number is then one entry in one row of one table, and
the same table names every other ratio that divisor will support. What
lies past the edge of these tables is the question of which ratios can be
obtained at all, taking every divisor together. That is what Primrose
asked in 1955, and Corollary [6] answers it only as far as an unproved
conjecture allows.

Appendix: Generating Offset Tables

Every offset-ratio table in this paper (Tables [IH4) can be produced
by tedious calculation from the sequence of remainders left by a suitable
division. We produced ours with a short program instead, which will
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do the same for any divisor d coprime to 10. Its source code is publicly
available [7], and this appendix describes how it works.

Given d, the program partitions the remainders coprime to d into
cycles, each step carrying a remainder r to the remainder left by dividing
107 by d—the relation behind (3)—reading off each step’s repetend digit
as it goes, exactly as Section 5 does by hand for d = 21. Nothing in this
process assumes d is prime, so composite divisors fall out of the same
code path as prime ones, splitting into as many independent cycles as the
remainders require. For each cycle, the program builds its offset-ratio
table from the relation in Theorem [f] and expands every entry into the
corresponding equation B X pi(z) = A x x by rotating the cycle’s actual
digit string, so every table and equation in this paper can be checked
mechanically.

As the output grows past successive size thresholds, the program
writes the table to a file instead of the console, then eventually reports
only each cycle’s repetend digits, avoiding a table that would run to
gigabytes.
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Hratka s Cisly

Uloha.

Uvazujte libovolné nejvySe Ctyfmistné cislo, které mé alespon dvé
rizné ¢islice. (Pokud ma méné nez 4 ¢islice, doplitte ho nulami zepifedu.)
Cislice uspofadejte vzestupné, poté sestupné a odectéte mensi ¢islo od
vétstho. Proces opakujte a opakujte a opakujte... Napf. 5560 — 6550 —
556 = 5994 — 9954 — 4599 = 5355... Otazka zni: Co se stane?

Uloha z minulého ¢&isla.

Uvazujme néasledujici netradi¢né definovanou posloupnost piirozenych
¢isel (gn)5 . Jeji prvni ¢len je g1 = 290. Abychom vyrobili nasledujici
¢len, tak prvné prepiSeme nase ¢islo ve dvojkové soustavé nasledujicim
zptsobem: g; = 290 = 28 4 25 4 2.

Kdykoli se ve dvojkovém zapisu nékterého exponentu objevi expo-
nent vét8i nez 2, i tento exponent nahradime jeho dvojkovym zapisem.
Pokracujeme, dokud nedostaneme vyraz obsahujici pouze ¢&islice 1 a 2.
Ziskame tudfz nasledujici vyraz g; = 290 = 22”7 4 22°+1 4 2,

Nyni vezméme v8echny vyskyty ¢isla 2 v tomto zépisu, prepisme je
na 3 a od vysledku odec¢téme 1. Tim ziskdme druhy ¢len nasi posloup-
nosti: go = 33" + 3%+ 4+ 3 -1 =443 10%.

Abychom ziskali g3, vezmeme go, pFepiSeme do trojkové soustavy, na-
hradime vSechny 3 za 4 a od vysledku ode¢teme 1.

g2 =35 +3% 4 2=3"" 4 3541 4o,

gz =447 444"+ 40 1 = 3,23 10616,

Dalsi ¢leny g; generujeme analogicky. Vzdy prepiSeme naSe puvodni
gi—1 v soustavé i (véetné viech exponentii a exponentli exponentii atd.)
a nasledné vsechny instance ¢ nahradime za i + 1 a od tohoto vysledku
odecteme 1.

Je patrné, Ze tato posloupnost nabyva hodné vysokych hodnot opravdu
rychle. Ale jak je to s jejim limitnim chovanim? K jaké hodnoté se blizi,
kdyZz n roste nade vSechny meze? Je to nekone¢no? A to je pravé tkol
pro Ctenafe: Spocitejte limitu posloupnosti (gn )5 ;.

Odpovéd najdete v ¢lanku Jakuba Kuchafika: Diikaz vétsi neZ ne-
konecno, ktery konci u nuly. Autor ukaze, Ze posloupnost (g,)5% se
dostane po konefné mnoha krocich do nuly. A kdybychom pokracovali
odecitanim jednicky, bude tedy limita —oo.
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Nikdy nevite, k cemu vam bude matematika
za dvacet let

Tomds Jandik

Na obr. 1 je osm lidi. Cara mezi dvéma z nich znamené, Ze se znaji.

uzel stupen blizkost mezilehlost  vlastni vektor

A 2 0,469 0,100 0,358
B 3 0,536 0,450 0,408
C 1 0,341 0,000 0,161
D 3 0,536 0,300 0,516
E 2 0,417 0,000 0,401
F 3 0,469 0,150 0,502
X 1 0,250 0,000 0,000
Y 1 0,250 0,000 0,000

Obr. 1: Sit osmi lidi. Cara znamen4 vzajemnou vazbu. ,Dilezitost* v siti lze
méFit raznymi zptsoby: poctem pfimych vazeb, pramérnou vzdalenosti od
ostatnich, Cetnosti vyskytu na nejkratSich cestdch nebo napojenim na jiné

Dvojice X a Y je od zbytku sité odfiznuta. Priklad vychézi z [I].
Zkuste si polozit otazku, kterd zni jednoduSe: kdo z nich je v této siti
nejdulezit&jsi?
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takZe mame remizu. Mizeme se ale zeptat jinak. Kdo je v praméru nej-
bliz vSem ostatnim? Tam vedou B a D. Kdo nej¢asté&ji lezi na nejkratsi
cesté mezi dvéma jinymi lidmi, a miZe tedy nejvic ovliviiovat tok infor-
maci? Tam jednozna¢né vede B. A kdo je napojen hlavné na lidi, ktefi
jsou sami dobfe propojeni? Tam vychéazi nejvys D.

étyfi rozumné definice ,dilezitosti“ a t¥i rizni vitézové. V siti tedy
nestaci fict, ze je nékdo dilezity. Musime fict, jakym zptisobem.

Tenhle maly ptiklad pochézi z vyzkumu, do kterého jsme se pustili
kolem roku 2010. Bylo mi ¢tyficet, deset let jsem pusobil jako profe-
sor financi na University of Arkansas a mél jsem uz docela ustélenou
predstavu o tom, co ze svého matematického vzdélani skuteéné pouzi-
vam: statistiku, ekonometrii, programovani, matematické modelovani a
schopnost rozlozit slozity problém na mensi ¢asti.

Teorie grafii v tom seznamu nebyla. Ne proto, Ze bych ji podceiioval.
Mel jsem ji ve ¢tvrtém ro¢niku, nékdy v roce 1991, na Fakulté jaderné a
fyzikalne inzenyrské Ceského vysokého uéent technického v Praze (FJFI),
které studenti s laskou prezdivaji ,Jaderka“. U¢ila ji Edita Pelantova,
dnes profesorka na katedfe matematiky. Teorie graft patfila k pfedme-
tim, které mé bavily nejvic, a hodné na tom méla zasluhu pravé pro-
fesorka Pelantova. Jen mé nikdy nenapadlo, Ze by zrovna tohle mohlo
jednou nést kus mé kariéry. Byla to pro mé krasné matematika, u které
je ¢lovék rad, ze ji zné.

A pak jsem s jednou ze svych doktorandek sedél nad siti ¢tvrt milionu
manazerd a lamal si hlavu, jak zmérit, kdo je v ni vlivny.

Vzdyt tohle znam. Tohle je teorie grafu.

Jak se ¢lovek dostane od matematického inzenyrstvi v Praze k tomu,
7e o dvacet let pozdé&ji pomoci grafti méri vliv generalnich feditelt ame-
rickych firem?

Zacénéme od zacatku.

,»Sbohem, pane Jandiku*

Vyrostl jsem ve Svitaviach, ve mésté s asi dvaceti tisici obyvateli.
Na mistnim gymnaziu jsem patfil k tém studentiim, kterym skola §la
snadno: matematické a chemické olympiady, Sachy, samé jednicky. Byl
jsem zvykly byt jednim z nejlepsich.

Na Jaderce jsem rychle zjistil, ze skoro kazdy kolem mé byl na své
predchozi Skole také jednim z nejlepsich.
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K tomu je dobré dodat, jak tvrdy byl tehdejsi zacatek studia. U fady
predméti méla zkouska pisemnou a tstni ¢ast a projit bylo nutné obéma.
Na kazdy predmét mél student tii pokusy, a kdo je vyc€erpal, kon¢il na
fakulté. V mém ro¢niku nastupovalo na fakultu pfiblizné sto Sedesat
studentii, k promoci se jich dostalo néco pres Sedesat a velka Céast téch
ostatnich odpadla b&hem prvnich dvou let.

V prvnim semestru jsme méli matematickou analyzu a cvieni vedl
profesor Alois Apfelbeck, jedna z legendarnich postav matematiky na
FJFI, povéstny mimofadnou naro¢nosti. Muj prvni semestr ho zjevné
nepfesvedcil.

Pied zkouskovym obdobim se lou¢il s jednotlivymi studenty.

,Na shledanou.*

»Na shledanou.”

,Na shledanou.*

Pak prisel ke mné.

~Sbohem, pane Jandiku.*

Byl pfesvédceny, ze mé na jafe uz neuvidi.

Analyzou jsem nakonec prosel s odifenyma usima. Dostal jsem trojku,
ktera mi tehdy pripadala jako obrovské vitézstvi. Na jare byl profesor Ap-
felbeck docela prekvapeny, kdyZz mé znovu vidél. Do konce prvniho roc¢-
niku jsem se s novym prostiedim srovnal a zase zacal dostavat jednicky.
Nakonec jsem Jaderku dokon¢il s ¢ervenym diplomem, i kdyz k tomu
bylo podle tehdejsich pravidel potfeba onu zatracenou prvni trojku ad-
ministrativné vyskrtnout.

Byla to uzite¢na lekce. Nezhloupl jsem pres léto. Jen jsem se poprvé
ocitl mezi lidmi, ktefi byli doma také ,ti nejlepsi“. Talent a snadnost
nejsou totéz. To, Ze vam prvni semestr na opravdu dobré skole da po-
radné zabrat, nemusi byt dukaz, Ze jste si vybrali Spatné.

Matematika s Gcéelem

Matematika mé bavila vzdycky, ale nikdy jsem ji nechtél studovat jen
kvili ni samotné. Uz jako stfedoskolék jsem mél silnou potiebu neuzaviit
se prili§ brzy do jedné tizké profesni cesty. Chvili jsem uvazoval naptiklad
o biochemii, protoze mé lakala pfedstava chemie vyuzité v mediciné.

U matematiky jsem hledal totéz. Nakonec mé zaujal uz samotny na-
zev oboru Matematické inzenyrstvi. Ptelozil jsem si ho pro sebe jako
,matematiku s acelem*: matematiku jako néstroj pro reSeni skutecnych
problém.
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Béhem studia jsem proto hledal, kde se matematické modely daji
opravdu pouzit. N&jakou dobu jsem se pohyboval kolem projektu ma-
tematického modelovani ¢innosti lidského srdce a jeho mozného vyuziti
v diagnostice. Jiné cesty vedly k energetice, letectvi nebo fyzikalnim mo-
delim.

A pak prisel listopad 1989. Najednou se dramaticky rozsifila nejen
spole¢nost kolem nas, ale i mnozina problémi, na které se dala matema-
tika pouzit.

Slovnik, tabule a druhé misto

Zacal jsem chodit na ekonomické prednasky na Fakulté socialnich véd
Univerzity Karlovy a rychle zjistil, Ze analyza, algebra, optimalizace a
statistika nejsou jen pfedméty, které bylo potfeba na Jaderce zvladnout.
V ekonomii se z nich stavaly néastroje.

Kratce po revoluci se v Praze zacal formovat doktorandsky program
ekonomie zapadniho typu, dnesni CERGE-EI. Za jeho vznikem stali
mimo jiné Jan évejnar, dnes profesor na Columbia University, a Josef
Zieleniec, pozdé&jsi ministr zahrani¢nich véci Ceské republiky. Do Prahy
prijizdéli ucit $pickovi profesofi ze zahrani¢nich univerzit. Pro studenta
v Praze na zacatku devadesatych let to byla mimotfadné prilezitost. Mél
jsem jen jeden problém. Program byl kompletné v angli¢tiné.

Kdyz se mé Josef Zieleniec zeptal, jestli anglicky rozumim, odpovédél
jsem bez sebemensiho zavahani: ,Ano, samoziejmé.“ Ve skutecnosti jsem
rozumél velmi maélo.

Anglicky jsem se zacal vazné&ji ucit az béhem studentské stavky v listo-
padu 1989. Univerzity byly zaviené a ja béhem téch tydnu prosel uc¢ebnici
angli¢tiny pro samouky od prvni do posledni kapitoly. To ovSem ¢lovéka
nepfipravi na prednasku amerického profesora z mikroekonomie.

V piipravném semestru jsem proto pouzival jednoduchou metodu. Co
profesor napsal na tabuli, to jsem co nejpfesnéji opsal. Doma jsem pak se
slovnikem rekonstruoval, o ¢em prednéska vlastné byla. Ucebnice jsem
¢etl rychlosti asi pét nebo Sest stran za hodinu a mél jsem upifimnou
radost pokazdé, kdyz se na strance objevila rovnice nebo graf. Tém jsem
rozumél bez slovniku. Matematika mi tehdy fungovala jako spole¢ny ja-
zyk. Angli¢tinu jsem musel rychle dohnat, ale rovnice, diikkazy a logika
platily stejné v Praze jako v Americe.

O mista v programu soutézilo zhruba sedmdesat az osmdesat studentii
a pokracovat jich mélo asi dvacet az pétadvacet. Spal jsem néco pfes Ctyfi
hodiny denné.
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Skon¢il jsem druhy. Dodnes to povazuji za jedno z nejvétsich vitézstvi
svého studentského zivota. Ne kviili samotnému potradi, ale proto, Ze
na zac¢atku semestru jsem nékdy sotva rozumél otazce, kterou profesor
polozil.

Tohle vitézstvi mé oviem trochu uvrtalo do slozitéjsi prace. Diky indi-
vidualnimu studijnimu planu jsem nakonec v poslednich dvou ro¢nicich
na Jaderce studoval dva programy soucasné: matematické inzenyrstvi a
doktorandsky program ekonomie.

Rozhodnuti ve ¢étytriadvaceti

A znovu se objevila stejna otédzka jako na gymnéziu: co z toho vseho
vlastné chci délat?

Matematicky zaklad mi oteviral mnoho dvefi. Bavila mé mikroekono-
mie i teorie her, statistika ze mé udélala velmi silného studenta ekono-
metrie. Chvili jsem vazné uvazoval i o ¢isté teoretickych smérech.

Cista ekonometrie mé ale nakonec nelakala, a to presné z divodu,
ktery jsem znal uz ze st¥edni Skoly. Nechtél jsem vytvaret nové metody
odhadu. Chtél jsem je pouzivat na skute¢né problémy a skutecéné data.

~Matematika s tcelem” se tak po nékolika letech objevila znovu, jen
na vyssi irovni.

Postupné mi doglo, ze mé nejvic pritahuji finance. Na CERGE se tehdy
prakticky neucily a zaroven jsem si uvédomil, Ze jddrem doktoratu neni
absolvovani skvélych kurzt. Je jim disertace a dlouhodoba préce s lidmi,
ktefi vas vedou.

Ve ¢tytiadvaceti jsem proto udélal to, ¢emu jsem se do té doby dlouho
vyhybal: vybral jsem si jednu profesni cestu. Odjel jsem do Spojenych
statli na doktorat z financi na University of Pittsburgh.

Matematicka a ekonomicka priuprava z Prahy mi tam znovu vyrazné
pomohla. Ekonometrii jsem mél natolik silnou, Ze jsem ji nemusel opa-
kovat, finan¢ni teorie byla postavend na matematickém modelovani a
v teorii her jsem mohl stavét na tom, co jsem se naucil uz difve.

Jednim z mych profesori teorie her byl Alvin Roth, ktery pozdéji zis-
kal Nobelovu cenu za ekonomii. V jedné jeho zkousSce jsem nasel nejedno-
znacnost v zadani a vytesil dlohu obéma moznymi zptsoby. Za zkousku
jsem nakonec jako jediny dostal vice nez sto procent bodu. S trochou
nadsézky proto dodnes tvrdim, Ze jsem jednou nasel chybu v testu bu-
douciho nositele Nobelovy ceny.

Specializoval jsem se na podnikové finance a empiricky vyzkum, tedy
na hledani odpovédi pomoci realnych dat. Po doktoratu jsem se stal
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profesorem financi na University of Arkansas. Postupné jsem zkoumal
kapitalovou strukturu firem, faze a akvizice, corporate governance a dalsi
témata. Profesni cesta mé zavedla i k vécem, které bych jako stfedoskolak
urcité nepredvidal, napiiklad ke konzulta¢ni praci spojené s bankrotem
hokejového klubu Pittsburgh Penguins.

A tim se vracime k siti z avodu.

Ctvrt milionu lidi

Databéaze BoardEx obsahuje Zivotopisné informace o manaZerech a
¢lenech spravnich rad: kde studovali, kde pracovali a v jakych radéach
pisobili. Z téchto udaju lze vytvorit sit profesnich vazeb.

V naSem vyzkumu méla sit pro rok 2006 celkem 275 080 lidi propoje-
nych témér 9,8 milionu vazeb. Ptiblizné 96 procent lidi patfilo do jediné
obfi propojené komponenty; zbytek tvofily malé skupiny bez napojeni
na hlavni sit, podobné& jako dvojice X a Y na prvnim obréazku.

Obr. 2: Sit 275 080 manaZerd a ¢lend spravnich rad v roce 2006, propoje-
nych témér 9,8 milionu vazeb. Pro pfehlednost jsou jednotlivci seskupeni do
komunit. Vnéjsi prstenec tvoii malé skupiny bez napojeni na hlavni sit; husta
struktura uprost¥ed predstavuje hlavni propojenou komponentu. Zdroj: [I]

Do té doby se mnoho finanéniho vyzkumu soustiedilo na piimé vazby
mezi dvéma lidmi. Nés zajimalo néco jiného: co kdyz nezaleZi jen na tom,
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koho ¢lovék zna, ale také na tom, jaké misto zaujima v celé siti?

Pravé tady se hodily rtizné druhy centrality z tvodnfho obrazku: pocet
primych vazeb, vzdalenost k ostatnim, ¢etnost vyskytu na nejkratsich
cestach a napojeni na jiné dobie propojené lidi.

Ta posledni mira je matematicky asi nejhezéi. Chceme, aby dilezitost
Clovéka zévisela na dulezitosti lidi, na které je napojen. To zni kruhové:
abych spocital vasi dilezitost, potfebuji znat dilezitost vasich zndmych,
k té ale potfebuji znat dulezitost jejich znamgych.

V maticovém zapisu se problém elegantné uzavie. Oznac¢ime-li matici
sousednosti sité pismenem A, hledame vektor x a ¢islo A tak, aby

Ax = d\x.

Za miru centrality se bere vlastni vektor pfislusny nejvétsimu vlast-
nimu ¢islu matice A. U souvislé sité je tento vlastni vektor jednoznacny
az na nasobek a lze ho zvolit tak, aby vS8echny jeho slozky byly kladné,
coZ je presné to, co od miry diilezitosti chceme. Vzorec je stejny pro osm
uzlt i pro ¢tvrt milionu lidi. Méni se jen vypocetni naro¢nost: vypocet
blizkosti pro jediny rok nam na pocitaci s 84 GB paméti bézel v roce
2011 zhruba tyden.

Rozdily v sitovém postaveni mohou byt obrovské. Steve Ballmer, teh-
dejsi CEO Microsoftu, mél v roce 2006 v nasi siti 792 primych vazeb
a k ostatnim lidem se dostal v pruméru na 3,2 kroku. Rodney Sacks,
dlouholety CEO Monster Beverage, mél pfimych vazeb deset, k ostat-
nim potieboval v priméru 5,5 kroku a nelezel na nejkratsi cesté mezi
zadnymi dvéma jinymi ¢leny sité.

Pak prisla finanéni otézka.

Kdyz firma kupuje jinou firmu, jde ¢asto o transakci v hodnoté miliard
dolart a hlavni rozhodnuti stoji na vedeni kupujici spole¢nosti. Pfirozené
jsme Cekali, ze velmi dobie propojeny CEO bude mit lepsi informace, a
tedy bude délat lepsi akvizice.

Vysledek byl témér opaény.

Vysoce centralni CEO skutecné délali akvizice Castéji. Posun centra-
lity z 25. na 75. percentil souvisel s pfiblizné o 28 % vy8si pravdépo-
dobnosti akvizice. Zaroven ale stejny posun souvisel s poklesem vynosu
akcionara kupujici firmy o zhruba 3,4 procentniho bodu.

Proc¢?

Protoze sitové postaveni nepfinasi jen informace. P¥inasi také moc.

vvvvvv

viéi spravni radé, vétsi reputaci a vice moznosti. Velké obchody mu
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mohou pfinést vys$si odménu, vétsi firmu a publicitu, i kdyZ samotni
akcionari na obchodu nevydélaji. V naSem vyzkumu vysoka centralita
souvisela po akvizici také s priblizné o osm procent vyssi odménou CEO.

Vratme se k otézce z uvodu. Ptali jsme se, co znamend byt v siti
dilezity. Data odpovédéla nepiijemné: znamené to oboji najednou, lepsi
informace i vétsi moc. A ukazalo se, Ze ta druha slozka je silnéjsi.

Samoziejmé jsem si po dvaceti letech neoteviel stary seSit z teorie
grafii a nenaSel v ném hotovy vyzkumny projekt. Musel jsem se znovu
ucit a proniknout mnohem hloubéji do analyzy socialnich siti. Ale zéklad
z Jaderky mi dal néco podstatného: poznal jsem, jaky typ problému mam
pred sebou, a védél jsem, kde zagit hledat.

Vyzkum socidlnich siti se nakonec stal jednou z nejviditelné&jsich a
nejcitovanéjsich ¢asti mé védecké prace.

V roce 2015 jsem po mnoha letech napsal profesorce Pelantové a po-
dékoval ji za to, co mé kdysi naucila. Pfidal jsem radu, kterou jsem tehdy
formuloval trochu jako vtip: az se vas studenti zeptaji, k ¢emu ta teorie
grafi vlastné je, feknéte jim, Ze nikdy nevédi, co budou délat za dvacet
let, a at si schovaji v8echny poznamky.

Své poznamky mam po nékolika stéhovanich dodnes.

Kdyz jsem si v osmnacti vybiral vysokou Skolu, netusil jsem, ze skon-
¢im jako profesor financi v Americe.

Kdyz jsem kolem jednadvaceti studoval teorii graft, bavila mé, ale
nenapadlo mé, Ze pravé ona o dvé desetileti pozdé&ji otevie jednu z nej-

A jesteé tésné pred ctyFicitkou jsem si myslel, Ze uz presné vim, které
¢asti svého matematického vzdélani profesné pouzivam.

Ve v8ech tfech piipadech jsem se mylil.

Neslo pfitom o to, ze bych néktery prfedmét podcenil. Slo o to, ze jsem
nedokazal odhadnout, ktery z mnoha dobrych nastroji se jednou ukéze
jako mimoradné dulezity.

Nechci z toho délat univerzalni radu. Nékteri lidé presné védi uz v se-
dmnacti, ¢emu se chtéji vénovat, a udélaji dobie, kdyz se do toho pusti
naplno.

J4& jsem takovy nebyl.

Védél jsem dvé véci: ze mé bavi matematika a Ze ji chci pouzivat
k FeSeni skuteénych problémii. A soucasné jsem si nechtél piilis brzy
zaviit dvefe.
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Matematické inzenyrstvi mi dalo vzdélani dost Siroké na to, abych
mohl prejit od matematiky k ekonomii, od ekonomie k financim a nako-
nec k oblasti, ktera v dob& mého studia jesté prakticky neexistovala.

Dnes se zabyvam zase jinymi otazkami, napiiklad strukturou dodava-
telskych fetézctl, propojenymi finan¢nimi skupinami nebo dopady sankci
na firmy. A ani ted nevim, kterou ¢ast matematiky, kterou jsem se ucil
pred tiiceti ¢i pétatiiceti lety, budu jesté potiebovat.

Dobré vzdélani vam nemusi fict, ¢im méate byt.

Nékdy je jeho nejvétsi hodnotou pravé to, ze vam dovoli tu odpovéd
jesté dlouho nehledat.

Tomds Jandik, profesor financi na University of Arkansas

Literatura

[1] El-Khatib, R., Fogel, K., Jandik, T.: CEO Network Centrality and Merger
Performance. Journal of Financial Economics, ro¢. 116 (2015), s. 349-382.
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Jan Marek Marci (Johannes Marcus Marci)
*13. 6. 1595, 110. 4. 1667

Tvo Kraus a S'tefan Zajac, FJFI C'VUT, Praha

V chronologickém vyétu Ceskych fyziki mé Jan Marek Marci misto
nejprednéjsi, a vyjimeény je také jako osobni lékar (fyzikus) ceskych
krala Ferdinanda III. a Leopolda I.

Az do roku 1601 zil v rodném Lanskrouné, poté v Litomysli, kde
také ziskal zakladni vzdélani. St¥edni skolu (jezuitské gymmnézium) na-
vitévoval v Jindfichové Hradci (1608-1612), univerzitu v Olomouci a
v Praze. Bylo mu jednadvacet, kdyZz se stal na olomouckém vysokém
uceni magistrem filozofie, a tficet, kdyz na prazské lékarské fakulté ob-
h&jil doktorskou disertaci Lékafskd disputace o vrozeném temperamentu
a ctvefici tézkych chorob, epilepsii, zdvrati, mrtvici a obrné. (Stejné jako
vS8echny dalsi Marciho védecké spisy byla i Lékarskd disputace napsana
latinsky.) Dilo vzbudilo zna¢nou pozornost, protoze jeho autor nehledal
pric¢inu epilepsie v posedlosti zlym duchem nebo d'ablem ani ve zvlastni
bozské prizni, ale pojednal o ni jako o nervovém onemocnéni

Cesky Hippokratés

V roce 1625 se z talentovaného absolventa prazské lékarské fakulty
stal jeji profesor, nejdfive mimotfadny, za dalsich pét let féxdny Pozdéji
byl jako dékan né&kolikrat v jejim Cele, v roce 1662 ¥idil dokonce celou
univerzitu. Zarovei s jmenovanim profesorem prevzal Marci také povin-
nosti zemského fyzika, tj. hlavniho hygienika kralovstvi. O naroc¢nosti i
nebezpecich takového ufadu za tricetileté valky nemize byt nejmensich
pochyb. Staéi si jen uvédomit, ze pii epidemiich moru, a ten v obdobi
1625-1666 vypukl v Praze celkem devétkrat, ¢ernych nestovic, tyfu i
dalsich nemoci ztstévala tehdejsi 1ékaiskd véda témeér bezmocna.

Jako lékar byl Marci na svou dobu velmi pokrokovy; odmital tehdy
modni pousténi zilou, pouzivani drastickych projimadel, doporucoval po-
hyb a mi¢ové hry na Cerstvém vzduchu, dobfe kofenénou stravu i mnohé

1 Udalosti neklidnych let stavovského povstani, bélohorské porazky i nasledujicich
represi Zivotni osudy Jana Marciho (jako katolika) v obdobi jeho prazského studia
(1617-1625) nijak vyznamné& neovlivnily.

2)V této dobé se ozenil. Jeho #Zivotni druzka pochézela z italské rodiny brusic¢u
drahych kamena. Méli pét déti, t¥i syny a dvé dcery.
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dalsi radosti zivota. K jeho proslulosti neobyc¢ejné pfispélo i uzdraveni
znamého Ceského jezuitského literata, historika, zemépisce a pedagoga
Bohuslava Balbina (1621-1688) nakaZeného roku 1655 ¢ernymi nestovi-
cemi. Marci, ktery navstivil pacienta v dobé, kdy se ostatni 1ékaii uz
vzdali jakékoliv nadé&je na vyléceni, pouzil pry jakysi novy neznamy lék
pripraveny ve vlastni 1ékarné a netradi¢ni metody rekonvalescence. Kdyz
se slavny ¢esky ucenec z t€zké nemoci zotavil, vénoval svému zachranci
dékovnou bésen a souc¢asnikim i pfistim generacim spisek nazvany PFipo-
menuti lékarskd hledici k udrZent zdravi, sepsand z rozprdvek ddvérnijch
drZengich s nejvyjznamnéjsim lékatem svého véku a ceskym Hippokratem
Markem Marcim.

Obr. 1: Pamétni deska na domé& U Zelené lipy v prazské Melantrichové ulici
¢. 12, kde Jan Marek Marci zil v letech 1635-1667; na desce jsou symbolicky
zobrazeny jeho zajmy — studium duhy, kvadratury kruhu, krevniho obéhu, razu
kouli aj. (foto I. Kraus)

Diky Balbinovi ztstaly uchovany i nékteré Marciho osobni gastrono-
mické zkuSenosti: ,,UZ t¥icet let tomu bude, co se fidim timto pravidlem:
la¢ny se najim, dokud se fadné nenasytim, pak pohar vina uslechtilého
(nebot pivo nepiji) zvici jednoho prazského Zejdliku (0,35 litru) jednim
douskem vyprazdnim, az zaslzim. Po kratkém oddechu jesté ptl poharu
vypiji a po néjaké dobé dousek... Mezitim pak vzacny vina duch vze-
stoupi a mozek ponékud zahieje.“ Kromé poharu byla pry pravidelnym
Marciho spole¢nikem také vodni dymka. Tabak k holdovani této tehdy
jesté malo bézné nefesti ziskaval od jezuitt, ktefi jej do Evropy ptivazeli
ze svych jihoamerickych misijnich cest.
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Uspéchy v lékaiské praxi mu oteviraly dvefe do slechtickych domii i na
cisaisky dviir. Za zasluhy pii obléhani Prahy Svédy na konci t¥icetileté
valky, kdy poméahal organizovat studentské ozbrojené oddily a v Klemen-
tinu ziidil obvazisté, ve kterém oSetfoval zranéné z obou nepratelskych
stran, byl dekretem cisafe Ferdinanda III. prohlaSen roku 1654 osobou
stavu vladyckého a zemanského. Od té doby pfipojoval ke svému jménu
piidomek z Kronlandu

Diky pili a vyjimeéné paméti mohl ¢ist knihy psané Cesky, némecky,
italsky, francouzsky, Spanélsky, latinsky, fecky, hebrejsky a arabsky. Ve-
lice vzdélany byl i ve filozofii, mediciné, matematice, fyzice, astronomii
a dalsich pfirodnich védéach. Svédectvim jeho encyklopedickych znalosti
je filozoficky spis z roku 1662 Ve ve vSem aneb Obnovend stard filozo-
fie. Pojednava v ném o usporadani vesmiru, podstaté rostlin a Zivoc¢ich,
o magnetismu, o pfilivu a odlivu a jinych pfirodnich jevech, o nadpfiro-
zenych bytostech, lécich a jedech, lé¢eni nemoci, Zivoté a smrti aj.

Své nejvyznamnéjsi lékaiské dilo Teorie tvircich ideji aneb predpoklad
a odhaleni oné skryté sily, kterd semena oplodriuje a z nich organickd
tela utvdir (1635) vénoval otézce podstaty Zivota, rozmnozovani zivoci-
chti, vyvoji embrya a dédi¢nosti. Takové myslenky byly oviem v rozporu
s oficidlnim ucenim cirkve i antickych autorit.

Obr. 2: Postovni znamka vydana k pétistému vyro¢i narozeni Jana Marka
Marciho

Matematik a fyzik

7 problému ¢isté matematickych Marciho upoutala kvadratura kruhu,
tloha zkonstruovat pomoci kone¢ného poc¢tu kroku pouze kruzitkem a
pravitkem (bez stupnice) ¢tverec o stejném obsahu, jaky méa dany kruh.
Dokud nebylo v roce 1882 dokazano, Ze jenom s kruzitkem a pravitkem se

3)Nézev Kronland vymyslel Jan Marcus Marci; jedna se o presmycku ze slova
Landskron, novéjsi verze jména Landskrone, které pfi svém zalozeni ve druhé poloviné
tfinactého stoleti dostalo vychodoceské mésto Lanskroun.
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tento problém FeSit nedé, vénovali mu vSichni slavn{ matematici mnoho
usili. Marci se kvadraturou kruhu zabyval ve spisech O dmérnosti po-
hybu pFimocarych obrazci a kvadratuie kruhu na zdkladé pohybu (1648)
a Labyrint, v némz je predvddéna cesta ke kvadratuie kruhu vice zpiisoby
(1654). Jeho konstrukce byly zaloZeny na tom, Ze plochu kruhu pokryval
obrazci, jejichz obsah lze uréit.

Svou prvni knihu o fyzice vénoval Marci mechanice. Vysla v roce 1639,
mé nazev O dmérnosti pohybu a je vibec prvnim &eskym fyzikalnim
dilem. Jeho nejdulezité&jsi ¢ast se tyka srazek kouli. Podle sméru rych-
losti kouli Marci rozlisuje raz pfimy a Sikmy, podle materidlu, z néhoz
jsou koule zhotovené, raz pruzny, nepruzny nebo kiehky. Stejné rozdé-
leni prenési i do mediciny: kost se miZze po narazu pruzné restituovat,
trvale deformovat, pfipadné prasknout. Kromé obecnych zakonitosti sra-
zek kouli jsou v knize TeSeny i takové tlohy, jako odraz mice od stény,
mnohonasobny odraz plochych kaménkii na vodni hlading (Zabky) nebo
tloha karambolu, tj. splnéni podminek, za nichz jedna z kouli po narazu
do druhé stejné stojici koule zasdhne kouli tfeti. Byl prvni, kdo dospél
k zavéru, ze pfi vzajemnych srazkach dvou kouli nejsou podstatné jejich
rozméry, ale hmotnost, rychlost a vlastnosti latky, z niz byly zhotoveny.

V roce Vestfalského miru 1648 vydala prazskid Akademicka tiskarna
Marciho Knihu o duze. Neni ovSem vénovana jen vlastnostem duhy, ale
i ohybu svétla na malych otvorech, prekazkach, dratku, hrané a miizce;
pojednava také o podstaté ohné, plamene, svétla svatojanskych musek,
o optickych jevech v atmosfére, krystalizaci, barvirskych technologiich a
mnoha dalsich vice ¢ méné optickych problémech Diky tomuto spisu
je Marci povazovan za jednoho ze zakladatelt spektroskopie. Skoda jen,
7ze v dobé, kdy Kniha o duze vznikala, jeSté neznal zakon lomu svétla.
O dva roky pozdéji (1650) dokondcil astronomickou praci O zemépisné
délce aneb rozdilu mezi dvéma poledniky a jejim urcovdni podle skutec-
ného pohybu Mésice k danému pozorovacimu dni; dilo je vénované Spa-
nélskému kréli Filipovi. Navrzené metody byly vSak pro praktické vyuziti
pii zdmoiskych plavbach piilis komplikované.

A7 po Marciho smrti se dockaly vydani jeho spisy Rdd mysli aneb
tvaha lékatskd, filozofickd a optickd (o podstaté, vzniku a pFi¢inach epi-
lepsie, vnimani, pfedstavivosti a paméti) a Ortho-Sophia aneb Obecnd

4V kapitole o barvé mydlovych bublin napsal: ,Mohlo by se zdét, e zkoumani
bublin je nehodné muze a Ze by spiSe pfisluselo malym chlapcim. Ja jsem si vSak
jisty, Ze nic neni nehodno filozofa, co vede k poznani pravdy. Ignorovat pfi¢iny je pak
tim horsi, ¢im se véc zda prostsi a vSedné&jsi.“
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nauka o ndrazu, v niz jsou zevrubné vysvétleny podivuhodné vlastnosti
vznikani, pfirody, pokroku, sil, impulsu, jak u Zivocichu, tak i v teku-
tinach a v pevnych télesech; Ortho-Sophii pfipsal ,k uzitku a potéseni
lékarim, matematikim a filozofim*.

Sva posledni 1éta stravil mezi knihami, v odlou¢enosti od vefejného
zivota. Koncem roku 1666 se jeho zdravotni stav zacal horsit, ztracel
zrak, az nakonec zcela oslepl. Za nékolik mésicti (10. dubna 1667) pobé-
lohorsky ucenec splitujici predstavy o renesan¢ni v8estrannosti a zaroven
prvni autor ¢eskych fyzikdlnich monografii zemiel na mozkovou mrtvici.
Pohiben byl v Klementinu; podle nékterych prament v kostele sv. Sal-
vatora, podle jinych je mistem jeho posledniho odpocinku od 18. stoleti
barokni kostel sv. Klimenta.

Prestoze za t¥icetileté valky evropsti védci mnoho prilezitosti k na-
vazani kontaktt mezi sebou neméli, jméno prvniho ¢eského fyzika ne-
bylo za hranicemi nasi zemé neznamé. S jistotou se da tvrdit, Ze o jeho
pracich védéli jak Galileo Galilei (1564-1642), tak nizozemsky matema-
tik a astronom Christiaan Huygens (1629-1695). A objevitel krevniho
obéhu Anglican William Harvey (1578-1657) se s nim dokonce setkal,
kdyz jako ¢len anglické diplomatické mise krale Karla I. Stuarta cestoval
v roce 1636 pfes Prahu do Vidné. Dochovala se rozsahla Marciho kore-
spondence s vyznamnymi polyhistory 17. stoleti, prfedevsim s jezuitskym
ucencem Athanasiem Kircherem (1602-1680) a Spanélskym spisovatelem
a diplomatem, ¢lenem cisterciackého fadu Janem Caramuelem z Lobko-
vice (1606-1682) ]

V Anglii byl nazyvan prazskym Hippokratem a ¢eskym Platonem a
je velmi pravdépodobné, ze mu proslula Kralovska spole¢nost (RS, The
Royal Society of London for Improving Natural Knowledge, zal. 1660)
chtéla nabidnout své ¢lenstvi. Dokladem je vzpominka anglického 1ékate
a cestovatele Edwarda Browna (1644-1708), ktery byl v roce 1667 po-
véfen sekretafem Kralovské spoleénosti Henrym Oldenburgem (1618 az
1677), aby se pii své evropské cestd pokusil s Marcim navazat kontakt.
Protoze Brown dorazil do Prahy teprve v listopadu 1669, ulozeny tukol uz
splnit nemohl: ,,Za svého pobytu v Praze mél jsem velkou zadost pozdra-
viti slavné medicum a philosophum Johannem Marcum Marci a pohnouti
jej, aby si s Kralovskou spole¢nosti englickou dopisoval, nez uslysel jsem,

5)Preklad Marciho dochované udenecké korespondence z latiny do &estiny vysel
poprvé v roce 2024. Jedna se o soubor 61 dopist z let 1640-1666, které obsahuji
vétsinou debaty o dobovych tématech z oblasti fyziky, jazykovédy, alchymie a dalich
disciplin.
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ze tomuto svétu jiz vale dal k zalosti ndramné u¢enych muzi v této zemi
iv jinych.”

Jako 1ékar si Marci vychoval fadu zaki; bohuzel zadného, ktery by po-
kracoval ve fyzikalnich vyzkumech. Tak se stalo, ze mnohé, na co prisel
prvni, museli pozd&ji znovu objevit Robert Boyle (1627-1691), France-
sco Maria Grimaldi (1618-1663), Robet Hooke (1635-1703), Christiaan
Huygens, Isaac Newton (164371727)@ a dalsi. Teprve ve dvacatém sto-
leti zacaly byt zasluhy nejvétsiho ¢eského pobélohorského fyzika znovu
mezindrodné uznavany.

Katetina Solcové
Magda Krélovd
Zdenék Zalud (s
KORESPONDENCE
JANA MARKA
MARCIHO

Z KRONLANDU

E

Obr. 3: Obalka piekladu dochované uéenecké korespondence Jana Marka Mar-
ciho (nakl. Filosofia, Praha 2024)

Prvenstvi Jana Marka Marciho v dé&jinach ¢eské fyziky uz nikdo ne-
ohrozi. Pfesto si zaslouzi alespon pfipomenout dvé jména svétové uzna-
vanych ucenct, ktefi vyuzili moznosti uplatnit u nas svij talent a jesté
pred Marcim posunuli hranici lidského poznani v pfirodnich védach.

Georgius Agricola (1494-1555), ptivodem ze zapadniho Saska, po stu-
diich v Italii ptsobil v letech 1526-1531 jako lékar a lékarnik v krusno-
horském Jachymové. Intenzivné se zde rovnéz zabyval geologii a vytvoril
velky encyklopedicky spis Dvandct knih o hornictvi a hutnictvi (De re

6)Podle nékterych prament Marciho experimentalni vysledek, Ze ,pfi dopadu bi-
lého, barvorodého paprsku na optické rozhrani se svétlo zhustuje a zfeduje, a tim
vznika barevné spektrum®, uvedeny v Knize o duze (1648) pievzal Newton bez udani
zdroje do své Optiky (1704). Je tifeba ale dodat, Ze Marci sice z bilého svétla ziskal
spektrum, slozit z néj naopak bilé svétlo se uz nepokusil.
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metallica libri XII, 1555), ktery byl pfeloZzen do mnoha jazykd, v roce
1933 i do cCeStiny.

Legendarni Johannes Kepler (1571-1630) piigel do Prahy také od
nasich némeckych sousedi. Zpoc¢atku (1600-1601) spolupracoval se slav-
nym danskym astronomem Tychonem Brahem, po jeho smrti byl az do
roku 1612 cisafskym matematikem na dvore Rudolfa I1. Mezi védeckymi
spisy, které béhem prazského pobytu dokondil, jsou nejen veledila o ast-
ronomii (Novd astronomie, 1609) a optice (Dopliiky k Vitelliovi, v nichZ
je poddna optickd cdst astromie, 1604; Dioptrika, 1611), ale i nevelké po-
jednani Novorocni ddrek aneb O hexagondlnim snéhu, 1611) povaZzované
za pocatek déjin védecké krystalografie.

Jan Marek.

Obr. 4: Jan Vilimek (1860-1938): Jan Marcus Marci, kresba z roku 1889
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Pro¢ se razostroj prestava odrazet aneb
synchronizace prostfednictvim nepruznych srazek

Michal Rizek, INSA Lyon, Francie

Abstrakt. Premysleli jste nékdy, pro¢ se kulicky v razostroji samovolné
synchronizuji? Podle fyziky by se pfece mély pouze odraZzet. Ve skute¢nosti
existuje jednoduchy fyzikilni argument, ktery vysvétluje nevyhnutelnou syn-
chronizaci tohoto pohybu. Ctéte dal a odhalte, jaky mechanismus je skryty za
timto chovanim.

1. Uvod

Réazostroj je symbolem klasické mechaniky tak, jako je ozubené kolo
symbolem inzenyrstvi, zkumavka chemie, Petriho miska biologie nebo
dalekohled astronomie. Jeho obraz zdobi titulni stranky ucéebnic fyziky a
jeho modely stoji na stolech na univerzitach po celém svété. Toto malé za-
Fizeni, pojmenované v angli¢ting po Isaacu Newtonovi (Newton’s cradle),
pravdépodobné vynalezl jeho predchidce, francouzsky uc¢enec Edme Ma-
riotte (1620-1684). Jeho tcelem bylo jasné ilustrovat zakony zachovani
hybnosti a kinetické energie.

Pokud si koupite nep¥ilis kvalitni rézostroj, nebo se jej pokusite sami
postavit jako autor tohoto ¢lanku, muze vas ¢ekat neptrijemné piekva-
peni. Razostroj se sice zpocatku chova tak, jak pfedpovidali slavni ucenci
17. stoleti, tzn. ze kulicky si pii kazdé srazce vyménuji své rychlosti, ale
pomérné zédhy dojde k necekané zméné — kulicky se od sebe pfestanou
odrazet. Misto toho se synchronizuji, takze ke srdzkdm nedochézi. Mozna
proto vétsina experimenti pred zvidavym mladym publikem konéi dfive,
nez k tomuto okamziku dojde. Pokud pfesto budete v experimentu po-
kracovat a pozorny student se zepta: ,,Pro¢ uz kulicky neodskakuji?«,
tento ¢lanek by vam maél poskytnout odpovéd.

2. Pruzna a nepruzna sréi

Nez se ponofime do problému synchronizace, je vhodné pfipomenout
nékolik znamych faktt o razu izolovanych kouli. Pro jednoduchost uva-
zujme koule o stejné hmotnosti m pohybujici se po pfimce orientované

DPozn. red.: V &eském prostredi se rozliSuje ,dokonale nepruzné srazka® pro po-
hyb spojenych téles po srazce a ,nedokonale pruzné srazka‘ pro pripad popisovany
v ¢lanku.
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podél osy z. Leva koule bude mit vzdy index 1 a prava index 2. Rych-
losti kouli p¥ed srazkou budeme oznadovat v; a v, a po srazce v a vy

(obr. 1).

Obr. 1: Koule pfed srazkou

2.1 Pruzna srazka

Dokonale pruzna srazka se ¥idi dvéma zakony zachovani: zadkonem
zachovani hybnosti a zakonem zachovani kinetické energie. Matematicky
jsou vyjadfeny pomoci rychlosti pfed a po srazce takto pomoci rovnic

(1) a (2).

Zakon zachovani Rovnice

hybnosti m(vy +vy ) =m(vy +v5) (1)
energie F((0r)? + (12)%) = (0> + (12)*)  (2)
Vyjadieni vy z rovnice (1) a jeho dosazeni do rovnice (2) vede po

urc¢ité upravé k nasledujici kvadratické rovnici pro neznamou vf‘:

(v)? —of (v] +vy) +vyvy =0. (3)

Tato rovnice méa dvé feSeni (uvazujeme, Ze v; > v, , jinak ke srazce
nedojde):
vy vy (v —vy)

2
Je uvazovidno pouze jedno z téchto TeSeni, a sice vf = v, . Po zpét-
ném dosazeni do (1) a vypoctu vy lze vyjadiit FeSeni problému srazky
v maticovém tvaru takto:

(Vi 2 =

v 01 (v @)
ol |vy |
U2 Vg

Rovnice tika, ze koule 1 a 2 si vyménuji rychlosti. Pokud je druha
koule v klidu, ziskd po sraZce stejnou rychlost jako prvni, zatimco prvni
se zastavi. Toto atraktivni chovani razostroje se také priblizné reali-
zuje u razu kulecénikovych kouli. Co se ale stane, kdyz srazka neni zcela
pruzna?
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2.2 NepruzZzna srazka

Béhem nepruzné srazky se zachovava pouze hybnost (1), zatimco ki-
netickd energie se nezachovava, ale zmengsuje se. Cast se ztrati a pievede
do jinych forem energie Pro vyjadreni nepruzné povahy srazky byl
vyvinut poloempiricky zékon restituce. Soustava rovnic nyni zni (po vy-
nechani hmotnosti m):

Konstantni hybnost v +vy = v vy (5)

Zakon restituce e(vy —vy ) =vs —vf (6) ’

kde e je koeficient restituce, jehoZz hodnota je mensi nez jedna. Tento
koeficient zavisi pfedevsim na kvalité srazejicich se kulic¢ek, jejich doko-
nalém zarovnani a dalSich faktorech. Tento koeficient byl pro razostroj
experimentalné stanoven hned nékolika autory ([3, 4, [5]).

Stejnou metodou jako dfive, tj. kombinaci rovunic (5) a (6), lze vyja-
diit vysledné rychlosti po srazce jako linearni kombinaci rychlosti pied
narazem v maticovém tvaru takto:

vy 1 |1—-el+4e| |vg M vy T
v; 211+el—ce Uy vy

Vsimnéme si, Ze rovnice se pro e = 1 stava rovnici . Jinymi slovy
rovnici pro pruznou srazku. Podivejme se nyni, jak tato mala dprava
vede k synchronizaci razostroje po nékolika naslednych narazech.

3. Synchronizace razostroje

3.1 Pouziti linedrnitho modelu srdzky

Uvazujme nyni typicky zacatek srazkového experimentu s razostro-
jem. Necht rychlost prvni kulicky je v (v; = v), zatimco rychlost druhé
kuli¢ky je nulova (v; = 0). Po prvni srazce se rychlosti kuli¢ek 1isi v zé-
vislosti na uvaZovaném piipadé (pruZny vs. nepruzny):

Rychlost koule 1 Rychlost koule 2
po narazu vf' po narazu v;'
Réz pruzny (A) 0 v
Réz nepruzny (B) 0,5(1 —e)v 0,5(1+e)v

Tabulka 1: Rychlosti po prvnim narazu dle modeli

2)Napiiklad na trvalou deformaci, vibrace a teplo.
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Rozdil mezi témito dvéma piipady je schematicky znézornén na obr. 2.
V nepruzném piipad€ vidime, Ze si prvni koule udrzuje i po srazce malou
dopfednou rychlost. Uvidime, jak tato mald zména nevyhnutelné vede
k synchronizaci razostroje.

Pred srazkou m v
/

Po srézce (A) .

Y

Po srazce (B) 0,5(1 + €)v

.y
>

D (B
ré CRG

0,5(1 —e)v

Obr. 2: Rychlosti po prvni srazce v pfipadé pruzného (A) a nepruzného (B)
razu

Nez ale budeme pokracovat, stanovme si hypotézu o narazech, které
nasleduji po prvnim. Pokud pfijmeme aproximaci matematického kyva-
dl pak k druhému narazu dojde pfesné na stejném misté, jako doslo
k prvnimu, ovSem s obracenymi vektory rychlosti. Jestlize tedy vektory
rychlosti sméfuji po prvni srazce doprava, budou smérovat pred druhou
srazkou doleva. V realném experimentu to neni uplné pravda, ale pro
jednoduchost dalsi analyzy tuto hypotézu zachovejme. Definujme tedy

- ot
vektor [Zl} jako vektor rychlosti pfed ¢-tou srazkou a vektor “1}
2 dq 2 dq

jako vektor po i-té srazce. S ohledem na hypotézu matematického kyva-
dla jsou nasledné vektory propojeny nésledovné:

iy v
M o M ; )

Znaménko minus znaéi jiz zminénou zmeénu orientace rychlosti v di-
sledku zpétného kyvani kyvadla.

3)Matematické kyvadlo je idealizované kyvadlo tvorené hmotnym bodem zavése-
nym na nehmotném a neprotazitelném vlakné, které kmita bez tfeni v homogennim
tihovém poli. Skute¢né kyvadlo se mu blizi, jsou-li rozméry zavazi malé ve srovnani
s délkou zavésu a hmotnost zavésu zanedbatelna.
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Jeden elegantni zpiisob, jak ukizat, ze synchronizace musi nastat, je
podivat se na vlastni ¢isla a vlastni vektory ,kolizni* matice M (defino-

vané rovnici @) Po kratkém algebraickém vypoctu lze zjistit, ze vlastni
¢isla a vlastni vektory jsou:

Vlastni &slo \ A = —e \ Ay =1

1 1
Vlastni vektor q, = l 1 g, = L}
-1

Tabulka 2: Vlastni ¢isla a vlastni vektory kolizni matice M

Nyni tyto vlastni vektory a vlastni ¢isla pouzijme. Bez Gjmy na obec-
nosti predpokladejme, Ze pred srazkou lze vektory rychlosti rozlozit na
prostor definovany vlastnimi vektory takto:

-
l 1_] = a1q; + a2qy.

U2
Rychlosti po srazce lze ziskat pouzitim rovnice nésledovné:

+ -
v v

i =M || =a Mg +a:Mg, = a1 \iq; + azlag, =
U2 1 UQ 1

= a1(—e)q; + a2q,.

Zde jsme pouzili vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice M,
viz tabulka 2. U druhého réazu a s vyuzitim rovnic a @ ziskame:

+ - +

v v v
[ i] = [ 1] =-M [ 11 = ai(—€’)gq; — azq,.
vy ], vy |, vy |,

Podobné, pokud vezmeme v avahu tieti srazku, dostaneme:

+
v
l i] = =on(=e")q + 0.
&) 3
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Koneéné, pro n-tou sréiku

vl
L=+ () g <
vy |
2 n+1 n+1 1
~ pro velké n ~ (—1)" " aagy, = (-1)" " s . (10)
1

Z rovnice (|10) vidime, Zze pokud e < 1, nékolikeré srazky potlaci po-
hyb souvisejici s vlastnim vektorem g,. Pohyb podél vlastntho vektoru
g, na druhou stranu neni srazkami ovlivnén a z dlouhodobého hlediska
se razostroj synchronizuje podél tohoto vektoru. To znamena, Ze jiz ne-
dochézi k zadnym néarazim, protoZe obé€ rychlosti maji stejnou ampli-
tudu a orientaci. Co se nakonec stane s kinetickou energii? Evidentné
se nesnizi az na nulovou hodnotu. V naSem pfipadé s pocateénimi rych-
lostmi [Zl } = [0]; plati, ze rozklad do vlastnich vektort je nasledujici
2

a1 = ay = v/2. Kinetické energie na zacatku a p¥i synchronizaci jsou
dany v tabulce 3.

Kinetické energie

Zagatek imu? (11)
Synchronizace Tmu? (12)

Tabulka 3: Kinetické energie na zacatku a béhem synchronizovaného pohybu

vz

Kinetické energie se tedy pii synchronizaci snizi na polovinu.

Dalsi propracovanéjsi modely srazky a synchronizace jsou prezento-
vany v [II, 2], ale tento jednodussi model byl zvolen pro ilustraci zaklad-
nfho konceptu tohoto jevu.

3.2 Pouziti Lagrangeovych multiplikdtori

Existuje alternativni a pomérné jednoducha metoda, kterd ukazuje, ze
k synchronizaci musi nakonec dojit, pokud uvazujeme nepruzné srazky.
Problém lze formulovat nésledovné. Najdéme rychlosti dvou kouli, které
spliiuji zakon zachovani hybnosti, ale minimalizuji kinetickou energii sys-
tému. To je rozumny pfedpoklad, protoze energie pii nepruznych sraz-
kach muze byt pouze ztracena, takze by mélo existovat minimum (mozné
i nula), kam systém bude sméfovat. Problém je matematicky definovan

Y Dikaz této rovnice lze snadno provést matematickou indukei.
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takto:
Podminka pro hybnost ‘ v+ Uy =0 (13)
Funkce pro minimalizaci (energie) ‘ F=v?+v3=2E/m (14)

Nalezeni extrému funkce F'(vy,v2) podrobené omezeni (13) lze vyfe-
§it tzv. Lagrangeovymi multiplikitory. Misto hledani extrému funkce
F(v1,v9) hledame extrém funkce

L(v1,v2,A) = F(v1,v2) — AM(v1 + v2 — v). (15)

Extrém funkce L(v1,va, A) nalezneme tak, Ze najdeme bod, kde se vSechny
jeji parcialni derivace rovnaji nule:
oL oL oL

oy 0. Gy, =22 0.

—v1 — v +v=0.
(16)

Regenim soustavy rovnic je opét nas predchozi vysledek synchroni-
zovaného pohybu, tzn. v; = v = v/2

1.2
linie konstantni hybnosti
K / linie konstantni energie
>
Rl =,
e mv?/2
04t ‘
02l bod synchronizace % )
mv?/4
0 . ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
vilv

Obr. 3: Vysvétleni Lagrangeova multiplikdtoru. Zde hleddme minimum funkce
kinetické energie, pficemz feSeni omezujeme konstantni hybnosti (Gervena
¢ara). Bod znéazorhuje extrém.

5)Pozn. redakce: V tomto jednoduchém pripadé vidime, Ze plati F' = Uf + v% =
= (v —v2)? +v3 = 202 — 2vvg +v% = 2(v2 — v/2)? 4 v2/2. TudiZ minima nabyva F
pro vg = v/2 = vy.
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4. Experimentalni studie

Otéazkou ziistava, do jaké miry model odpovida realité — odpovéd na
ni d& jednoduchy experiment, ktery lze provést s jakymkoli rdzostrojem
a modernim smartphonem.

Pomoci zpomaleného videa (slow motion) a volné dostupné aplikace
(napf. Tracker) je mozZné s dostatecnou presnosti méfit polohu a rychlosti
kuli¢ek v ¢ase. Obr. 4 ukazuje rychlosti kuli¢ek od zaCatku experimentu.
Nejdiive dochazi k velkym sréazkam, pficemz celkova kinetickd energie
s kazdym nérazem klesa. Po pouhych 8 sekundach v8ak dochézi k témér
aplné synchronizaci. Obé kulicky maji stejnou rychlost, a i kdyz se po-
hybuji spole¢né, jejich kineticka energie klesa jen velmi pomalu.

3

T
«——25m/s

Zoéna razu koule 2

- n
- =:

o

‘“ f;\ il | ﬁ ﬂm f /CR i J‘\ M ﬁ/\ NN
Annmnnn

v

Rychlosti [m/s]
' —
—
—
s}é—i—
=i}
—_
—_—

Synchronizace -

Obr. 4: Experimentalné naméfené rychlosti kyvadla na podomécku vyrobeném
razostroji. Lze pozorovat pokles pfiblizné o polovinu poc¢ateéni rychlosti.
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5. Zavérem

Zavérem lze tici, Ze razostrojem lze demonstrovat nejen zakony za-
chovani hybnosti a kinetické energie, ale také synchronizaci dvou mecha-
nickych systému. Synchronizace dynamickych systémi je sama o sobé
zajimavou disciplinou (dalsi pfiklady viz [0]). Pongkud prekvapivé je
nelinearita (neidealnost) spolu s disipaci energie dynamickych systémit
¢asto nezbytnou podminkou pro vznik synchronizace.

Nebud'te smutni, pokud se vas rézostroj neodrazi donekonecéna tak,
jak jste si predstavovali. Neni to vada, ale jen dusledek hlubsiho vhledu
do fyzikalni podstaty mechanického razu.
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Co se déje v CERNu

Matéj Tonka, FJFI CVUT

Evropska organizace pro jaderny vyzkum CERN je jedna z nejprestiz-
néjsich instituci v oblasti vyzkumu jaderné a ¢asticové fyziky. Areal sto-
jici na hranici dvou lenskych stati, Francie a Svycarska, v Zenevském
kantonu pobliz méstecka Meyrin na Svycarské strané a na tzemi obce
Saint-Genis-Pouilly na strané francouzské, je vyzkumné stiedisko zamé-
fené na vyzkum v oblasti jaderné a ¢asticové fyziky. I pfes to, Ze je CERN
organizace proslula diky medialni a popkulturni pfitomnosti, je dobré si
pripomenout nékolik zakladnich informaci o této Mekce soucasné védy.

Myslenka CERNu se zrodila v letech po 2. svétové vélce v hlavach ev-
ropskych védci. Diky odlivu mozkt z Evropy at uz kvili obavam z per-
zekuce nebo z nevole se tCastnit ozbrojeného konfliktu, Evropa prisla
o status védeckého centra. Kdyz v roce 1949 Louis de Broglie pfisel
s napadem zaloZit organizaci, ktera by soustiedovala $pickovy vyzkum
a mezinarodni spolupraci stata v Evropé, mél se tento tipadek obratit
k lepsimu a znovu poskytnout Evropé ztracenou prestiz. Béhem nésledu-
jicich let se véci davaly do pohybu, coz vyvrcholilo v roce 1951 usnesenim
UNESCO, které davalo stavbé a zfizeni organizace pro jaderny vyzkum
zelenou. Nedlouho poté, v roce 1953, vzniklo usneseni, které mimo jiné
zavazovalo ¢lenské staty k prispévkim a podilu na vyzkumu v nové orga-
nizaci. V roce 1955 byl kone¢né polozen prvni stavebni kimen, ale prvni
prace na zafizeni zapocaly o rok dfive.

V roce 1957 spustil CERN svtij prvni urychlovaé, synchrocyklotron.
Ten je urcen hlavné k urychlovani iontti, pro lehké cCastice, jako jsou
elektrony, nenf idealni. Do detailii nemusime zabfhat, protoze o par let
pozdéji, v listopadu roku 1959, byl spustén protonovy synchrotron (PS).
Dalsi urychlovace ptibyvaly, v roce 1976 byl spustén super protonovy
synchrotron (SPS) a o 13 let pozdégji velky elektron-pozitron urychlova¢
(Large Electron-Positron collider LEP), synchrotron uréeny ke kolizim
elektronii a pozitroni, v jehoz tunelu dnes stoji velky hadronovy urych-
lova¢ (Large Hadron Collider — LHC), ktery byl spustén v roce 2008.

Soucésti CERNu je nékolik experimenti, tedy skupin védcu ¢itajicich
nékolik tisic osob z celého svéta, ktefi se podileji na stejném vyzkum-
ném cili. Nékteré experimenty jsou detektory na LHC, zkoumajici stavy
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hmoty po velkém tiesku nebo produkci exotickych ¢astic, jako naptiklad
toroidalni detektor ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS), velky iontovy
experiment ALICE (A Large Ion Collider Experiment), LHC krasa LHCb
(LHC beauty) nebo CMS (Compact Muon Solenoid). Dalsi experimenty
se tykaji ostielovani terc¢u jako napiiklad AMBER nebo experimenty pro
vyzkum antihmoty jako AEGIS. V CERNu se také nachazi zafizeni na
testovani detektorit a materiali, napiiklad zafizeni na cilené ozafovani
TRRAD, které vyuZiva svazek protoni k ozafovani vzorka nejraznéjsich
materiala.

Historie CERNu ale sahé dale, nez by se mohlo na prvni pohled zdat.
Rozmach jaderné a c¢asticové fyziky v prvni poloviné dvacatého stoleti
je hlavnim davodem, pro¢ tato organizace byla zaloZena. A potom ne-
smime zapomenout na urychlovace, jejichz vyvoj, diky stale pfisnéjsim
pozadavkum vyzkumu jader a ¢astic, rychle padil kupfedu. Svym zpiso-
bem zapocala cesta Evropské organizace pro jaderny vyzkum uz v roce
1944, kdy byl vyvinut prvni synchrotron, typ urychlovace, ktery vyuziva
LHC v CERNu.

Urychlovaée v CERNu

V CERNu je a v minulosti bylo mnoho rtznych typi urychlovaca.
V soucasné dobé jsou pro CERN dilezité dva typy; synchrotron a linearni
urychlova¢. Tyto dva typy dominuji v oblasti ¢astic, kterou se CERN
zabyva.

Obr. 1: Schéma nejjednodussiho linearniho urychlovace — oranzovy trojuhelnik
reprezentuje zdroj Céstic, Cervend Sipka potom svazek Castic letici urychlova-
¢em. Modré valce reprezentuji jednotlivé trubice, které jsou pfipojené na vy-
sokofrekvenéni zdroj st¥idavého napéti. Cela aparatura je uzaviena ve vakuové
komofte, reprezentované zelenym obdélnikem.

Linearni urychlova¢ je druh urychlovace, ktery vyuZiva vysokofrek-
venéni zdroje k urychleni subatomarnich ¢astic. Aparatura sestava ze
zdroje napéti a kovovych trubic (modré valce na obr. , kterymi sva-
zek Castic proléta. Trubice jsou napojené na zdroj stfidavého napéti tak,
ze ve chvili, kdy se svazek nachézi v prostoru mezi trubicemi, je jedna
nabita kladné a druha zaporné a CGéstice ve svazku je tim urychlovana.
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Uvnitf trubice je potom svazek stinén od elektromagnetického pole, aby
se C¢astice vyhnula fazi urychlovaciho napéti, ve které by byla zpomalo-
vana. Protoze svazek postupné zrychluje, trubice se zvétsuji, aby zustal
urychlovany svazek ve fazi s napétim tak, Ze stéle zrychluje. Prakticky si
to lze predstavit na zrychlujicim autu projizdé&jicim tunelem. Aby auto
vzdy stravilo v tunelu stejnou dobu, musime kazdy dalsi tunel natahovat.
V linearnim urychlovaéi jde o ten samy princip. Skute¢né urychlovace
v CERNu jsou komplikovanégjsi, ale tento klicovy koncept zistéava stejny.
Jediné, co je pridédno navic, jsou radiofrekvenéni dutiny. Trubice linear-
niho urychlova¢e od urcité frekvence vysilaji energii jako antény. Tato
skutecnost vede ke ztratdam energie, které nejdou pii vyssich energiich
zanedbat. Tim, Ze celé zafizeni dame do dutiny, drzime energii uvnitf sys-
tému a pii vhodné volbé frekvence lze tuto energii vyuzit k urychlovani.
Linearni urychlova¢e pouziviame k prvotnimu urychleni ¢astic z nizkych
energii (a tedy i rychlosti).

Druhym typem urychlovace, ktery CERN vyuZziva, jsou synchrotrony.
Synchrotron je kruhovy urychlovaé uréeny k urychlovani ¢astic na rela-
tivistické rychlosti (rychlosti blizké rychlosti svétla ¢). Tento urychlovag¢

zménou magnetického pole drzi ¢astici na kruhové trajektorii o konstant-
nim poloméru (obr. [2)).

Obr. 2: Schéma synchrotronu. 1 reprezentuje piichozi ¢astice, které jsou do
urychlovace vstfikovany, 2 misto, kde jsou Céstice urychlovany, 3 kvadrupélové
magnety, 4 dipélové magnety a 5 misto, kde jsou ¢astice bud vynaSeny ven
nebo kde se mohou dva svazky sréazet.
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Protoze napiiklad LHC dosahuje energii jednotek TeV (teraelektron-
volt, jeden teraelektronvolt je p¥iblizné 1,6-10~7 J), je potieba vytvofit
velice vysoké gradienty magnetického pole v magnetech, které fokusuji
svazek. Kromé dipolovych magnetii (vyobrazenych na obr. [2 jako 4),
které slouzi ohybani, obsahuje synchrotron kvadrupolové magnety (na
obr. [2| jako 3), interakéni bod nebo kicker (na obr. 2| jako 5 — zélezi na
typu zafizeni, obrazek je pouze zjednoduSeni) a misto, kde urychlujeme
svazek (na obr. vyobrazeny jako 2). Castice je proto urychlovana v jed-
nom bodé na obvodu celého urychlovace a zbytek zafizeni slouzi k udrzeni
svazku na kruhové draze. Kvadrupolové magnety pouzivame k fokusaci
svazku, ¢imz svazek drzime v p¥i¢ném prufezu stale na kruhové trajekto-
rii. Svazek nejsme schopni fokusovat v obou pfi¢nych smérech najednou,
proto musi jit dva kvadrupolové magnety po sobé, abychom mohli fo-
kusovat v obou smérech. Aby byla zajisténa fokusace v obou p¥i¢nych
smérech, musi magnety jdouci po sobé byt otofené vici sobé tak, aby
probihala vysledna fokusace v obou smérech. Toto je zobrazeno na obr. 3

O

1

1

1
Obr. 3: Dva po sobé jdouci kvadrupolové magnety, které se pouzivaji v LHC.
Cerné 8ipky jsou magnetické indukéni ¢ary a Cervené Sipky reprezentuji smér,
kterym je svazek fokusovan. Obrazek prevzat z [1].

Situaci si lze predstavit jako pouzivani hadice na zalivani kvétin. Po-
kud tsti hadice zméac¢kneme mezi dvéma prsty, hadice se ve sméru, ve
kterém mackame, zplosti a ve sméru kolmém na smér mackani roztahne.
Voda potom vytvori v&jif a proud se roztahne do stran a smrsti se ve
sméru mackani. V urychlovacich takto mackédme jak vertikalné tak ho-
rizontalné, aby proud pomyslné vody mél co nejmensi praiez. Urychlu-
jeme pomoci radiofrekvenc¢nich dutin, které funguji na stejném principu
jako linedrni urychlova¢. Kicker slouzi k plnéni nebo vytahovani (ex-
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trakei) ¢astic z urychlovace. Obvykle jsou synchrotrony doplnény o line-
arni urychlovag¢, ktery slouzi k prvotnimu urychleni, protoze synchrot-
rony nelze pouzit k urychlovani takiikajic od nuly.

Synchrotrony pouzivaji védci pro dva ucely. Prvnim je zafizeni zvané
collider, kterym je naptiklad velky hadronovy urychlovaé¢. Jak uz nazev
napovida, jedné se o synchrotron urcéeny ke srazkdm c¢astic. V collideru
méame dva svazky ¢astic, které urychlujeme separatné a na uréitém bodé
v urychlovaéi jim umoziujeme interagovat na misté zvaném interaction
point, ktery v collideru reprezentuje ¢erveny kruh na obr. 2] V tomto
bodé poustime svazky proti sobé a snazime se srazit co nejvice ¢astic.
Castice v collideru nejsou urychloviny v jedné urychlovaci duting, ale
jedna se o dva synchrotrony vedle sebe nebo na sobé. Vzhledem k tomu,
o jak malych rozmérech mluvime, trefime se jenom malym mnoZstvim
celkového poctu ¢astic ve svazku, pfi energiich jako na LHC to ale staéi.
Dalsi vyznam synchrotronu je storage ring, doslovné prelozeno jako ucho-
vavaci prstenec. Tento typ urychlovace slouzi k tomu, kdyz svazky nesra-
Zime, ale potfebujeme za néjakym tucelem nékolik hodin drzet svazek na
urc¢ité energii. Diky tomu muZzeme svazek postupné na cil poustét tak,
jak potebujeme. Céstice potom odchazeji kickerem, ktery je na obr.
reprezentovan Cervenym kruhem.

Oba typy urychlova¢i se pouzivaji i v jinych odvétvich, napiiklad
v mediciné pro protonovou terapii. Lze vidét, ze urychlovace nejsou jen
h¥i¢kou hrstky védci, ale pomahaji lidem v kaZdodennim Zivoté.

Kudy cestuje svazek

Pokud bychom v LHC chtéli urychlit proton, nase cesta zapo¢ne v tla-
kové lahvi s vodikem. Vzijeme se ted do situace, kdy mtZeme jako pozo-
rovatelé cestovat s jednim konkrétnim protonem, i pfes to, Ze tato mo-
delova situace je diky zadkontim mikrosvéta nerealizovatelnd. Zac¢iname
zaporné nabitym iontem vodiku, ktery pomoci linedrniho urychlovace
Linac4 urychlime na 160 MeV. Pfed dalsim urychlovanim oc¢eSeme z elek-
tronového obalu vSechny elektrony, ¢imz dostaneme kladné nabity iont,
coz je proton. Odted uz pouzivame k urychleni jen synchrotrony. Tento
proton vstoupi do Proton Synchrotron Boosteru (PSB), kde je urychle-
nim na 2 GeV pripraven na vstup do PS a urychlen na 26 GeV. Dalsim
krokem je urychleni v SPS, kde dosahne svazek energii az 450 GeV. Poté
protony vstoupi do LHC, kde jsou dva svazky urychlovany v opa¢nych
smérech, aby bylo mozno provést srazku v interakénim bodé. V. LHC
dosahuji protony energii az 7 TeV.
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V CERNu se ovSem pouzivaji i jind jadra neZ jenom jadra vodiku.
Ke studiu kvark-gluonového plazmatu musi védci pouzivat jadra téz-
§ich prvka, napf. olova. Jadra olova jsou produkovana vypafovanim a
naslednym vybojem v plynu olova. Ionty produkované timto zptisobem
jsou potom urychleny na Linac3 a v nizkoenergetickém iontovém prs-
tenci LEIR (Low Energy Ion Ring). Z tohoto urychlovaée putuji dale po
stejné cesté jako protony.

Objemy dat z jedné srazky dosahuji nepfedstavitelnych rozméru. Diky
tomu musi kazdy z detektoru pouzivat systémy, které t¥idi data ihned
po zaznamenani srazky a triggery, které rozhoduji o tom, jaka srazka
se zaznamena a jaka je vyhozena jako neplatna nebo nechténéa. Fyzicky
k tomu slouzi mnoho poddetektori, které poskytuji informace nezbytné
pro uéinéni této volby. Cely systém potom funguje jako Svycarské ho-
dinky.

Kompletni systém urychlova¢i v CERNu je zobrazen na obr. [4

The CERN accelerator complex
Complexe des accélérateurs du CERN
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Obr. 4: Komplex urychlova¢a v CERNu. Obrazek pfevzat z [2].
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K ¢emu je LHC dobré

Zatim jsme odpovédéli na otazku jak, otdzkou pro¢ jsme se moc ne-
zabyvali. Cilem textu je informovat vice o metodach nez o cilech, oboji
je ale stejné dulezité. Co se tedy déje na LHC a proc je to dobré?

Na obr. [ jsou vidét hlavni experimenty LHC, ALICE, ATLAS, CMS
a LHCDb. Kazdy z téchto experimentu slouZi k jinému tucelu, ale vSechny
pokryvaji oblasti nejmodernéjsitho vyzkumu v &asticové fyzice od po-
chopeni struktury vesmiru po velkém tfesku po studium temné hmoty.
Kromé LHCD jsou v8echny experimenty stavény tak, ze detektory obklo-
puji cely bod, kde spolu dva svazky interaguji.

ALICE vyuziva nejmodernéjsich zptsobii detekce nabitych ¢astic ke
studiu kvark-gluonového plazmatu. Kvark-gluonové plazma odpovidé sku-
penstvi, ve kterém se nachazela hmota bezprostiedné po velkém tiesku,
a to znamend, ze na LHC kolizemi iontd olova studujeme podminky a
nahlizime do minulosti vesmiru. Projekt zaznamenal prvn{ data z olovo-
olovo (tak se oznacuje srazka dvou svazki tvorenych jadry olova) srazky
v roce 2010, od té doby uéinil mnoho uspéchi ve studiu této oblasti
fyziky.

Z trochu jiného soudku jsou ATLAS a CMS. Oba experimenty se za-
byvaji studiem Higgsova bosonu, ktery byl potvrzen v roce 2012, nebo
¢asticemi, které jsou kandidaty na temnou hmotu. Tyto experimenty se
soustfedi na studium produktii srazek svazki. Oba experimenty maji
stejné cile, ale jejich metody se lisi stavbou nejdulezitéjsi komponenty
aparatury — magnett, které ohybaji trajektorii nabitych ¢astic vyprodu-
kovanych ve srézce, z ¢ehoz lze urcit charakter produkti srazky.

LHCDb se také lisi od ostatnich svymi cili. LHCb se zabyva studiem
konkrétniho kvarku b, takzvaného krasného kvarku. Castice obsahujici
tento kvark jsou takzvané pivabné a umoziuji ndm studovat, v jakych
procesech je CP symetrie naruSena nebo chovani hmoty a antihmoty.
Namisto obklopeni celého bodu interakce jednim detektorem, v tomto
experimentu se védci zaméFuji na produkei &stic ve sméru svazku. Cés-
tice pii kolizi nejsou produkovany jen okolo bodu srazky, ale i ve sméru,
ve kterém prilétaji. Studujeme tedy pasazéry uvnitf ¢astic, ktefi nebyli
pripoutani a vyletéli béhem srazky ven z nabité Castice.

Vsechny tyto experimenty i mnoho dalsich a hlavné védci se zazemim
v CERNu pfispéli svymi objevy védecké komunité i Siroké vefejnosti.
Objevy pienagect slabé interakce W* a Z° bosony nebo objev Higgsova
bosonu prispéli k pochopeni svéta a fyziky standardniho modelu, coz je
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nejkompletnéjsi teorie popisujici mikrosveét, kterou fyzika zna. Poznatky
o chovani a vyrobé antihmoty pfispivaji k védé a komerénimu vyuziti
v mnoha sektorech. A v neposledni fadé World Wide Web je dilem fyzika
zaméstnaného v CERNu.

Vsechny tyto objevy a poznatky piinéaseji dalsi a dalsi otézky. Co je
to temné hmota? Jsou to snad prenaSe¢i temné hmoty? Co nastalo po
velkém tfesku a jak se tehdy hmota chovala? Pro¢ pozorujeme ve vesmiru
vice hmoty nez antihmoty? To jsou v8echno problémy, se kterymi se
potyka soucasné véda véetné pracovnikt v CERNu. Dvefe této komunity
jsou otevieny kazdému, kdo méa chut badat, a proto je mozné, ze néktery
ze Ctenaru téchto fadkt by mohl pfispét k prilomu v nékterych z otazek,
nad kterymi si dne$ni véda lame hlavu.
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Rekonstrukce jedné z prvnich sraZzek iontd olova na LHC v roviné ortogo-
nalni na trajektorii iontli zaznamenanych detektorem ALICE. (zdroj: https:
//commons.wikimedia.org/wiki/File:Alicelead3.jpg)
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Hustota Cerné diry

Jan Vesely, Planetdrium Praha

Cerna dira je objekt s velkou hmotnosti, tudiz gravitaci, kter4 je kon-
centrovana do malého poloméru. Plyne z toho, Ze ¢erna dira mé také
extrémni hustotu! Nebo je to jinak? Pojdme se na problém podivat pro-
stfedky stredoskolské fyziky.

Vyjdeme ze vztahu pro ,polomér ¢erné diry“. Zname jej jako Schwarz-
schildiv polomér nebo také polomér horizontu udélosti. Je to hranice,
7z niz je tnikové rychlost rovna rychlosti svétla ve vakuu. Odvozeni vztahu
z vySe uvedené podminky a z Newtonova zékona ponechédme na ¢tenafi,
je pomérné jednoduché.

Schwarzschildiv polomér Rs:

2GM

5 -

Rg =
&

Hustotu spoéitame (s vyuZitim vzorce pro objem koule):

M 3M
TV T mR
M je v obou vztazich hmotnost télesa (Gerné diry). Pro vytvoreni zaklad-
ni predstavy staci pocitat se zaokrouhlenymi hodnotami gravitaéni kon-
stanty G = 6,7-107" m3.s72.kg ™! a rychlosti svétla ¢ = 3-10% m-s~ .

Zatnéme klasickou otazkou: Jaky je polomér ¢erné diry o hmotnosti
Zemé?

Hmotnost Zemé je Mz = 6 - 102* kg. Schwarzschildiv polomér pro
¢ernou diru o této hmotnosti je:

2.6,7-10711.6.10%

- -3 _
(3'108)2 =9-107° m =9 mm.

Rsz =

Hustota takové ¢erné diry pak vychazi:

3-6-10%

= = = =292.10% kg-m~3.
4z 729 -10-9 &-m

ORSZ =
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To je opravdu extrémné vysokd hodnota. A co teprve Cerna dira
o hmotnosti Slunce, tedy Mg = 2 - 10%° kg, coz je t¥istatisickrat vetsi
hmotnost, nez ma Zemé.

Schwarzschildiv polomeér:

2.6,7-10711.2.10%

_ - 3 _
Rgs = (3. 10°)2 =3-10° m = 3 km.
Hustota:
3.2.10%
=" =218-10" kg-m>.
ORSS An 27109 ) g-m

To je o jedenact fadt méné! Zda se tedy, ze hustota ¢erné diry s ros-
touci hmotnosti klesa. Mnozi jisté jiz feSenf této ,zahady“ vidite na prvni
pohled.

Vratme se ted zpét na zacatek a dosadme vztah pro Schwarzschildav
polomér do vzorce pro hustotu. Nejprve vyjadiime Rg a prevracenou
hodnotu:

s 8GEM3 1 b
Ry=—F%—= o5 = gomnps
c R; 8G°M
a dosadime:

3M 3M S 30 1

T 4mR3 T 32:mGAMP T 32GP M?

0

Vidime, Ze hustota ¢erné diry klesé s druhou mocninou jeji hmotnosti:

1
N

Pojdme ale pro zajimavost jesté spocitat hustoty ¢ernych dér v cen-
trech galaxii. Vyuzijeme toho, Ze v rovnici pro hustotu ¢erné diry roze-
psané do dvou zlomki se v prvnim zlomku vyskytuji pouze konstanty,
a tudiz staci hodnotu hustoty ¢erné diry o hmotnosti Slunce vynasobit
faktorem 1/M?, pokud hmotnost galaktické ¢erné diry vyjadifme jako
nasobek hmotnosti Slunce (Ms), coZ je obvykla praxe. Tedy

1

0SG = ORSS * W

0

Hmotnost ¢erné diry v jadru nadi Galaxie je Mg = 4,2 - 105Ms.
(4,2 miliontt hmotnosti Slunce). Dosazujeme tedy tak, Ze vySe vypocita-
nou hustotu gerné diry o hmotnosti Slunce (1,810 kg-m~2) nasobime
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pfevracenou hodnotou druhé mocniny hmotnosti galaktické ¢erné diry
vyjadFenou jako nasobek hmotnosti Slunce (coz je bezrozmérny faktor),
a tim se vypocet zjednodusi:
1

—— =1,0-10% kg-m~3.
(4,2-106)2 &
To je stale jesté velmi vysokd hodnota, tisicindsobek hustoty vody. Ale
pozor! V jadrech galaxii nachazime i opravdové velediry. Napt. hmotnost
Cerné diry M87* v galaxii Messier 87 — prvni, u niz se podafilo pomoci
radioteleskopii ,yyfotografovat® akreéni disk, ktery ji obklopuje — &ini 6,5
miliardy hmotnosti Slunce, tedy Mg = 6,5 - 10° Mg. Jeji hustota je

1
(6,5-109)2

To je ptiblizné tietina hustoty vzduchu za normalnich podminek!!

orsc = 1,8 10"

orss7 = 1,810 =0,43 kg-m 3.

Obr. 1: Zmény v akre¢nim disku v okoli ¢erné diry M87*, ktery pozorujeme po-
moci sité radioteleskopti zapojenych do projektu Event Horizon Telescope. Jde
o pozorovani v polarizovaném radiovém zafeni na frekvenci 230 GHz. (zdroj:
eventhorizontelescope.org)

Zavér

Atribut extrémni hustoty je ¢erné dife ¢asto pfipisovan. Vede k tomu i
predstava vzniku ¢ernych dér gravitaénim zhroucenim jader velmi hmot-
nych hvézd do malého objemu. Ukazali jsme ale, Ze je to ponékud zava-
dé&jici pohled na véc. Podstatné je hlavné to, Ze jsme pocitali priiomérnou
hustotu oblasti ohrani¢ené horizontem udélosti. Nicméné tato hodnota
ve skuteCnosti nema valny fyzikalni smysl. Schwarzschildiv polomér neni
rozmérem télesa v klasickém smyslu. Ur¢uje horizont udalosti, tedy hra-
nici, zpoza niz neunikne ani svétlo. Prostoro¢as uvnitf horizontu je navic
silné zakfiveny, a proto v tomto pfipadé nelze jednoduse uplatnit archi-
médovskou koncepci hustoty jako podilu hmotnosti a objemu.
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