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MATEMATIKA

Nékolik slov k zobecnéni, a tedy porozuméni,
Pythagorové vété

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V této kratké poznamce, adresované skoldm, odhalime kofeny tvr-
zeni, znamé pod jménem Pythagorova Véta Té je pozorné vénovan
¢lanek [1].

Tento prispévek za¢néme dvéma obrazky. Prvni z nich zobrazuje a
dokazuje pythagorejské tvrzeni pro podobné obdélniky.

A B
S(ACGH) + S(CBKL) = S(ABEF)
Obr. 1

Toto tvrzeni je dale zobecnéno a znazornéno na druhém obrazku pro
zcela libovolné trojihelniky.

D Pythagoras ze Samu #il v 6. stoleti pi. n. 1. Pythagorova véta byla zndma, alesponi
v konkrétni formé, uz o fadu stoleti dfive v Babylonii, Egypté, Ciné a Indii.
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S(CAD) + S(BCE) = S(ABF)

Obr. 2

1. Prvni obrézek je urcen volbou bodu A, B,C a D, tj. volbou pra-
vouhlého trojihelniku ABC' a kolmici k zékladné AB vedenou z bodu
C. tsetky DH a DK jsou rovnobézné s odvésnami trojihelniku ABC
a strany obdélniki ACGH a C'BKL obdrzime prodlouzenim odvésen
a konstrukei jejich protilehlych rovnobéznych stran. VyuZzijeme téz kol-
mosti usecek. Tak napt. z toho, ze usetka AF je kolma na tisecku AB
a AH je kolma na AC, plyne, ze [AHAF| = |[XCAB| a Ze tedy troj-
thelniky ABC a AFH jsou podobné. Stejnym zpusobem zjistime, ze
trojuhelniky AFH, EBK, DCL a CDG jsou shodné. Téz trojahelniky
ABC a FED jsou shodné a jsou podobné trojuhelniku AF H.

7 ptedeslych tvrzeni vyplyvaji rovnosti pro poméry délek tsecek

|AH| _|AC| . |AC| |AB|
AF| — |AB]” Y J4H| ~ |AF|
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a tedy obdélniky ACGH a ABEF jsou podobné. Analogicky
|BK| |BC]| . |BC| _|BA|
IBE| — [BA" " |BK|~ |BE|
odkud plyne, ze obdélniky CBK L a ABEF jsou podobné.
Tim jsme dokazali prvni ¢ast nasledujiciho tvrzeni.

Véta 1. Obdélniky ACGH, CBKL a ABEF na obr. 1 jsou podobné a
jegich obsahy jsou svdzdny pythagorejskou rovnosti

S(ABEF) = S(ACGH) + S(CBKL).

Dukaz druhé ¢asti véty je jednoduchy. Uvazujme pétiahelnik ABEDF
a tyto jeho ¢asti: rovnobéZniky ACDF a BCDE a shodné trojuhelniky
ABC a FED. Jelikoz obsah rovnobézniku je dan souc¢inem délky strany
a vysky, plati S(ACGH) = S(ACDF) aS(CBKL) = S(CBED), a tedy

S(ABEF) = S(ABC) + S(ACDF) + S(CBED) — S(FED) =
— S(ACGH) + S(CBKL).

2. Véta 1 si zasluhuje zobecnéni. Jedno takové je zobrazeno na obr. 2,
ktery téz naznacuje jednoduchy dukaz. Zde je tsecka DK rovnobé&zna se
stranou AC a tsecka EK se stranou BC'. Stejné dlouhé usecky CK, AH
a BG jsou rovnobézné. AFBH je rovnobéznik.

Véta 2 Necht ABC je libovolny trojihelnik, AC'D libovolny trojihel-
nik sestrojeny nad stranou AC o BCE libovolny trojuhelnik sestrojeny
nad stranou BC'. Obr. 2 ilustruje rovnost

S(ABF) =S(CAD) + S(BCE).
Dikaz je napodobeninou diikazu véty 1:

S(ABF) =S(BAH) = %S(BAHG) =

1

— J[S(BAHKG) - S(GHK)| = %[S(BAHKG) — S(BAC)] =

—~

[S(CAHK) + S(CBGK)] = S(CAK) + S(BCK) =
= S(CAD) + S(BCE).

| —

2) Autorem této vty se ve formulaci s rovnobé&zniky udava Pappus z Alexandrie,
vyznacny Fecky matematik zijici ve 4. stoleti.
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Véta 2 otevira cestu k fadé tvrzeni popisujicich specialni pripady, kdy
trojuhelnik ABC je rovnoramenny, rovnostranny ¢i pravouhly a trojuhel-
niky CAD a BCE jsou podobné, shodné ¢ pravouhlé atd. VySetfovani
takovychto specialnich piipadt vzbuzuje u zéka zdjem o matematiku.
Jednoduchym ptikladem zde miize byt pfipad, kdy trojuhelnik ABC je
rovnoramenny a trojihelniky CAD a BC'E jsou podobné. Umite v tomto
pripadé popsat trojihelnik ABF? Pomuckou pii feSeni téchto , hiicek*
miiZze byt odkaz na https://www.geogebra.org/m/vwqgcef3.

Literatura

[1] Dlab, V.: Krdtky piibéh o obecném tvaru Pythagorovy véty. Rozhledy
matematicko-fyzikdlni, ro€. 94 (2019), ¢. 4, s. 8-15.

Pythagorova K-véta prof. Jiftho Bouchaly

Anguli per animalia

Martina gkorpilovd, MFF UK Praha

Mezi zakladni dovednosti z oblasti planimetrie patii vypocty velikosti
uhlid, které se vazi k rovinnym utvartm. NiZze predkladame t¥i priklady
na procviceni této problematiky, které vyzaduji znalost vlastnosti ahla
prislusejicich mnohothelniktm.
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Pii feSen{ vychézejte pouze z jednoznaéné danych dat (pokud napf.
u dvou usecek s jednim spoleénym krajnim bodem véahate, zda lezi na
piimce, nebo ne, tento fakt nevyuzivejte). Upravena zadani (napi. bez
Gisel stranek Casopisu) pripravend k vyuziti pii vyuce jsou dohledatelna
na webové strance [I]. Hodné radosti a aspéchii pii feseni uloh!

Priiklad 1. Pocetné urcete velikosti uhla «, B, 7y, 8, znate-li velikosti
nékterych jinych ahli a vite-li, ze

e Utvary oznacCené P jsou pravoiihlé trojihelniky,

e ltvary oznaené R jsou rovnoramenné trojihelniky,

e utvar oznaceny S je rovnostranny trojihelnik,

e tGtvary oznaené B jsou rovnobézniky,

e Utvary oznacené L, jsou rovnoramenné lichobé&zniky,

e Utvary oznacené L, jsou pravotihlé lichobé&zniky.

Priklad 2. Pocetné urcete velikost thlu «, znate-li velikosti nékterych
jinych dhla a vite-li, ze

e utvary oznacené P jsou pravouhlé trojuhelniky,

e Utvary oznacené R jsou rovnoramenné trojihelniky,

e ttvar oznaceny S je rovnostranny trojihelnik.
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Priklad 3. Pocetné urcete velikosti ahlia o, 3, 7, d, €, ¢, znate-li velikosti
nékterych jinych uhla a vite-li, Ze

e utvary oznacené P jsou pravouhlé trojuhelniky,
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e Utvary oznacené R jsou rovnoramenné trojihelniky,

dtvary oznacené S jsou rovnostranné trojuhelniky,
dtvary oznacené B jsou rovnobézniky,

atvary oznacené L, jsou rovnoramenné lichobézniky,

atvary oznacené O jsou obdélniky.
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Reseni: Priklad 1: o = 35°, 8 = 43°, v = 53°, 6 = 33°. Priklad 2:
a = 83°. Priklad 3: o = 54°, B = 63°, v = 111°, § = 92°, € = 74°,
¢ = 103°.

Literatura

[1] https://www.karlin.mff.cuni.cz/ stepanov/vyuka.html|
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Reseni extremalnich Gloh podle Fermata

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Uvod

Hledani extrému funkei patii k zakladnim dlohdm matematiky s mno-
ha praktickymi aplikacemi. Tykaji se moznosti nalezeni nejvétsi nebo
nejmensi hodnoty veli¢iny, kterd se méni podle néjakého zakona. Mize
se jednat o nejkratsi cestu, nalezeni nejuspornéjsiho tvaru nadoby, zave-
deni nejvyhodnéjsiho vyrobniho postupu ¢ zajisténi nejvétsiho mozného
zisku. Podobné otazky se objevuji v celé fadé obort, jako je napf. fyzika,
ekonomie, technika nebo pfirodni védy.

Soucasny piistup k urc¢ovani maximéalnich a minimalnich hodnot (tedy
extrému funkci) vychazi z vlastnosti tzv. diferencovatelnych funkci, je-
jichz graf 1ze nakreslit jako ,hladkou® plynulou kiivku bez ostrych zlomii.
Myslenku se pokusime priblizit bez formalni definice pojmu derivace,
ktery moderni matematika bé&zné k urcovani extrému vyuziva.

Derivaci si mtazeme piedstavit jako okamzitou rychlost zmény. V praxi
to miize vypadat napiiklad tak, ze u drahy, kterou urazi auto, predsta-
vuje derivace drahy jeho aktualni rychlost. Pti sledovani hladiny feky bé-
hem jarniho tani ukazuje derivace, jak rychle hladina stoupa nebo klesa.
A pokud sledujeme vysku rostliny béhem riistu, derivace nadm prozradi,
jak rychle v daném okamziku rostlina prirtstéa.

Predstavme si nyni, ze vezmeme dva blizké body grafu funkce a spo-
jime je pfimkou, kter4 je se¢nou grafu funkce (obr. 1). Pramérnou zménu
v urditém dseku (napf. primérnou rychlost mezi body A a B) znézor-
fuje sklon tsecky, ktera tyto dva body spojuje. ZapiSeme-li rovnici této
pfimky ve tvaru

Yy = k.T + q,

pak ¢islo k (smérnice seény) udava priimérnou rychlost.

Predstavme si dale, ze budeme bod B postupné piiblizovat k bodu A.
Pfi priblizovani se sklon seény postupné méni, az se v ur¢ité chvili ustali
na jisté hodnoté. Pifimku, ktera se v dané chvili dotyki grafu funkce
pravé v jednom bodé, oznac¢ujeme jako te¢nu grafu funkce. Sklon te¢ny
(smérnice tefny) v bodé A udava okamzZitou zménu (napf. okamZitou
rychlost auta), tedy derivaci.
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Obr. 1: Graf funkce y = sinx + 0,3z (plna ¢ara), te¢na grafu funkce v bodé A
(teckovana ¢ara) a se¢na vedend body A a B (¢arkovana cara)

Lokalni maxima a minima (intuitivné vrcholky a udoli grafu funkce)
se mohou vyskytnout jen tam, kde je teéna vodorovné, tedy rovnobézna
s osou z a mé smérnici (derivaci) nulovou. To je nutnd podminka pro
existenci extrému. Nesmime v8ak zapomenout, Ze sama o sobé& nestaci.
Napiiklad u funkce y = 22 je derivace v bodé 2 = 0 také nulova, ale graf
tam zadny vrchol ani udoli netvofi, zde jde pouze o tzv. inflexni bo

Extremalni ulohy svoji podstatou spadaji do oblasti kalkulu (dife-
rencialni a integralni pocet). Zminéna oblast matematiky, jejiz po¢atky
se datuji do 17. stoleti a poji se jmény Isaaca Newtona (1642-1727) a
Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716), ovSem neni obvykle zafa-
zovand do vyuky stfedoskolské matematiky. Faktem na druhou stranu
zustava, ze podobné tlohy zajimaly matematiky jiz v obdobich pred
nastupem kalkulu. Metody, které pritom pouzivali, svou naro¢nosti ne-
vybocuji z ramce stfedoskolské matematiky a mohou tak byt zajimavou
ukazkou zptisobii uvazovani a postupt, které posléze vedly k objevu kal-
kulu.

Ke znamym postavim na tomto poli ur¢ité patii Johannes Kepler
(1571-1630), ktery se zabyval vypoctem objemu téles ve svém dile Nova
stereometria doliorum vinariorum (1615). V této knize Tesil prakticky
problém odhadovani objemt vinnych sudt rtznych tvart a vyvinul me-
tody, které kalkulu predchazely.

DiInflexni bod (téZ bod inflexe nebo bod obratu) je misto na grafu funkce, kde se
méni zak¥iveni kiivky — tedy prechod z ,vydutého* (konvexniho) tvaru do ,vypou-
klého“ (konkavniho) nebo naopak.
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Zminme v kréatkosti zptusob, jakym Kepler uvazoval. T€lesa si pred-
stavoval jako slozena z velkého mnozstvi malych, jednoduchych c¢éasti
(naptiklad valcovych vrstev). Tim pfedjimal ideu aproximace objemu in-
tegraci. Objem odhadoval jako soucet objemu téchto jednoduchych ¢asti.
Napiiklad vinny sud mohl byt modelovan jako rotace urcité kiivky, coz
vyzadovalo vypocet objemu rota¢niho télesa. Pro vypocet objemu sudt
Kepler experimentoval s méfenim jejich vysky a §itky v riznych bodech.
Srovnaval je s objemy znamych geometrickych téles, jako jsou koule,
véalce nebo kuzele. Pfi zkouméni tvaru sudu zjistil, Ze sud ma nejveétsi
objem, pokud jeho $itka v nejuzsim bodé odpovida urcitému poméru
k jeho vysce, coz lze povazovat za rany piiklad extreméalni tlohy.

Hlavni ¢ast ¢lanku se vénuje predvedeni postupu hledani extrémi po-
chézejiciho z pera dalsiho velikina matematiky, kterym byl francouzsky
matematik Pierre de Fermat (mezi 1601 a 1607-1665). Po vysvétleni
Fermatovy metody budeme fesit nékolik tloh, které charakterem odpo-
vidaji nékterym problémiim feSenym matematiky v daném obdobi (napf.
v souvislosti s tzv. Keplerovymi trojuhelniky). Sou¢asné neopomeneme
rovnéZ ponechat nékteré tlohy pro ¢tenafe k pripadnému procviceni.

1. Extrémy podle Fermata

Nasledujici piiklad lze vyfesit vyhradné pouzitim stfedoskolské ma-
tematiky. Nam vSak soucasné poslouzi jako modelovy piiklad pro pfed-
staveni Fermatovy metody.

Priklad 1. Jakou nejvétsi plochu pravoihelnikového tvaru je mozné
oplotit pletivem o délce 180 m?

Resent. Vyjdeme z obecného obdélniku a prozkoumame vztah mezi ob-
sahem takového obrazce a rozméry jeho stran. Pro obvod o obdélniku
plati o = 2a+2b. Po dosazeni zndmé délky pletiva vyjadiime délku jedné
strany

b=90—a,
a dosadime do vzorce pro vypocet obsahu obdélniku
S =ab=a(90 — a) = 90a — a*. (1)

Ziskali jsme kvadratickou funkci, ktera nabyva maximalni hodnoty ve
vrcholu paraboly. Polohu vrcholu muzeme urcit nap¥. doplnénim kvad-
ratického dvoj¢lenu na ¢tverec

S =90a — a* = —(a* — 90a + 2025) + 2025 = —(a — 45)? + 2025.
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Optimalnim tvarem pro oploceni je vzhledem k zadani tlohy Ctverec
s délkou strany 45 m, maximalni mozné velikost oplocené plochy ¢ini
2025 m?. Pro tplnost dodejme, Ze funkce mé vzhledem k zadani rovnéz
dvé minima (S = 0), pro a =0 a a = 90.

Studenti se znalost{ zakladi kalkulu by pravdépodobné vypocitali de-
rivaci funkce popisujici obsah obdélm’k

S =90 — 2a,
a polozili tuto derivaci rovnu nule, tj.
90 — 24 =0 = a =45.

Divod proé¢ tak ¢ini, byl zminén jiz v tvodni ¢asti ¢lanku. V extrémnich
hodnotach (minimum ¢ maximum) je te¢na ke grafu funkce rovnobé&zna
s osou x, tj. jeji smérnice mé& hodnotu 0.

Fermat sam pojem derivace funkce neznal, uvédomil si vSak, Ze ex-
trémy maji jistou zvlastni vlastnost. Pokud uvazoval napf. maximum,
pak mu bylo zfejmé, Ze rovnobé&zky s osou x nachézejici se pod maxi-
mem protnou graf funkce ve dvou bodech. Naopak rovnobézka s osou x
lezici nad maximalni hodnotou neprotne graf funkce vibec (obr. 2).

S[m?*| S[m?]

0 40 50 & ] a0

0 10 ) a0 “ 50 a0 0 a0 )

0 4[m]  alm

Obr. 2: Fermatova metoda uréeni maxima funkce

Z uvedené tvahy pro Fermata vyplynula celkem intuitivni strategie
hledani extrému. Nechme rovnobézku nachézejici se pod maximem po-
zvolna stoupat. Dva ptivodni prise¢iky se budou postupné vzajemné
pribliZovat, az v misté maxima splynou v jeden bod.

2)Pouzity symbol S’ oznaduje derivaci funkce obsahu obdélniku S.
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Ptedpokladejme, Ze pro danou rovnobézku nachézejici se pod maxi-
mem se pruseciky objevi ve dvou riznych bodech a = a; a a = as.
Plocha rovnobézniku v téchto dvou bodech musi byt stejné, tj.

90a; — ai = 90ay — a3.

Upravou rovnosti dostavame

a dale
90((11 — ag) = (a1 — 0,2)(&1 + CLQ).

Nyni vydélime obé& strany posledni rovnosti vyrazem a; — as
90 = a1 + as,

coz je vzhledem k predpokladu a; # as korektni. Fermat déle predpo-
kladal, ze posledni rovnice plati, kdyz se pfiblizujeme k maximu. Podle
Fermatovy pfedstavy, kterou popsal v dile Methodus ad disquirendam
maximam et minimam z roku 1636, se a; a ag stavaji v maximu tak tro-
chu rovnymi, ale ne skute¢né rovnymi. Pti jeho dosazeni se pak a1 ~ as,
tj.

2a1 =90 — aq = 45.

Zjevny rozpor mezi puvodnim predpokladem, Ze a; # as a naslednym
poloZzenim a; =~ ao Fermat ospravedlnil pouzitim ponékud mlhavého
konceptu ,,priblizné rovnosti“

Kontroverze, tykajici se nejasného pojeti infinitezimalnich (nekone¢né
malych) veli¢in, se ovSem netykaly pouze Fermatovy metody vypoctu ex-
trému. Rovnéz Newtonovo zachazeni s infinitezimélami nelze v modernim
smyslu povaZovat za korektni. Ve svych tvahéch zachazel s infinitezimal-
nimi veli¢inami neformalné, podle pot¥eby bud byly ,nekoneéné malé®,
nebo zcela ,mizely“. Pfesto jeho pfistup vedl k mimofadnym objevim a
polozil zaklady kalkulu.

Pottebné presnosti a korektnosti bylo dosazeno zavedenim konceptu
limity funkce, ktery se ovSem v matematice objevil az v 1. poloviné

3)Vice o uvedeném Fermatové konceptu viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/
Adequality.
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19. stoleti jako dusledek snahy presné popsat chovéani funkce v situacich,
kde bézné algebraické vypocty nestaci nebo nemaji smysl

Fermat vétsinou fesil konkrétni geometrické a fyzikalni problémy jako
je nejkratsi doba, nejvétsi plocha, maximum soucinu apod. Zde se celkem
prirozené ocekavi, ze feSeni skuteéné predstavuje nejveétsi nebo nejmensi
moznou hodnotu. Po nalezeni kandidata extrémni hodnoty Fermat kon-
troloval, ze pro hodnoty o néco mensi ¢i vétsi je funkéni hodnota mensi
(u maxima) ¢i véts{ (u minima).

Dalsi priklad odkazuje na problémy resené J. Keplerem.

Priklad 2. Jaky zvolit pomér mezi vyskou v a polomérem 7 valce tak,
aby mél valec pro dany povrch S nejvétsi objem V7

Resent. Pro objem V a povrch S valce plati
V =7y, S =2mr(r +v).
Pokud chceme maximalizovat objem valce, pak ze vzorce pro povrch
vyjadiime vysku
S —2mr?
27y
a dosadime do vzorce pro objem valce

v = 5

25 — 2mr? _Sr— 23
2rr h 2 ’

V ==xr

Predpokladejme, Ze pro danou rovnobézku nachézejici se pod maxi-
mem se pruseciky grafu funkce objevi ve dvou ruznych bodech r = r; a
7 = ry. Objem vélce v téchto dvou bodech musi byt stejny, tj.

Sry —2nr{  Sro — 27
2 2 '
Upravou rovnosti dostavame

Sry — 2nrs = Sry — 2773,

a dale
S(ry —re) — 27r(7":1)’ — rg’) =0.

YVyznamnym zplisobem se o zavedeni pojmu limity funkce zaslouzili Bernard
Bolzano (1781-1848), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) a Karl T. W. Weierstrass
(1815-1897).
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Nyni vydélime obé strany posledni rovnosti vyrazem r; —ro a dostavame
S —2n(r} +rirg +73) =0.
Pouzitim principu ,,pfiblizné rovnosti r1 =~ ro pak dale plati
S = 6mr?.
Porovnanim se vzorcem pro povrch valce dostdvame

671 = 271 (11 + v),

27”1 = V.

Vilec o daném povrchu ma nejvétsi objem, pokud jeho vyska je dvojné-
sobkem poloméru.

Ctenaf si muze pouziti Fermatovy metody vyzkouset na nasledujicim
problému, jehoZ feSeni nalezne v pf¥iloze A.

Problém 1. Jaky zvolit pomér mezi vyskou vélce v a jeho polomérem 7y
tak, aby mél valec vepsany kouli o daném objemu Vi nejvétsi objem Vi, 7

2. Extremalni tlohy a Keplerovy trojuhelniky
Kepleriv trojdhelm’ je kazdy pravouhly trojuhelnik, pro jehoz délky
stran plati pomér
L:Ve: o,

kde ¢ je tzv. zlaty ez

Poznamka. Zlaty ez oznacuje pomér, kdy se tsecka déli do dvou &asti tako-
vym zpusobem, ze pomér délky celé tsecky vici délce jeji vétsi ¢asti se rovné
poméru délky vetsi ¢asti k délce té mensi. Ciselnou hodnotu zlatého Fezu zis-
kdme z FeSeni rovnice

rT+y

xz oy

kde z, y (z > y) jsou ¢asti usecky o délce z 4+ y. Pokud dale polozime y = 1,
pak po zjednoduseni dostavame rovnici z° — x — 1 = 0, pro jejiz koFeny plati
212 = (1£+/5)/2. Zlatym Fezem (ozn. ¢) je kladny kofen ¢ = (14 V/5)/2.

5) Johannes Kepler se o trojihelnicich v roce 1597 zmifiuje v dopise svému uéiteli
Michaelu Mistlinovi (1550-1631). Priifez Velké pyramidy v Gize je podle Keplera
tvoren rovnoramennym trojihelnikem sloZzenym ze dvou pravouhlych trojuhelnika,
jejichz strany jsou v poméru 1 : /¢ : ¢. Existuji oviem i starsi zminky o téchto
trojahelnicich, nap¥. v knize Liber mensurationum perského matematika Aba Bakr al-
-Karajiho (953-1029) nebo knize Practica geometrice italského matematika Leonarda
Pisanského zvaného Fibonacci (okolo 1170 —okolo 1240) [4].
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7 vlastnosti téchto trojuhelnikii zminime, Zze pokud vezmeme dvé ko-
pie Keplerova trojihelniku a pfilozime je k sobé druhou nejdelsi stranou
(obr. 3, vlevo), pak vysledny rovnoramenny trojihelnik ma nejvétsi po-
lomér vepsané kruZnice ze vSech rovnoramennych trojtihelnikii s danou
délkou ramen

B

a

D

Obr. 3: Dva Keplerovy trojuhelniky s délkami stran v poméru a : b : ¢ =
= 1:./p : ¢ piilozené druhou nejdelsi stranou a vepsana kruznice o polo-
méru p = a/v/2¢ + 1 (vlevo). Kepleruv trojuhelnik v Keplerové trojuhelniku
(vpravo)

Zajimavé tvrzeni vychazejici z nésledujici konstrukce dokazal Jun
v ¢lanku [3]. Konstrukee pfedpoklada, Zze postupné obejdeme Kepleriv
trojthelnik proti sméru hodinovych ruci¢ek a na kazdou stranu umistime
bod, ktery stranu rozdéli v poméru zlatého fezu. Tyto body néasledné spo-
jime tseckou s odpovidajicim protilehlym vrcholem. Plati, Ze trojihelnik
tvofeny priiseciky téchto tsedek je rovnéZ keplerovsky (obr. 3, vpravo).

Keplerovy trojuhelniky jsme popsali jako pravouhlé trojihelniky, je-
jichz délky stran splhuji vysSe uvedeny pomeér zaloZeny na hodnoté zla-
tého Fezu. V ¢lanku se dale zaméfime na trojihelniky (nikoliv nutné
pravoihlé), jejichz délky stran tvoi{ po sobé jdouci &leny geometrické
posloupnosti.

6)Pro polomér kruznice vepsané trojuahelniku s obsahem S a stranami délek a, b, ¢
plati p = S/s, kde s = (a+b+c)/2.
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Konstruovatelny trojuhelnik, jehoz délky stran a, ag, ag® tvoii geome-
trickou posloupnost, musi spliiovat trojihelnfkovou nerovnost, tj. délky
stran musi spliiovat soustavu nerovnic

aq+aq2 > a,
a+aq2 > aq,
a—+aq > aq2,

kde feSenim soustavy je interval

<\/5—1 1+\/5>
g€ :

2 72

popi. ¢ € (1/¢,¥).

Priklad 3. Najdéte kvocient ¢, pro ktery ma kruznice opsané trojtahel-
niku se stranami o délkéch tvoricich geometrickou posloupnost minimalni
polomér.

Pro polomér kruznice opsané trojihelniku s obsahem S a stranami
o délkach a, aq, aq? plat

a3q3

45 -
Pro stanoveni obsahu trojihelniku je vzhledem k zadani tlohy nejvhod-
néjsi Heroniiv vzorec

T =

o [1+q+¢? 1+q+¢? 1+q+¢? l+q+¢
S=a 2 g 1 AN A

a dale po zjednoduseni

2
S = az\/—q8+2q6+q4+2q2—1.

Jestlize bez Gjmy na obecnosti polozime a = 1, pak pro polomér kruznice
opsané trojuhelniku plati

q3

r= :
V= +2¢5 +¢* +2¢2 — 1

(2)

7)Pro polomér kruznice opsané trojihelniku s obsahem S a stranami délek a, b, ¢
plati r = (abc)/(45).
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Pouzitim Geogebry (obr. 3) se mtizeme piesvédéit, ze funkce uréené rov-
nici mé v intervalu ¢ € (1/¢, ¢) minimum. Pokud nyni pouZijeme
Fermatovu metodu, pak rovnobézka s osou x protne graf funkce v bo-
dech ¢ =q1 a ¢ = q2 (@1 # q2), kde r(q1) = r(g2), jestlize

3 3
q1 _ q2
V-2 +F 23 -1 /-G +265+qi+243 -1

0.8

0.6

04

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 1.8 q

Obr. 4: Graf funkce r(q) = q:)’/\/fq8 +2¢6+¢*+2¢2—1prog>0
Po zjednoduseni dostavame
4795 — dYd> + didz — 4195 + 20795 — 24195 — (¢ —d5) =0,

a dale

0795 (qF — ¢3) + 414 (ai — a3) + 24743 (aF — ¢3)(ai + 43)—

— (41 — ¢3)(ai +didg5 +a3) = 0.
Vzhledem k piedpokladu, 7e q; # g rovnici zkratime vyrazem ¢7 — ¢3
0005 + didz + 24145 (45 + 43) — (a1 + aia3 + qz) = 0,

a pouzitim principu ,,pfiblizné rovnosti®, tj. q; ~ q2, dale dostavame

4t (qf + gt +4qi —3) = 0.
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Hledané feseni musi naleZet intervalu (1/¢p, @), zaméfime se déle na rov-
nici
gi + g1 + 447 =3 =0. (3)

Pokud rovnici upravime do tvaru

@i +2q1 +1—qi +4¢7 —4 =0,
pak dale zfejmé plati

(¢f +1)? = (¢ —2)* =0,

nebo také

(af —af +3) (i +ai — 1) =0.

Rovnici vyhovuje kofen

ktery je FeSenim rovnice ¢f + ¢7 — 1 = 0. KruZnice opsana trojtihel-
niku, jehoz strany maji délky tvorici ¢leny geometrické posloupnosti, ma
nejmensi polomér, jestlize kvocient geometrické posloupnosti méa hod-

notu g = +/1/¢.

Regenf nésledujiciho problému ¢tenaf nalezne v piiloze B.

Problém 2. Pro jakou hodnotu kvocientu ¢ méa trojuhelnik, jehoz délky
stran tvori geometrickou posloupnost, maximalni obsah S?

V poslednim problému se vratime na zacdtek ¢lanku, kde jsme zmi-
nili Keplerovy trojuhelniky (obr. 1, vlevo). ReSeni problému je uvedeno
v pfiloze C.

Problém 3. Ukazte, ze pokud vezmeme dvé kopie Keplerova trojuhel-
niku a pfilozime je k sobé druhou nejdelsi stranou, pak vysledny rov-
noramenny trojuhelnik ma nejvétsi polomér vepsané kruznice ze vSech
rovnoramennych trojihelnika s danou délkou ramen.
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Zaveér

V ¢lanku jsme se pokusili ukazat, ze kalkulus jako dilezita oblast
matematické analyzy, nevznikl tak fikajic ve vzduchoprazdnu. I. Newton
a G. W. Leibniz jako jeho objevitelé navazali jak na praci fady svych
predchidct, tak na préaci nékterych soucasniku.

V predchozich ¢astech byli v této souvislosti zminéni jen néktefi,
J. Kepler a zejména P. Fermat. Z fady vyznamnych matematikti uve-
deme jesté dalsi dva, ktefi byli Fermatovi soucasnici a rovnéz pomohli
vytvorit pfiznivé podminky a Zivnou ptidu pro objev kalkulu.

Prvnim z nich bude francouzsky filosof a matematik René Descartes
(1596-1650). Descartesovo jméno si obvykle pfipominame v souvislosti
s kartézskou soustavou. Byva povazovan za zakladatele analytické geo-
metrie, kterd spojila algebru a geometrii pomoci kartézskych souradnic.
To umoznilo algebraicky popis kfivek, coz je nutny zaklad pro zavedeni
derivaci a integrali.

TItalského jezuitu a matematika Bonaventuru Cavalieriho (1598-1647)
spojujeme s tzv. Cavalieriho principem. Princip je zaloZen na predstave,
Ze geometrické objekty (plochy a objemy) se skladaji z nekone¢né mnoha
nekoneéné malych ¢asti. Plochy jsou slozeny z nekoneéné mnoha neko-
nec¢né tenkych usecek, objemy tvori nekoneéné mnoho nekoneéné tenkych
ploch. Podle tohoto principu maji dvé télesa stejny objem, maji-li stejné
velké podstavy i vysky a soucasné fezy téchto téles rovnobézné s pod-
stavami a vedené ve stejné vzdalenosti od podstav maji stejné obsahy.

Podékovani. Autor dékuje neznamému recenzentovi za peclivé pie¢teni
a cenné pripominky k obsahu ¢lanku.
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Priloha A
Pro polomér ri koule o objemu Vi, délku vysky v a objem Vi, vepsaného
valce plati (obr. 4)

3 K
rE = T v =2 rf(—r%,, szm"%/v.

Obr. 5: Valec vepsany kouli

Dosazenim do vzorce pro objem valce dostavame

Vv = 27rr%/“ \3/ (%)2 —rd,

kde objem vepsaného valce pro dany objem koule zavisi pouze na po-
loméru podstavy vélce. Pouzitim Fermatovy metody Vi (r1) = Vi (r2)

(r1 # 72) je

27r H (3VK) —1"1—271'7'2\/\/ BAI;K

a dale po umocnéni, zjednoduseni, kraceni vyrazem 77 — r3 a zavedeni

" <2 y (%)2 - 3r§> =0,

VK = WT%\/B.

IS D)

kde
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Porovnanim se vzorcem pro objem koule dostavame

—
K =T 9

Vyska v vepsaného valce pak musi byt

3
vz?ﬂr%(—r%,:2\157“%—7“%:7"1\/5.

Valec vepsany kouli o daném objemu mé nejvétsi objem, kdyz v/ry =

V2.

Piiloha B
Pouzitim Geogebry (obr. 5) se miZeme presvédéit, Ze funkce

S(q) =vV—a®+2¢5+¢* +2¢2 — 1

mé pro ¢ € (1/p, ¢) maximum.

S(q)
3

25

05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 q

Obr. 6: Graf funkce S(q) = \/qu +2¢5+¢*+2¢2—1prog>0

Pouzitim Fermatovy metody S(q1) = S(gz), kde ¢1 # go, plati

\/—q§+2<ﬁ+fﬁ+2qf—1=\/—q§+2qS+Q§+2QS—1-
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Po zjednoduseni a zkraceni vyrazem ¢? — ¢3 dostavame
—a — 43 — 410> — did5 + 241 + 243 + 2475 + 4 + g3 +2=0,

a dale pro ¢; =~ ¢
2¢0 —3¢i —q¢; —1=0.

ReSenfm rovnice, které néalezi intervalu (1/¢, @), je (napt. Wolfram Al-
pha)

3+ /108 — 3v/921 + /108 + 3921 .
¢ = : = 1,3789.

Trojihelnik, jehoz strany maji délky tvofici ¢leny geometrické posloup-
nosti, mé nejveétsi obsah, jestlize kvocient geometrické posloupnosti ma
hodnotu ¢ = 1,3789.

Piiloha C
Pro polomér vepsané kruznice plati (obr. 1, vlevo)

S avet—a?
P=5 = c+a

Pouzitim Fermatovy metody p(a1) = p(az), kde a1 # as, plati

aj\/c2 —a?  as\/c?—a3

c+ay c+ as

Po umocnéni a zjednoduseni dostavame
ai(c? — ai)(c +az)? = a3(c* — a3)(c + a1)?,

dale
aj(c—ar)(c+az) = aj(c — az)(c+ ar),

a po dalsim zjednoduSeni a vyuziti principu ,,pfiblizné rovnosti a; ~ as
& —ajc—al =0,

kde
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Soucet prvocisel

Dnesni dloha je prevzata ze Skolniho kola soutéze Pangea 2026 pro
9. ro¢nik. Autorem tloh pro 9. ro¢nik je Ing. Jan Matousek, uéitel ma-
tematiky na Keplerové gymnéaziu.

Mozn4 nékteti z vas vi, ze prvocisel mensich nez 100 je 25. Vite ale,
kolik je v8ech prvocisel mensich nez 10007 Nebojte, nemusite je pocitat,
prozradime, Ze je jich 168. Budeme po vas ovSem chtit, abyste vyfesili
néasledujici alohu.

Uloha
7 uvedenijch mozZnosti vyberte spravny soucet 168 prvocisel mensich
neZ 1000. Odpoved zdivodnéte.

a) 14865 b) 54382 ) 76127 d) 81994 ) 126668

Uloha z minulého &sla znéla:

Predstavte si, Ze mdte velmi kvalitni pisek a na pidé karton ve tvaru
Ctverce o stran€ délky 1 metr. Svému nejlepsimu kamarddovi chcete ddt
k Vianocim swij kvalitni pisek. A protoZe je to nejlepsi kamardd, chcete
karton posklddat tak, aby vznikla krabice (bez vika) co nejvétsiho objemu.
Ohgbdte karton tak, Ze uprostied zistane ¢tverec o stran€ délky a, pricemz
boky budou mit vysku b, viz obrdzek. Jaké budou délky a, b tak, aby objem
krabice byl co nejuétsi?
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Resent podle José Marciala Ndjarese Romera Ulohu budeme Fesit dvéma
ruznymi zpusoby. Nejdi{ve bé&Zznym zpiisobem pomoci derivaci a pak po-
moci nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem (AG ne-
rovnost) bez derivace.

Podle zadani vime, ze a + 2b = 1, a dale vime, Ze v naSem piipadé
objem uré¢ime jako V = a?b. Vyjadiime a = 1 — 2b a po dosazeni do
vztahu pro vypocet objemu dostaneme

V = (1 —2b)%. (1)

Promeénnéa b evidentné spliiuje nerovnosti 0 < b < 1/2. Navic pro piipady
b=0ab=0,5je objem nasi krabice nulovy.

Pfi hledani maximalniho objemu budeme vychézet ze vzorce (1) a
budeme uvazovat funkci

fl)=(1~-22)% (2)

na intervalu (0; 0,5). Proménnou b jsme pfeznacili na x, jak byva u funkeci
zvykem.

Resent pomoci derivaci. Funkci (2) upravime:
flx) =1 —22) % = (1 — 4o + 42*)2 = 42 — 42® + 2. (3)

Derivaci této funkce je f/(z) = 1222 — 8z + 1, jeji nulovou hodnotu
dostaneme vy¥esenim kvadratické rovnice 1222 — 82 + 1 = 0. Kofeny
této rovnice jsou z1 = 1/2 a o = 1/6.

Funkce (3) je spojita na celém uzavieném intervalu. V krajnich bo-
dech je jeji hodnota nulova a ve vSech ostatnich bodech je kladné. Proto
nabyva svého maxima na intervalu (0;0,5) v bodé z = 1/6. Tedy maxi-
malni objem nasi krabice je 2/27 m?® a nabyva se pro b = 1/6 m.

Resent pomoci AG nerovnosti. Toto feSeni predvedl doc. Petr Vodstréil
ve své prednasce ,Jak Fesit extremalni ulohy bez derivaci na konferenci
Matematika pro zivot v roce 2025. Zaznam piednasky je dostupny na
https://www.youtube.com/watch?v=xrm6rnem_7I&1ist=PLdOy7E74TN
FZMq1nZyBsGiKm61UifagiI&index=9. Nejprve si pripomenme definici
aritmetického praméru A a geometrického priméru G a AG nerovnost.
Pfitom se omezime na piipad pro t¥i kladné realné hodnoty a, b, c:

A:%M, G = abe.
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Véta (AG nerovnost): Plati G < A, pFicemZ rovnost nastane, praveé kdyz
a=b=c

Vysvétleme tvrzeni o nabyvani rovnosti. Pokud a = b = ¢, pak je
ziejmé, ze A =G = a.

Pokud A = G, ukdZeme, Ze musi platit « = b = ¢. Pfedpokladejme
bez jmy na obecnosti, Ze a je nejvétsi z hodnot, ¢ nejmensi, tj. a > c.
Pak ¢ < A < a. Oznaéme ' = a+c— A, b = b, ¢ = A. Jsou to
opét kladné hodnoty a jejich aritmeticky primér je také roven A, tedy
aritmetickému pruméru ¢&isel a, b, ¢. Tudiz podle AG nerovnosti musi
byt jejich geometricky primér mensi nebo roven A. Ale plati nasledujici
vztahy

(atc—A)A—ac=(A—-c)(a—A) >0, (a+c— A)bA > abe,

proto

a +b+d
Yavd = Yatc— ApA> Vabe= A= %
To je ale ve sporu s AG nerovnosti, proto z rovnosti A = G, plyne rovnost
a=b=c
Nyni se pokusime o Casteény prepis FeSeni doc. Vodstréila. Mame
funkci f(x) = (1—2x)2x a chceme najit jeji maximalni hodnotu. Abychom
vyuzili AG nerovnost co nejsikovnéji, tuto funkci vynasobime &tyimi.
Pouze konstatujme, Ze pokud nase funkce nabyva svého maxima v néja-
kém bodé naseho intervalu, v tom samém bodé nabyva svého maxima i
funkce, ktera je ¢tyinasobek puvodni funkce. Tedy

g(x) =4f(xz) = (1 — 2z)(1 — 2z)4x.

Z AG nerovnosti dostaneme

1-20+1—20+4
Y —20)(1 — 2004z < z+3 ztaz _

Wl o

Odtud je jasny duvod, pro¢ jsme nasi funkci vynasobili ¢tyimi. Bylo to
proto, aby prava strana vysla konstantni.
Rovnost nastane, pravé kdyz se vSechny t¥i hodnoty rovnaji, tedy

1
1—2x:4x:>x:6.
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Primérna rychlost nerovnomérného pohybu

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

Abstrakt. Ukazeme nékteré prekvapivé vztahy pro primeérnou rychlost, je-
-li pohyb brzdén silou imérnou n-té mocniné rychlosti. VyfeSime pohybovou
rovnici a spo¢teme pramérnou rychlost. Na zdvér zminime, které fyzikalni déje
lze popsat uréitym exponentem n.

Zac¢néme uryvkem tohoto primitivniho rozhovoru:
— Co to je prumérné rychlost?
— No pfece celkova draha L délena celkovym ¢asem T’

L

U=
— A jak se spocita, kdyz je pocatecni rychlost v; a koncova rych-

lost vy?
— No prece
5= v1 + vz
2

— Opravdu?!

Pojdme se na tuto otédzku podivat podrobnéji. Uvazujme pohyb t&-
lesa, které je brzdéno (napf. odporem prostiedi, ve kterém se pohybuje)
silou F' tmérnou n-té mocniné rychlosti v. Protoze

dv
de’

F=ma=m
lze takovy pohyb popsat diferencialni rovnici

dv

— =kov", 1
- @
kde k je konstanta. O brzdéni pak hovorime, kdyz je k < 0. Ale pro nase
uvahy tato podminka neni dilezita. Nebudeme ani predpokladat celo-
¢iselnou hodnotu exponentu n. Pak ale musime pfedpokladat kladnou
rychlost v > 0. Rovnici vyTe$ime separaci proménnych

v "dv=kdt
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/v_"dvz/kdt (12)

1—-n

=kt +ec.

1—n

Ozna¢me v, pocateéni rychlost v ¢ase t = 0 a va koncovou rychlost v ¢ase
t="1T. Pak

1—-n

_ U
T 1-n
a 1
1—n —n
v
=kt+ L
-n 1—n
Pripravime si jesté vztah
1—n 1—n
Uy vy
= =kT + ——.
1—n 1—n

Nyni mizeme vyjadrit rychlost v jako funkci ¢asu t
1
v = ((1 —n)kt + vf") 1=

a integraci od t = 0 do t = T dostaneme celkovou drahu

T T L
L= / vdt = / (1 —n)kt +v; 7)™ dt.
0 0

Tento integral vypada slozité, ale vlastné je to jen integral mocninné
funkce, podobné jako integral . Po drobnych tdpravach s vyuzitim
odvozenych vztahi dostaneme

_ 1 2—n 2—n
L=ra—m )

a prumérna rychlost je pak po upravé

2—n 2—n
L 1-nwvy"—uv

T _ 1—n 1-n"
T 2 nzb —1&

()

v =

To je hlavni vysledek naseho usili. Podivejme se na jeho nékteré zvlastni
pripady.
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Pripad n =0
Pro n =0, tedy kdyZ je zrychleni (kladné nebo zaporné) nezavislé na
rychlosti, dostavame

1vi—v? v+

5= - . @

2112—’()1 2

Za tohoto predpokladu mél tedy naivni diskutujici z avodu pravdu, ze
prumérna rychlost je aritmeticky prumér pocate¢ni a koncové rychlosti.
Takto se pohybuje naptf. hmotny bod v homogennim gravitacnim poli
(vrh svisly) nebo nabita ¢astice v homogennim elektrickém poli, p¥i za-
nedbani odporu prostiedi.

Pripad n =1

Pro n = 1 nelze tuto hodnotu n primo dosadit do vztahu , ale uva-
Zenim limity a pouZitim I'Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme
zajimavy a uzite¢ny vztah. Konkrétné pro n = 1, kdyz odpor prostiedi
je pfimo tmérny prvni mocniné rychlosti, dostaneme

U2 — V1

lnt2 ’
vy

()

v =

kde In je pfirozeny logaritmus. Takovy pohyb nastava napf. pfi poma-
lém pohybu malého télesa prostifedim, napt. vzduchem nebo vodou. Pii
pomalém pohybu je obtékani télesa laminarni a netvoii se viry.

Stejné matematické vztahy ale popisuji jesté jiny fyzikalné odlisny déj,
a to prenos tepla z teplého proudiciho media, napft. teplé vody, sténou,
napf. trubkou. Pak je prenos tepla pfimo tmérny prvni mocniné rozdilu
teplot media a okoli. Potom je primérné teplota dédna opét vztahem
, kde misto pocatecni rychlosti dosadime pocatecni teplotu a misto
konecéné rychlosti dosadime kone¢nou teplotu.

Milovniky aritmetického primeéru snad potésime poznamkou, Ze pro
blizké hodnoty v1 a vy se vztah blizi vztahu .

Pripad n =2
Ani v tomto ptipadé nelze hodnotu n = 2 dosadit pFimo do vztahu .
Pomoci limity a pouzitim I’'Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme

In &
V2

V=31 ()
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Tento pripad nastava, kdyz se téleso pohybuje v prostiedi vétsi rychlosti,
kdy obtékani jiz neni laminarni, ale turbulentni a tvoii se viry. Tento
piipad je v b&Zném zZivoté nejcastejsi (pohyb cyklisty nebo motorového
vozidla, zejména proti vétru).

Pripad n > 2

V klasické aerodynamice je v? nejéastéjsi a nejvyssi bézna mocnina.
Vy$8i mocniny vSak mohou nastat, nap¥. pfi rychlostech blizkych nebo
vys8ich, nez je rychlost zvuku. Déle pfi pohybu v granuldrnim prostiedi,
napt. pisek, snih nebo v husté suspenzi. Také pfi pohybu v plazmatu.
Nebo v piipadé nelinedrniho tfeni v technickych systémech, nap¥. mag-
netickd brzda, aktivni tlumice.

Dodatek

Zde si ukdzeme, jak odvodime vztahy a @ ze vztahu .

Hodnotu n = 1 nemiZeme piimo dosadit, protoze bychom dostali
neuréity vyraz typu ,nula lomeno nulou“. Ale miZzeme spoéitat limitu
pro n se blizi k jedné pomoci I’Hospitalova pravidla.

L’Hospitalovo pravidlo je uzite¢ny nastroj, jak spocitat Sirokou ti¥idu
jinak obtiznych limit. My se zde soustifedime na specialni pripad, kdy
spoCitame limitu zlomku jako podil derivaci

lim f(x) _ [ (o)

a=wo g(x)  g'(x0)

Abychom ukazali platnost tohoto vztahu, budeme predpokladat f(xg) =
=0, g(xg) = 0 a existenci derivaci

(o) = Jim LT 0) ici%),
§'(w0) = lim 9(x) — g(xo)

T—Xo Tr — X

a nenulovost jmenovatele ¢'(xg) # 0. Véta o 'Hospitalové pravidle je
obecngjsi, nam bude stacit tento omezeny piipad. A za t&chto predpo-
kladd muzeme psat

f(x)—f(zo)
o fl@) o f(x) = flzo) . =z [ (x0)
lim —% = lim —/———— = lim = .
50 g(7) et g@) —glwo) | ron L9  g(a)
T—Xo
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V naSem piipadé nebude proménnou z, ale n. Dale budeme potiebovat
pravidlo pro derivaci exponencialni funkce s obecnym zékladem

(a®) = a” Ina.

Limitu vyrazu (3)) pro n se blizi k jedné spo¢teme takto:

I B - S v
v = lim = = =
n=12—np; " —py "
2 1
( )i 1-n I'H
= (v —v) lim ——— =
n—1 ,Ulfn o vlfn
2 1
I’H( )l -1
= (U2 —vp1) Im 1= 1= =
n—1 —p, " Ilnve + vy " Invg
( ) -1 Vo — U1
= (V2 — V1 —
—Invy +1nvy lnz—f

A podobné odvodime vztah @ ze vztahu . Limitu vyrazu pro n
se blizi ke dvéma spocteme takto:

2— 2—
T B e
v = lim 1-n T-n
n—22—n U2 Ul
1 . Ug_n - vf_" 'l
=3 1 lim =
- — = n—2 2—n
Vo v
—_ — v
R . —vg ”lnvg—i—v% "Inwvy lni
= 1m =
1 _ 1559 -1 1 _ 1
v2 v1 Vo U1

dvé hodnoty, které nelze pfimo dosadit do vztahu .
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Véda vs. konspirace: Ma vitbec smys| diskutovat?

Leontyna glégmva’, Jan glégr

Prirodovédeckd fakulta Univerzity Hradec Krdlové

Abstrakt. V zavére¢ném dilu seridlu se zamérujeme na konspira¢ni tvrzeni
zpochybnujici vliv €lovéka na souc¢asnou zménu klimatu a ukazujeme, pro¢ tato
tvrzeni neobstoji v testu ditkazti. Ukazujeme také, ze zakladni princip skleniko-
vého efektu lze vysvétlit pomoci jednoduchého fyzikalniho modelu zalozeného
na tepelné rovnovaze Zemé, albedu a emisivité atmosféry, tedy bez nutnosti
opirat se o slozité numerické simulace. Déle shrnujeme, Ze klimatické modely
jsou pfi srovnani s pozorovanim piekvapivé presné, Ze spektralni méreni po-
tvrzuji roli COz a Ze ,alternativni“ vysvétleni ¢asto selhavaji jak ve fyzice, tak
v pfedpovédich. V zavéru pripominame, ze i kdyz diskuse se zastanci konspi-
ra¢nich teorif jen zifidka vede ke zméné jejich nazoru, mé smysl kvili tém, kdo
si teprve utvareji pfedstavu o tom, jak ve védé funguji dikazy.

Uvod

V zavéreéném dilu naSeho seridlu se pokusime odpovédét na otazku,
pro¢ jsme tomuto tématu vénovali cely serial. Teorie ploché nebo duté
Zemé jsou mozna kuriozity, které mohou najit vyuziti ve vyuce pi¥irod-
nich véd a kritického mysleni. Existuji vSak i tvrzeni s redlnymi dopady —
napifklad konspira¢ni teorie o zanedbatelném vlivu ¢lovéka na klima.

Zavér predchoziho odstavce miize na nékteré ¢tendfe zapisobit tro-
chu jako cimrmanovsky Srapnel — po tfech dilech o zdanlivé okrajovych
tématech jsme totiz najednou vstoupili na podstatné citlivéjsi padu. Zde
bychom chtéli upozornit, Ze je naprosto v poradku se ptat, jaky je vliv
¢lovéka na klima a jak to vime. Ne kazd& pochybnost o mife lidského
vlivu je konspira¢ni; konspira¢ni se stava az tehdy, kdyz tvrdi, ze dikazy
jsou zamérné falsovany a Ze védci skutecnost taji. Reagujeme hlavné na
tvrzeni kolujici na internetu, Ze nase poznatky o zméné klimatu jsou di-
lem , podplacenych klimatologi“, ktefi idajné taji ,skute¢nou pravdu* —
totiz ze souCasné zmény klimatu zptsobuji pfirozené procesy a ,vladnouci
elity” to skryvaji.

Ma tedy vibec smysl o tom s presvédéenymi zastanci téchto teorii
diskutovat? K odpovédi se dostaneme v samotném zavéru. Do té doby
ale vyuzijeme vSe, co jsme popsali v pfedchozich dilech, a krok za krokem
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ukazeme, proc¢ tato konspiracni teorie v testu diikazt neobstoji — stejnymi
néstroji, jaké jsme uz pouzili naptiklad u ploché Zemé.

Vliv élovéka na klima

Autor tohoto textu se piiznava, ze praveé otazka vlivu ¢lovéka na klima
byla jednou z mala konspira¢nich tezi, které byl ochoten brat vazné.
Jedno destivé léto proto stravil tim, Ze proSel vSechny informace, ke
kterym se dokazal dostat, a propocital vSechno, co propocitat svedl. Vy-
sledek tohoto patrani byl mimo jiné jednim z diivodii, pro¢ vznikl tento
serial.

Na socialnich sitich se ¢asto objevuje tvrzeni, ze zménu klimatu popi-
suji pouze slozité pocitac¢ové modely bézici na superpocitacich — a Ze jim
proto nelze véfit. Ve skute¢nosti 1ze zakladni tepelnou rovnovahu Zemé
odvodit velmi jednoduchou tvahou, kterou lze provést doslova ,na rantlu
od novin*.

Ve vyuce astrofyziky se ¢asto odvozuje teplota planet: Na planetu
Zemi ze Slunce dopadéa priblizné 1360 watti na kazdy ¢tvereény metr
plochy. Zemé zachytava zéfeni na kruhovém prifezu o ploge nR2, ale
vyzafuje energii z celého povrchu koule o plose 4tR2. V tepelné rovnovéze
musi byt pohlceny a vyzareny vykon stejny:

nR2I = 4nR?c T,

kde I = 1360 W-m™2 je solarni konstanta, o = 5,67 -1078 W-m=2. K4
Stefanova—Boltzmannova konstanta a R polomér Zemé. Po tpravé do-
staneme rovnovéaznou teplotu:
o 1.
T=4/-—=2718 K=5°C.
4o

To je uzite¢ny prvni odhad, ale vyrazné pod skuteénym prameérem:
v literatufe se bé&zné uvadi, Ze primérna (globalni) teplota Zemé je asi
Ty =15 °C. Zemé se ale nechova jako absolutné ¢erné téleso — priblizné
tTicet procent energie odrazi zpét do vesmiru. To popisuje veli¢ina zndma
jako albedo, jehoZz priumérna hodnota pro Zemi je a = 0,3. Absorbovany
tok zafeni je tedy o 30 % mensi a rovnice energetické rovnovahy ma tvar

TR%(1 — a)I = 4nR%*eT™.
Odtud dostaneme

—— =255 K=-18 °C.
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To je jesté vétsi rozdil nez predtim! Proto musi existovat néjaky jev,
ktery teplotu planety Zemé udrzuje vyssi.

Na obr. 1 je znazornén jednoduchy jednorozmérny model atmosféry.
Povrch Zemé vyzafuje infracervené zafeni podle Stefanova—Boltzman-
nova zékona

I, = oTy.

Atmosféra ¢ast tohoto zafeni absorbuje a ¢ast znovu vyzafuje. Ozna¢me
emisivitu atmosféry symbolem €. Tato veli¢ina vyjadiuje, jak velkou ¢ast
infracerveného zafeni atmosféra absorbuje (a zaroven vyzafuje). Povrch
Zemé tedy pfijiméa energii ze dvou zdroji: ze sluneéniho zafeni, ale pi¥i-
jimé také infracervené zareni vyzafované atmosférou smérem doli.

é %I (]. - E)IZ
IA = EO’Tﬁ
Atmosféra
(1*40‘)1 IA
IZ = 0’712l
Povrch

I ——
Obr. 1: Jednoduchy 1D model atmosféry

Slune¢ni zafeni dopadajici na jednotku plochy Zemé je (1 — a)I/4.
Atmosféra navic vyzatfuje smérem k povrchu tok eo T4, kde T je teplota
atmosférické vrstvy. Podminka energetické rovnovahy povrchu Zemé tedy
ma tvar:

(1-a)I
4

Atmosféra sama také vyzafuje energii. Vyzaruje ji jak smérem do
vesmiru, tak zpét k povrchu. Pro rovnovahu atmosférické vrstvy tedy
plati

oTy = +eoTy.

2¢0Tx = eoTy.
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7 této rovnice dostaneme jednoduchy vztah mezi teplotou atmosféry a
povrchu:
4
T =12,
AT 2
Po dosazeni do rovnice energetické bilance povrchu ziskime vztah pro
teplotu povrchu Zemé:

T—a (1-a)l '
4o (1-3)

Pro hodnoty I = 1360 W-m~2, o = 0,3 a ¢ = 0,74 dostaneme teplotu
priblizné 13 °C, coz je velmi blizko skuteéné namérené teploté. Z rovnice
plyne, Ze globalni teplota Zemé se zvysi s rostouci solarni konstantou,
snizenim albeda a zvySenim emisivity. A pravé emisivita je zavisla na
koncentraci CO5 (a dalsich sklenikovych plyni) v atmosféfe. Hodnota
e = 0,74 vychézi z ¢lanku [1]], neni to &islo zvolené tak, aby ,model vysel*.
Uéinek CO, roste piiblizné logaritmicky s koncentraci; v jednoduchém
modelu se to projevi jako rust efektivni emisivity atmosféry [2].

Tento jednoduchy model samoziejmé zanedbava fadu procesi v at-
mosféfe (napiiklad konvekci nebo spektralni zavislost absorpce), presto
vSak dobre ukazuje zékladni fyzikaln{ princip sklenfkového efektu. Cte-
nafam, ktefi by chtéli jit jesté dal, autofi doporucuji didakticky velmi
povedeny ¢lanek [3] v ¢asopise American Journal of Physics, ktery vyse
uvedené vypocCty rozsifuje o robustnéji definovany vliv COs a vodni pary.

Jednoduchy model planetarni atmosféry také ukazuje, pro¢ neni spréav-
na Casta namitka, ze absorp¢ni pasma COs jsou jiz ,saturovana“. I kdyz
je stfed absorpéniho pasma skuteéné témét neprihledny, zvysSeni kon-
centrace CO4 zpusobi, Ze infracervené zafeni unika do vesmiru z vyssich
vrstev atmosféry. Protoze teplota atmosféry s vyskou klesé, tyto vrstvy
vyzafuji méné energie (protoze je tmérna oT?). Aby byla zachovana
energetickd rovnovaha planety, musi se cely systém (zejména povrch)
ohfat. Zvyseni koncentrace sklenikovych plyna tedy nefunguje jako ,ze-
sileni jedné absorpéni ¢ary“, ale jako posun vysky, ze které planeta efek-
tivné vyzaiuje energii do vesmiru.

Na zacatku této Céasti jsme nakousli problematiku modeli klimatu.
Stejné jako u mnoha jinych konspira¢nich narativi se zde objevuje né-
kolik vzajemné si odporujicich tvrzeni. Jedna skupina ,klimaskeptika*
tvrdi, Ze jsou vSechny modely podvrzené, jina naopak zastava nazor, ze
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modely zmény klimatu nefunguji. Analyza publikovana v ¢lanku [4] po-
rovnava klimatické modely od roku 1970 a ukazuje, Zze modely byly pie-
kvapivé piesné (i kdyZ se postupné zpieshovaly zavedenim dalsich vliva).
Historické modely predpovidaji otepleni konzistentni s tim, co je sku-
te¢né pozorovano, pokud se do nich dosadi skute¢né emise CO,. Pokud
napf. v roce 1970 védci modelovali zménu klimatu, museli odhadnout,
kolik COq lidstvo vypusti napf. v letech 1980 a 1990 (a samoziejms, Ze
lidstvo jich vypustilo vice, nez by kdo v roce 1970 pfedpokladal). Vztah
mezi forcingem a zménou teploty funguje napii¢ vSemi generacemi mo-
deli, chyby historicky délaly odhady (kolik asi lidstvo v budoucnu vy-
pusti), ne zdkladni fyzika v modelech. O tom, jak se modely postupné
zpieshiovaly, pojednava moc pekny cesky ¢lanek [5].

Experimenty a konzistence s existujicimi poznatky

Otazka falzifikovatelnosti je v pfipadé zmény klimatu ponékud speci-
fickd — nemame totiz zadnou ,kontrolni planetu®, na které bychom mohli
provést experiment. Proto se musime soustfedit na jiny typ testu: zda
jsou teoretické predpovédi klimatickych modeli v souladu s pozorové-
nim. Pravé porovnani predpovédi s redlnymi daty umoznuje ovérit, zda
jsou fyzikalni predpoklady modeld spravné.

V roce 2015 vysla v Nature studie [6], kterd prokazala, Ze narust
koncentrace COo v atmosfére béhem deseti let vedl k méfitelnému néa-
rustu mnozstvi infra¢erveného zareni dopadajiciho z atmosféry k povrchu
Zemé. Nezavisla satelitni méfeni piistrojem AIRS na druzici Aqua na-
opak ukazuji zmény pravé v pasmech COs a potvrzuji pfimy vliv rastu
COg na odchozi dlouhovlnné zafeni [7].

Diky témto méfenim vime, ze sklenikové plyny absorbuji infracervené
zafeni pouze v ur¢itych vlnovych délkach. Pokud by za oteplovani Zemé
mohl jiny mechanismus neZ rostouci koncentrace CO9, zmény v energe-
tické bilanci planety by se projevily rovnomérné v celém spektru. Sate-
litni méfeni vSak ukazuji, Ze zmény nastévaji pravé v téch spektralnich
péasmech, kde COy absorbuje infracervené zafeni.

Satelitni méfeni také ukazuji, ze pii zesilovani sklenikového efektu se
troposféra ohiiva, ale stratosféra ochlazuje. Kdyby byl hlavni pfi¢inou
oteplovani silngjsi vykon Slunce, ¢ekali bychom naopak oteplovani ve
vys§ich vrstvach atmosféry. NASA to uvadi pfimo jako jedna ze ,smoking
guns“ a novéjsi prace [8] oznafuje kombinaci oteplovani troposféry a

vvvvvv

sklenikovych plynt.
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Obcas se setkame i s ,yvysvétlenim®, Ze za zménu klimatu nemuize COs,
ale Slunce (koneckoncti, solarni konstanta se ve vzorci nachazi v ¢ita-
teli). Energie pfichazejici ze Slunce je v8ak velmi pfesné méfena, a proto
vime, Ze celkovy slune¢ni piikon neukazuje od poloviny 20. stoleti zadny
ristovy trend, ktery by vysvétlil soucasné oteplovani (viz obr. .

T T T [ T T T ‘ T T T I T T T I T T T I T T T I T |F| —]
1363 . = -
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Obr. 2: Vyvoj teploty Zemé a sluneéni ¢innosti (prevzato z [13])

Clanek [5] popisuje, jak klimatologie umi rozlisit jednotlivé jevy, které
maji na klima vliv. Z obr. B je zfejmé, ze kdyby nebylo sklenikovych
plyni, teplota by se po erupcich velkych sopek na néjakou dobu snizila.
Tyto pfirozené jevy jsou v8ak spolehlivé prekonany sklenikovymi plyny.
Navic vime, Ze se jedné skuteéné o CO4 pridany do atmosféry ¢lovékem:
Oxid uhli¢ity, ktery je soucasti pfirozeného uhlikového cyklu planety,
vznika biologickymi procesy. Fosilni paliva lezela miliony let pod zemi,
tak?e se v nich rozpadl prakticky viechen radioaktivni izotop '4C a zaro-
vei jsou ochuzena o izotop '>C. Rostouci koncentrace CO» v atmosfére
je proto doprovéazena poklesem poméru 3C/12C. Soucasné klesi i kon-
centrace atmosférického kysliku, pficemz [9] uvadi jako hlavni pfic¢inu
pravé spalovani fosilnich paliv. Nepozorujeme tedy pouze oteplovani a
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rust koncentrace COq, ale i nezavislé chemické stopy, které ukazuji na
jeho puvod v lidské ¢innosti.

0,50 m— Pozorovani

Model
0,25 (jen pifrodni vlivy)
Model
(vSechny vlivy)

0,00

Sopeéné erupee

Zména teploty [°C|
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— 7T T T T[T T T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000

Obr. 3: Pfi¢iny zmény klimatu. Pfevzato z [5]

Dalsim nezavislym dikazem zmény energetické bilance Zemé je rust
tepelné energie oceani. Oceany totiz absorbuji vice nez 90 % prebytec-
ného tepla v klimatickém systému.

Naproti tomu se dodnes neprosadilo zddné fyzikalné i observacné pre-
svédéivé alternativni vysvétleni, které by data popsalo lépe nez role skle-
nikovych plynii. Podobné jako teorie ploché Zemé hled4a dalsi a dalsi vy-
svétleni staceni roviny kyvu Foucaultova kyvadla, na ,klimaskeptickych*
strankach se doc¢teme, Ze zmény teplot zptsobuji tfeba Milankovi¢ovy
cykly, periodické zmény drahy Zemé. Ty v8ak probihaji na Casovych
skalach desitek az stovek tisic let, takZe soucasné rychlé zmény (v desit-
kach let) vysvétlit nedokaZou.

Peer review (recenzni Fizeni

Obcas se také setkdvame s nazorem, ze jakakoli diskuse o jinych pii-
¢indch zmény klimatu je ve védé potlac¢ovana. Podle tohoto tvrzeni jsou
klimatologové podplaceni a védci, ktefi by chtéli zpochybnit roli COq,
riskuji ztratu grantt, profesni diskreditaci nebo dokonce osobni perze-
kuci. To neni pravda — i ve védeckych ¢asopisech vychazeji ¢lanky, které
tvrdi (obvykle na zakladé statistickych analyz, ne na zakladé fyzikalnich
vypoltl), Ze se role COq pieceiiuje. Problém téchto ¢lanki je predevsim
v tom, ze jejich predpovédi nejsou v souladu s pozorovanymi daty. Nap¥i-
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klad v roce 2021 vysly dva ¢lanky, které tvrdily, ze se role CO4 pieceiiuje
a mimo jiné v nich byly i pfedpovédi, jak se bude teplota dale vyvijet.
Stefani et al. [I0] pfedpovédéli, ze v nejblizsich letech (po roce 2021) bu-
dou teploty klesat, protoze atmosféra uz je CO4 saturovana. Piesto jsme
zaZzili po sobé jdouci rekordné horké roky. Scafetta [I1] uvadi, Ze otep-
lovani bude pokrac¢ovat podstatné pomalejsim tempem, pfiblizné kolem
0,1 °C za dekddu. Skute¢né naméteny narust globalni teploty vsak ¢inil
priblizné 0,45 °C za tfi roky, coz odpovida linedrnimu trendu asi 1,5 °C
za dekaddu. Navic v posledni dobé nartst teplot jesté zrychluje [12].
Tyto dva ¢lanky ve védeckych ¢asopisech skuteéné vysly. Je vSak cela
fada praci, které recenznim fizenim v odbornych ¢asopisech neprogla na-
priklad proto, Ze velmi volné zachazi s fyzikalnimi zakony (autofi tohoto
textu byli svédky toho, Ze ve snaze vysvétlit soucasné zmény klimatu bez
CO3 byl popfen nejen Stefantiv-Boltzmanniv zakon, ale dokonce i zakon
zachovani energie). Takové ¢lanky se pak objevuji na riznych klimas-
keptickych blozich pravé s vysvétlenim, ze jakykoliv nemainstreamovy
nazor je potlacovan a proto nebylo mozné vysledky vyzkumu publiko-
vat ve védeckém Casopise. V téchto textech se ¢asto objevuje argument
s Giordanem Brunem — pfipominé se, Ze byl za sviij ,nemainstreamovy*
nézor upalen. M4 to vyvolat dojem, Ze i dnesni ,klimaskeptici* predsta-
vuji pronasledovanou mensinu, ktera pouze prinasi nepohodlnou pravdu.

Zaveér

Je pochopitelné, ze lidé citlivé reaguji na téma, které se dotyka jejich
zivotniho stylu, penéz i politickych preferenci. Cast odporu proto ne-
sméfuje ani tak proti fyzikdlnim argumentim samotnym jako spi§ proti
medidlnim zkratkdm a politickym opatfenim, ktera se s klimatickou po-
litikou spojuji. Zejména na socialnich sitich se setkavame s prispévky, je-
jichZ autofi prezentuji zménu klimatu jako soucést kulturni valky — mezi
,zlou Evropskou unif,  klimahysteriky* a ,zelenymi ideology* na jedné
strané a jimi, racionalné smyslejicimi ,klimaskeptiky“, na strané druhé.
Tomu odpovida i pouzity slovnik, ktery je velmi podobny slovniku za-
stanci teorie ploché Zemé: Kdo s nimi nesouhlasi, je ,,ovce mainstreamu®
a ,,obét indoktrinace*. Autor tohoto textu byl nazvan trollem proto, Ze
pozadoval citaci pramenu, ze kterého by vyplynulo, Ze v minulosti byla
koncentrace COq v atmosféfe 45 % (coz by znamenalo zcela extrémni
slozeni atmosféry neodpovidajici geologickym rekonstrukeim).

Jak jsme vidéli v predchozich dilech naseho seridlu, diskuse se za-
stanci konspira¢nich teorif jen ziidka vede ke zméné nézoru. Pfesto je
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ale vic nez kdy jindy dtlezité trpélivé a slusné vysvétlovani: autorovi to-
hoto textu se po asi t¥iceti pfispévcich podafilo presvédéit diskutujiciho,
ktery svou argumentaci opiral mimo jiné o to, Ze je ,inZzenyr s Cervenym
diplomem®, Ze ¢lovék ma na soucasnou zménu klimatu vyznamny vliv.
Bylo zapotiebi detailné rozebrat, pro¢ jeho vysvétleni zmény klimatu
nemohou fungovat a proc¢ je hlavni fyzikalni pri¢inou soucasné zmény
klimatu zesileni sklenikového efektu zptisobené sklenikovymi plyny. To
je ale velka vyjimka — méaloktery diskutujici je schopen uznat sviij omyl,
hlavné kdyz do diskuse investoval velké mnozstvi emoci. I tak mé ale
cenu se téchto diskusi tcastnit — nepfesvédcite protistranu, ale piSete
pro ,mlcéici vétsinu* — uzivatele, ktefi nekomentuji, ale jen ¢tou a tieba
v téchhle vécech jesté nemaji poradek a hledaji informace. Pokud by
v diskusich ztstala tvrzeni typu ,Koncentrace 45 % CO5 v atmosfére
Zemé&" bez oponentury, mohli by tito lidé ziskat dojem, Zze vliv ¢lovéka
na klima je néco, co vlastné neni vyresené.
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Astrofotografie s chytrym telefonem

Filip Hlozek, MFF UK, Praha

Abstrakt. Astrofotografie je ¢asto spojovana s nakladnym vybavenim, nic-
méné kvalitnich snimkt noéni oblohy 1ze dosdéhnout i pomoci bézného chytrého
telefonu. V ¢lanku jsou vysvétleny zakladni expozi¢ni parametry a jejich vliv na
podobu snimki. Text predstavuje praktické postupy od kompozice pres zpra-
covani snimkt az po tvorbu star trails, moznosti riiznych znacek mobilnich
telefond a vhodné aplikace. Cilem ¢élanku je ukazat, ze astrofotografie je do-
stupné v8em zajemcim a miZe byt inspirativni cestou k hlubsimu poznani
no¢ni oblohy. Tento ¢lanek vychazi z metodickych materidli autora publiko-
vanych online [I].

Internet je plny nadhernych fotografii no¢ni oblohy, jaké lze vidét
napiiklad na strankach Astro.cz [2]. Poridit takové fotografie ale obvykle
vyzaduje mnoho ¢asu, zkuSenosti a také pomérné nakladné vybaveni.
Pékné snimky vSak lze poridit i bez dalekohledu ¢i zrcadlovky. Staéi
k tomu bézna soucast nasich modernich zivott — chytry mobilni telefon.
Pojd'me si ukazat, jak na to.

Zakladni pojmy

Fotoaparat je zafizeni, které soustfedi svétlo ¢o¢kou na (téméf vy-
luéng) digitalni senzor, jenZ sbira svétlo a uklad4 ho. Cim déle je zaverka
ponechéna oteviena a ¢im vétsi je vstupni otvor fotoaparatu, tim vice
svétla dopadne na senzor. Astrofotografie typicky vyzaduje delsi expo-
zi¢ni Casy, obvykle v fadu nékolika sekund, aby snimaé stihl zachytit do-
statek svétla z no¢ni oblohy. Naopak pii fotografovani za denniho svétla
sta¢i na expozici pouhy zlomek sekundy.

Vyslednou podobu fotografie ovliviiuji t¥i zakladni parametry: expo-
zicni c¢as, hodnota ISO a clona. Digitalni fotoaparat umoznuje ménit
v8echny tfi parametry v manualnim rezimu. U mobilnich telefonii, na
které se tento ¢lanek zaméfuje, je vSak clona obvykle pevné dana vyrob-
cem. Pouze nékteré modely, zejména vyssi t¥idy, umoziuji jeji zménu.
Piipadné lze vybirat mezi riznymi objektivy s odliSnou clonou.

Expozi¢ni €as, nebo také rychlost zévérky, je doba, po kterou je
zévérka fotoaparatu oteviena a dochazi k osvétleni snimace. Cim delst je
expozice, tim vice svétla se zachyti a tim svétlejsi bude vysledny obraz.
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Za denniho svétla jsou Casy expozice velmi kratké a automatika fo-
toaparatu je obvykle nastavuje sama. Del3i expozice by vedla k pfesvi-
cenému obrazu (tzv. pfeexponovany snimek). Naopak pii fotografovani
rychlého pohybu je potfeba velmi kratky expozi¢ni ¢as v fadu tisicin
sekundy, aby byl objekt zachycen ostfe a bez rozmazani.

Pri fotografovani hvézdné oblohy je vSak zapotiebi delsi expozice, aby
snimac zachytil co nejvice svétla. Neni ale rozumné zvySovat expozic¢ni
¢as prilis. Obvykle se doporucuje expozicni ¢as maximalné do 30 sekund,
idealné vSak méné nez 20 sekund. Pfi delSich expozicich se na snimku
projevi rotace Zemé a hvézdy na snimku nebudou bodové, nybrz mirné
protazené do kratkych céar, viz obr. Navic s rostouci délkou expo-
zice zesiluji i dal§i rusivé jevy. Atmosférické chvéni mize snimek opticky
rozosttit a zahfivani snimadce vede ke zvySené hladiné Sumu, ktery se ve
vysledku projevuje jako zrnitost ¢ barevné skvrny na fotografii.

Obr. 1: Porovnani fotografii hvézdné oblohy s expozi¢nimi ¢asy 8, 16 a 32
sekund. Pfi del$i expozici se stihnou hvézdy pohnout ze své ptvodni polohy
(vlivem otaceni Zeme). Pii bliz§im zkoumani tak mohou byt na snimku patrné
kratké svételné ¢ary namisto bodi. Pro vétsi nazornost byly obrazky upraveny
v programu Snapseed. Protazené ¢ara v rohu prostfedniho obrazku zazname-
néva prolétavajici letadlo.

Zdanlivy pohyb hvézd (takzvané star trails) by sice bylo mozné zachy-
nevyhody. Proto se kyZeného efektu dosahuje ¢astéji sloZzenim mnoha
po sobé jdoucich snimki s kratsimi expozi¢nimi ¢asy, namisto jediného
snimku exponovaného po velmi dlouhou dobu. Jak takovy postup reali-
zovat na mobilnim telefonu si ukdZeme na konci ¢lanku.

ISO je hodnota citlivosti snimace na svétlo. U analogovych fotoapa-
rati byla tato hodnota ur¢ena druhem pouzitého filmu. U digitalnich sni-
maci lze tuto citlivost jednoduse ménit v nastaveni. Vyssi hodnota ISO
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zvySuje jas snimku (zesiluje signal ze senzoru), coz je uZite¢né zejména
pfi slabém osvétleni.

Vys8i hodnota ISO muze byt vyuzita ke kompenzaci kratkych expo-
zi¢nich ¢ast, naptiklad pii fotografovani rychle se pohybujicich objekta.
U snimkt no¢ni oblohy pak zvySeni ISO umoznuje zkratit dobu expo-
zice. Zesileny signal dodavéa fotografii vice informaci, a moderni piistroje
toho dokézou vyuzit k redukci Sumu. Nicméné pii delsi dobé& expozice,
kdy vznika na fotce vice Sumu, miuize vyssi hodnota ISO zpusobit zesileni
nejen dopadajiciho svétla, ale také nezadouciho sumu. Na obr. [2]jsou pro
srovnani zachyceny fotografie no¢ni oblohy pii riznych hodnotach ISO.

Obr. 2: Porovnani fotografii hvézdné oblohy s hodnotami ISO 800, 1 600
a 3 200. Pii kratSich expozicich lze vyuzit vyssi hodnoty ISO k ziskani svét-
lejsiho snimku. P¥i del8ich expozicich uz dochézi nejen k zesileni signalu, ale
také nezddouciho Sumu. Pro vétsi nézornost byly obrézky upraveny v pro-
gramu Snapseed. Svétlejsi obraz stromu v prostfednim obréazku byl zptasoben
jeho nechténym osvétlenim.

2 Xz

Clonové ¢&islo udava, jak velkd ¢ast objektivu je oteviena pro pri-
chod svétla. U samostatnych fotoaparati lze clonu manuéalné nastavit,
zatimco v pFipadé mobilniho telefonu nikoliv (jak bylo vysvétleno). Clo-
nové ¢islo je uréeno vztahem k = %, kde f je ohniskova vzdalenost
objektivu fotoaparatu a D pramér otvoru clony. Na objektivech a foto-
aparatech se svételnost typicky zapisuje ve tvaru f/k (naptiklad f/2.8
nebo f/4). Z¥ejmé plati, Ze ¢im mensi je otvor clony, tim vySsi je clonové
¢islo, a tedy mensi svételnost (objektivem projde méné svétla). Nejmensi
clonové &islo (tedy maximalni svételnost), které lze na objektivu nasta-
vit, je urceno jeho konstrukei, a proto na ném byva uvedeno.

Clonova ¢isla (respektive svételnosti) lze zapsat do fady f/1.4, f/2,
f/2.8, f/4, f/5.6, /8, f/11, /16, a tak dale. Hodnoty za lomitkem
piedstavuji (zaokrouhlené) mocniny &isla v/2. Kdy# se totiz primér otvo-
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ru clony zmensi dvakrat, zmensi se plocha objektivu étytikrat, jelikoz
plocha je imérna druhé mocniné priaméru. Kazdé dalsi clonové ¢&islo
v fadé tedy znamené polovinu svétla, které projde objektivem.

Tyto vztahy umoziuji fotografim snadnou zménu expozi¢nich para-
metri. Napiiklad pokud se hodnota ISO zdvojnésobi ze 400 na 800 a
zérovell se zkrati expoziéni doba na polovinu (napf. z 2 s na 1 s), vy-
sledny snimek bude exponovany stejné. S clonovymi ¢isly v uvedené fadé
je to totéz. Uvedenému zdvojnasobeni hodnoty ISO by proto odpovidala
zména clonového ¢isla napt. z /2.8 na f/4 (dvakrat méné svétla). To
proto, ze pfi dvojnasobné citlivosti snimace ndm postaci jen polovi¢ni
mnozstvi svétla. Ovladnuti tohoto pravidla, znamého jako expoziéni troj-
thelnik, viz obr. [3] vyrazné usnadiuje spravné a rychlé nastaveni fotoa-
paratu.

EXPOZICNIi CAS
vyjadieni pohybu

1/8000 s 30s
I70) APy -
YO e

Obr. 3: Expoziéni trojihelnik dava do souvislosti tii expozi¢ni parametry:
ISO, clonu a expoziéni ¢as. Na obrazku je vidét, jak zména téchto parametria
ovliviiuje foceni b&Zznych objekti. [3]

Kromé zékladnich expozi¢nich parametri je pro tplnost vhodné zmi-
nit i dalsi nastaveni ovliviiujici kvalitu snimku.
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Vyvéazeni bilé (White Balance) uréuje, jak fotoaparat interpretuje
barevnou teplotu osvétleni a podle toho upravuje barevné podani snimku.
Riizné zdroje svétla vyzaiuji rizné teplé ¢i studené odstiny. Napiiklad
denni svétlo je spiSe chladnéjsi. Automatické vyvazeni bilé se bézné pou-
7iva pri fotografovani béznych scén a u modernich telefonii funguje velmi
spolehlivé. Pii fotografovani noéni oblohy vSak miZe automatika vyhod-
notit scénu nespravné, zejména v piitomnosti svételného znecisténi. Vy-
sledny snimek pak muZe mit nepfirozeny nadech do oranzova nebo do
modra. Z toho davodu se pfi astrofotografii doporucuje nastavit vyva-
zeni bilé manuélné, ¢imz lze dosahnout konzistentniho barevného podani
v celé sérii snimkt a usnadnit jejich néasledné zpracovani.

Manualni ostfeni (Manual Focus) umoZiiuje uréit rovinu ostrosti
bez zasahu automatického systému fotoaparatu. Automatické ostfeni je
navrzeno predevsim pro bé&zné scény s dostatkem svétla a vyraznymi
kontrastnimi hranami. Pri fotografovani hvézdné oblohy vSak automa-
tika opét selhava, jelikoz jsou hvézdy prili§ malé a slabé. Ostfeni se
proto obvykle nastavuje ru¢né, nej¢astéji na hodnotu oo (nekoneéno),
nebot jsou hvézdy (ale i planety ¢i Mésic) velmi vzdalené.

Pro pokro¢ilé upravy se Casto vyuzivaji snimky ve formdtu RAW,
ktery uchovava maximalni mnozstvi obrazovych dat. Na rozdil od kom-
primovaného formatu JPG, ktery telefon automaticky upravuje a zmen-
Suje, umoziuje RAW detailnéjsi editaci. Nevyhodou je vétsi velikost sou-
bort a nutnost naslednych uprav. Nezpracované RAW snimky obvykle
vypadaji nevyrazné a musi se pak déle upravovat. Napiiklad jiz zminéné
obréazky [T] a2 byly pofizeny ve formatu RAW a nasledné upraveny piimo
na telefonu v programu Snapseed.

MozZnosti amatérské astrofotografie

Ackoliv se tento text zabyva fotografovanim prakticky bez vybaveni, je
vhodné alesponi zminit, ¢eho v8eho se amatérska astrofotografie dotyka.
Vétsinou si ji spojime s vyuzitim dalekohledtd. Pak muze jit o planetarni
astrofotografii, deepsky nebo védeckou (astro/fotometrickou) astrofoto-
grafii. Tyto sméry astrofotografie kladou vysoké naroky na technické vy-
baveni i zkuSenosti pozorovatele a zpravidla vyzaduji peclivou p¥ipravu
a nasledné zpracovani dat.

Lze to ale i bez dalekohledu. Takzvana Sirokouhla astrofotografie ma
za cil zachytit velkou ¢ast no¢ni oblohy (Mlé¢nou drahu, souhvézdi, po-
larni za¥i). Vyuziva Sirokothly objektiv fotoaparatu s delsi expozici, ktery

miZe byt doplnény jesté star trackerem (zafizenim, které pomalu otadi s
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fotoaparatem, aby kompenzovalo pohyb oblohy zptsobeny rotaci Zemé).
Ackoliv vysledné fotky mohou byt pusobivé, cilem je spiSe dokumentace
oblohy. Naproti tomu krajinarské astrofotografie mé pouze esteticky za-
mér. Obloha tvofi soucast krajiny, ale neni cilem sama o sobé. V popredi
byva zajimavy prvek (strom, socha, jezero, stavba apod.) a snimek se
pak sklada z vice expozic. Jedna Cast expozice mifi na oblohu, druha
na krajinu. To proto, Ze obé scény maji rozdilné svétlo, a tedy vyza-
duji jiné nastaveni fotoaparatu. Vysledny obrazek proto vznika opét az
v postprodukci, kdy se tyto expozice slou¢i dohromady.

Pokud ¢tenare néco z toho zaujalo a nevi jak zaéit, je nejrozumnéjsi
zajit se zeptat na nejblizsi hvézdarnu. Z autorova vyzkumu [4] vyplyva,
7e na hvézdarnach je plno nadSenych, zapalenych lidi, ktefi zajemcim
radi porad{ nebo alespon nasméruji jejich dalsi kroky. Doporucit 1ze také
astronomické krouzky a kurzy, které se na hvézdarnach poradaji, a je-
jichz mapa je k dispozici na strankach [5]. Ugastnici se nau¢i mnoho
zajimavého nejen o astrofotografii, ale o astronomii a astrofyzice viibec.
Zaroven maji pfistup k dalekohledim a vybaveni hvézdarny. Nehledé
na to, ze tyto krouzky sdruzuji komunitu lidi se stejnym zadjmem, a tim
jim umoznuji postupovat rychleji vpied.

Fotografovani s chytrym telefonem

Pred prvnim noénim focenim je dilezité seznamit se se svym chyt-
rym mobilnim zafizenim a jeho funkcemi. VSechny chytré telefony sice
v sobé& maji vestavénou aplikaci fotoaparatu, ale jeji rozhrani, ovladani
a dostupné funkce se mohou li§it v zavislosti na vyrobci a modelu.

Rozdil je také mezi operaénimi systémy Apple i0OS a Google Android.
Telefony od Applu (i0OS) nedovoluji pfili§ ménit parametry manuélng,
vétsina se fidi automaticky. I tak ale dokaZzou dosdhnout velmi kvalit-
nich vysledkt. K tomu je ale potfeba umistit je do stativu. Po zapnuti
fotoaparatu zapneme no¢ni moéd a diky tomu se objevi nastaveni ¢asu
expozice. To je nejprve nizké, ale kdyz se telefon necha chvili v klidu
na stativu, zvétsi se maximalni mozné doba expozice az na 30 sekund.

Telefony s Androidem obvykle nabizeji vice moznosti manualniho na-
staveni v rezimu nazyvaném PRO, Profesionalni a podobné. Rozhrani
tohoto modu pro telefon Motorola Edge 30 Ultra je na obr. [d] pro jiné
telefony muze byt odlisné. V tomto rezimu lze ménit jiz zminény expo-
zi¢ni ¢as a hodnotu ISO. Je potieba prozkoumat mezni hodnoty, které lze
v aplikaci nastavit. Zejména maximalni hodnoty mohou byt u slabsich
telefont nizké.
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Obr. 4: Profesionalni rezim fotoapardtu umoziiuje manuélné nastavit expo-
zini parametry. Na pravé listé jsou odspodu ikony pro ostfeni (MF — manual
focus), vyvazeni bilé (WB — white balance), délka expozice, ISO a kompen-
zace expozice (ta vSak neni dostupna pro manualné zvolené rychlosti zavérky
a hodnoty ISO).

Dale mtze byt nutné nastavit ostfeni, jelikoz automatika obvykle ne-
dovede spravné zaostiit ve tmé. Nejlepsi je proto ostfit za svétla, a nasta-
vit hodnotu tak, aby byly v8echny pfedméty (blizké i vzdalené) na dis-
pleji ostré. Nékteré telefony maji v nabidce ostfen{ pfimo symbol neko-
necna oo, ktery miuzeme pouzit témér s jistotou pro fotografovani nocni
oblohy. MiiZe se ale stat, ze poloha ostfeni odpovidajici nekone¢nu bude
mirné posunuta. V praxi se proto osvédcuje zaostfit na jasnou hvézdu
nebo vzdaleny svételny zdroj. Pro kontrolu ostrosti lze docasné zvétsit
néhled obrazu na displeji, coz usnadni jemné doladéni polohy ohniska.
Samotné digitalni pfiblizeni nezlepSuje rozliseni snimku, ale umoziuje
lépe posoudit tvar bodovych zdroja v nahledu. Pfed samotnou expozici
je proto potfeba vratit zobrazeni do zakladniho nastaveni.

Velice dulezita bude pro fotografovani samospoust. Stisknutim spousté
fotoaparatu totiz dojde k nechténému roztteseni telefonu, coz vede k roz-
mazani snimku. Nastaveni ¢asovace na 3 az 5 sekund poskytne dostatek
¢asu, aby se pristroj opét ustalil.

Pokud telefon nabizi jesté dalsi nastaveni, vyzkousejte, jaky vliv ma je-
jich zména na vysledné snimky. Pro vice informaci byva v aplikaci fotoa-
paratu k dispozici ndpovéda nejen pro Profesionélni rezim, ale i pro ostatni
funkce fotoaparatu, viz obr. [5l Dalsi podrobnosti 1ze podle potieby do-
hledat na internetu.

Roc¢nik 101 (2026), cislo 1 47



FYZIKA

Obr. 5: V nékterych modelech telefont je k dispozici napovéda k funkcim foto-
aparatu (zde pod symbolem otazniku vpravo nahote). Takto vypadéa napovéda
k profesionalnimu rezimu v telefonu Motorola Edge 30 Ultra.

Kromé vestavéné aplikace fotoaparatu lze samoziejmé vyuzit i apli-
kace tfetich stran, které mohou umoznit pokrodilejsi manualni nastaveni
fotoaparatu. V praxi se vSak Casto ukazuje, ze zabudovana aplikace fo-
toaparatu byva nejspolehlivéjsi. Alternativni programy nemusi fungovat
zcela spravné nebo maji omezené funkce. ZkuSenost je takové, Ze co fun-
guje jeden den, nemusi fungovat druhy, a naopak.

Pro systém Android se hodi zejména aplikace DeepSky Camera. Ta
je vytvolend piimo pro astronomické foceni, nabizi rozsifené moznosti
nastaveni expozi¢nich parametra (vétsi ISO nebo delsi expozice), véetné
sekven¢niho sniméni (automatické pofizeni vice snimku za sebou). Tato
funkce je uziteéné napiiklad pro tvorbu star trails nebo slozeni nékolika
snimki k potlaceni Sumu. Sekven¢éni sniméni umoziuje také aplikace
Intervalometer, ktera je ovSem placena.
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ale i o radost z objevovani a o to, ze diky fotoaparatu dokaZeme zachytit
detaily, které bézné nevidime.
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