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MATEMATIKA

Několik slov k zobecnění, a tedy porozumění,
Pythagorově větě

Vlastimil Dlab, Bzí u Železného Brodu

V této krátké poznámce, adresované školám, odhalíme kořeny tvr-
zení, známé pod jménem Pythagorova věta.1) Té je pozorně věnován
článek [1].

Tento příspěvek začněme dvěma obrázky. První z nich zobrazuje a
dokazuje pythagorejské tvrzení pro podobné obdélníky.

Obr. 1

Toto tvrzení je dále zobecněno a znázorněno na druhém obrázku pro
zcela libovolné trojúhelníky.

1)Pythagoras ze Samu žil v 6. století př. n. l. Pythagorova věta byla známa, alespoň
v konkrétní formě, už o řadu století dříve v Babylonii, Egyptě, Číně a Indii.
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Obr. 2

1. První obrázek je určen volbou bodů A,B,C a D, tj. volbou pra-
voúhlého trojúhelníku ABC a kolmicí k základně AB vedenou z bodu
C. úsečky DH a DK jsou rovnoběžné s odvěsnami trojúhelníku ABC
a strany obdélníků ACGH a CBKL obdržíme prodloužením odvěsen
a konstrukcí jejich protilehlých rovnoběžných stran. Využijeme též kol-
mosti úseček. Tak např. z toho, že úsečka AF je kolmá na úsečku AB
a AH je kolmá na AC, plyne, že |�HAF | = |�CAB| a že tedy troj-
úhelníky ABC a AFH jsou podobné. Stejným způsobem zjistíme, že
trojúhelníky AFH, EBK, DCL a CDG jsou shodné. Též trojúhelníky
ABC a FED jsou shodné a jsou podobné trojúhelníku AFH.

Z předešlých tvrzení vyplývají rovnosti pro poměry délek úseček

|AH|
|AF | =

|AC|
|AB| , tj.

|AC|
|AH| =

|AB|
|AF | ,
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a tedy obdélníky ACGH a ABEF jsou podobné. Analogicky

|BK|
|BE| =

|BC|
|BA| , tj.

|BC|
|BK| =

|BA|
|BE| ,

odkud plyne, že obdélníky CBKL a ABEF jsou podobné.
Tím jsme dokázali první část následujícího tvrzení.

Věta 1. Obdélníky ACGH, CBKL a ABEF na obr. 1 jsou podobné a
jejich obsahy jsou svázány pythagorejskou rovností

S(ABEF ) = S(ACGH) + S(CBKL).

Důkaz druhé části věty je jednoduchý. Uvažujme pětiúhelník ABEDF
a tyto jeho části: rovnoběžníky ACDF a BCDE a shodné trojúhelníky
ABC a FED. Jelikož obsah rovnoběžníku je dán součinem délky strany
a výšky, platí S(ACGH) = S(ACDF ) a S(CBKL) = S(CBED), a tedy

S(ABEF ) = S(ABC) + S(ACDF ) + S(CBED)− S(FED) =

= S(ACGH) + S(CBKL).

2. Věta 1 si zasluhuje zobecnění. Jedno takové je zobrazeno na obr. 2,
který též naznačuje jednoduchý důkaz. Zde je úsečka DK rovnoběžná se
stranou AC a úsečka EK se stranou BC. Stejně dlouhé úsečky CK,AH
a BG jsou rovnoběžné. AFBH je rovnoběžník.

Věta 2.2) Nechť ABC je libovolný trojúhelník, ACD libovolný trojúhel-
ník sestrojený nad stranou AC a BCE libovolný trojúhelník sestrojený
nad stranou BC. Obr. 2 ilustruje rovnost

S(ABF ) = S(CAD) + S(BCE).

Důkaz je napodobeninou důkazu věty 1:

S(ABF ) = S(BAH) =
1

2
S(BAHG) =

=
1

2
[S(BAHKG)− S(GHK)] =

1

2
[S(BAHKG)− S(BAC)] =

=
1

2
[S(CAHK) + S(CBGK)] = S(CAK) + S(BCK) =

= S(CAD) + S(BCE).

2)Autorem této věty se ve formulaci s rovnoběžníky udává Pappus z Alexandrie,
význačný řecký matematik žijící ve 4. století.
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Věta 2 otevírá cestu k řadě tvrzení popisujících speciální případy, kdy
trojúhelník ABC je rovnoramenný, rovnostranný či pravoúhlý a trojúhel-
níky CAD a BCE jsou podobné, shodné či pravoúhlé atd. Vyšetřování
takovýchto speciálních případů vzbuzuje u žáků zájem o matematiku.
Jednoduchým příkladem zde může být případ, kdy trojúhelník ABC je
rovnoramenný a trojúhelníky CAD a BCE jsou podobné. Umíte v tomto
případě popsat trojúhelník ABF? Pomůckou při řešení těchto „hříček“
může být odkaz na https://www.geogebra.org/m/vwqgcef3.

L i t e r a t u r a

[1] Dlab, V.: Krátký příběh o obecném tvaru Pythagorovy věty. Rozhledy
matematicko-fyzikální, roč. 94 (2019), č. 4, s. 8–15.

Pythagorova K-věta prof. Jiřího Bouchaly

Anguli per animalia

Martina Škorpilová, MFF UK Praha

Mezi základní dovednosti z oblasti planimetrie patří výpočty velikostí
úhlů, které se váží k rovinným útvarům. Níže předkládáme tři příklady
na procvičení této problematiky, které vyžadují znalost vlastností úhlů
příslušejících mnohoúhelníkům.
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Při řešení vycházejte pouze z jednoznačně daných dat (pokud např.
u dvou úseček s jedním společným krajním bodem váháte, zda leží na
přímce, nebo ne, tento fakt nevyužívejte). Upravená zadání (např. bez
čísel stránek časopisu) připravená k využití při výuce jsou dohledatelná
na webové stránce [1]. Hodně radosti a úspěchů při řešení úloh!

Příklad 1. Početně určete velikosti úhlů α, β, γ, δ, znáte-li velikosti
některých jiných úhlů a víte-li, že

• útvary označené P jsou pravoúhlé trojúhelníky,

• útvary označené R jsou rovnoramenné trojúhelníky,

• útvar označený S je rovnostranný trojúhelník,

• útvary označené B jsou rovnoběžníky,

• útvary označené Lr jsou rovnoramenné lichoběžníky,

• útvary označené Lp jsou pravoúhlé lichoběžníky.
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Příklad 2. Početně určete velikost úhlu α, znáte-li velikosti některých
jiných úhlů a víte-li, že

• útvary označené P jsou pravoúhlé trojúhelníky,

• útvary označené R jsou rovnoramenné trojúhelníky,

• útvar označený S je rovnostranný trojúhelník.
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Příklad 3. Početně určete velikosti úhlů α, β, γ, δ, ϵ, ϕ, znáte-li velikosti
některých jiných úhlů a víte-li, že

• útvary označené P jsou pravoúhlé trojúhelníky,
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• útvary označené R jsou rovnoramenné trojúhelníky,
• útvary označené S jsou rovnostranné trojúhelníky,
• útvary označené B jsou rovnoběžníky,
• útvary označené Lr jsou rovnoramenné lichoběžníky,
• útvary označené O jsou obdélníky.
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Řešení: Příklad 1 : α = 35◦, β = 43◦, γ = 53◦, δ = 33◦. Příklad 2 :
α = 83◦. Příklad 3 : α = 54◦, β = 63◦, γ = 111◦, δ = 92◦, ϵ = 74◦,
ϕ = 103◦.

L i t e r a t u r a

[1] https://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/vyuka.html
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Řešení extremálních úloh podle Fermata

Luděk Spíchal, Česká lesnická akademie, Trutnov

Úvod

Hledání extrémů funkcí patří k základním úlohám matematiky s mno-
ha praktickými aplikacemi. Týkají se možnosti nalezení největší nebo
nejmenší hodnoty veličiny, která se mění podle nějakého zákona. Může
se jednat o nejkratší cestu, nalezení nejúspornějšího tvaru nádoby, zave-
dení nejvýhodnějšího výrobního postupu či zajištění největšího možného
zisku. Podobné otázky se objevují v celé řadě oborů, jako je např. fyzika,
ekonomie, technika nebo přírodní vědy.

Současný přístup k určování maximálních a minimálních hodnot (tedy
extrémů funkcí) vychází z vlastností tzv. diferencovatelných funkcí, je-
jichž graf lze nakreslit jako „hladkou“ plynulou křivku bez ostrých zlomů.
Myšlenku se pokusíme přiblížit bez formální definice pojmu derivace,
který moderní matematika běžně k určování extrémů využívá.

Derivaci si můžeme představit jako okamžitou rychlost změny. V praxi
to může vypadat například tak, že u dráhy, kterou urazí auto, předsta-
vuje derivace dráhy jeho aktuální rychlost. Při sledování hladiny řeky bě-
hem jarního tání ukazuje derivace, jak rychle hladina stoupá nebo klesá.
A pokud sledujeme výšku rostliny během růstu, derivace nám prozradí,
jak rychle v daném okamžiku rostlina přirůstá.

Představme si nyní, že vezmeme dva blízké body grafu funkce a spo-
jíme je přímkou, která je sečnou grafu funkce (obr. 1). Průměrnou změnu
v určitém úseku (např. průměrnou rychlost mezi body A a B) znázor-
ňuje sklon úsečky, která tyto dva body spojuje. Zapíšeme-li rovnici této
přímky ve tvaru

y = kx+ q,

pak číslo k (směrnice sečny) udává průměrnou rychlost.
Představme si dále, že budeme bod B postupně přibližovat k bodu A.

Při přibližování se sklon sečny postupně mění, až se v určité chvíli ustálí
na jisté hodnotě. Přímku, která se v dané chvíli dotýká grafu funkce
právě v jednom bodě, označujeme jako tečnu grafu funkce. Sklon tečny
(směrnice tečny) v bodě A udává okamžitou změnu (např. okamžitou
rychlost auta), tedy derivaci.

8 Rozhledy matematicko-fyzikální
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Obr. 1: Graf funkce y = sinx+ 0,3x (plná čára), tečna grafu funkce v bodě A
(tečkovaná čára) a sečna vedená body A a B (čárkovaná čára)

Lokální maxima a minima (intuitivně vrcholky a údolí grafu funkce)
se mohou vyskytnout jen tam, kde je tečna vodorovná, tedy rovnoběžná
s osou x a má směrnici (derivaci) nulovou. To je nutná podmínka pro
existenci extrému. Nesmíme však zapomenout, že sama o sobě nestačí.
Například u funkce y = x3 je derivace v bodě x = 0 také nulová, ale graf
tam žádný vrchol ani údolí netvoří, zde jde pouze o tzv. inflexní bod1).

Extremální úlohy svojí podstatou spadají do oblasti kalkulu (dife-
renciální a integrální počet). Zmíněná oblast matematiky, jejíž počátky
se datují do 17. století a pojí se jmény Isaaca Newtona (1642–1727) a
Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646–1716), ovšem není obvykle zařa-
zovaná do výuky středoškolské matematiky. Faktem na druhou stranu
zůstává, že podobné úlohy zajímaly matematiky již v obdobích před
nástupem kalkulu. Metody, které přitom používali, svou náročností ne-
vybočují z rámce středoškolské matematiky a mohou tak být zajímavou
ukázkou způsobů uvažování a postupů, které posléze vedly k objevu kal-
kulu.

Ke známým postavám na tomto poli určitě patří Johannes Kepler
(1571–1630), který se zabýval výpočtem objemů těles ve svém díle Nova
stereometria doliorum vinariorum (1615). V této knize řešil praktický
problém odhadování objemů vinných sudů různých tvarů a vyvinul me-
tody, které kalkulu předcházely.

1)Inflexní bod (též bod inflexe nebo bod obratu) je místo na grafu funkce, kde se
mění zakřivení křivky – tedy přechod z „vydutého“ (konvexního) tvaru do „vypou-
klého“ (konkávního) nebo naopak.

Ročník 101 (2026), číslo 1 9
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Zmiňme v krátkosti způsob, jakým Kepler uvažoval. Tělesa si před-
stavoval jako složená z velkého množství malých, jednoduchých částí
(například válcových vrstev). Tím předjímal ideu aproximace objemu in-
tegrací. Objem odhadoval jako součet objemů těchto jednoduchých částí.
Například vinný sud mohl být modelován jako rotace určité křivky, což
vyžadovalo výpočet objemu rotačního tělesa. Pro výpočet objemu sudů
Kepler experimentoval s měřením jejich výšky a šířky v různých bodech.
Srovnával je s objemy známých geometrických těles, jako jsou koule,
válce nebo kužele. Při zkoumání tvaru sudů zjistil, že sud má největší
objem, pokud jeho šířka v nejužším bodě odpovídá určitému poměru
k jeho výšce, což lze považovat za raný příklad extremální úlohy.

Hlavní část článku se věnuje předvedení postupu hledání extrémů po-
cházejícího z pera dalšího velikána matematiky, kterým byl francouzský
matematik Pierre de Fermat (mezi 1601 a 1607–1665). Po vysvětlení
Fermatovy metody budeme řešit několik úloh, které charakterem odpo-
vídají některým problémům řešeným matematiky v daném období (např.
v souvislosti s tzv. Keplerovými trojúhelníky). Současně neopomeneme
rovněž ponechat některé úlohy pro čtenáře k případnému procvičení.

1. Extrémy podle Fermata

Následující příklad lze vyřešit výhradně použitím středoškolské ma-
tematiky. Nám však současně poslouží jako modelový příklad pro před-
stavení Fermatovy metody.

Příklad 1. Jakou největší plochu pravoúhelníkového tvaru je možné
oplotit pletivem o délce 180 m?

Řešení. Vyjdeme z obecného obdélníku a prozkoumáme vztah mezi ob-
sahem takového obrazce a rozměry jeho stran. Pro obvod o obdélníku
platí o = 2a+2b. Po dosazení známé délky pletiva vyjádříme délku jedné
strany

b = 90− a,

a dosadíme do vzorce pro výpočet obsahu obdélníku

S = ab = a(90− a) = 90a− a2. (1)

Získali jsme kvadratickou funkci, která nabývá maximální hodnoty ve
vrcholu paraboly. Polohu vrcholu můžeme určit např. doplněním kvad-
ratického dvojčlenu na čtverec

S = 90a− a2 = −(a2 − 90a+ 2025) + 2025 = −(a− 45)2 + 2025.

10 Rozhledy matematicko-fyzikální
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Optimálním tvarem pro oplocení je vzhledem k zadání úlohy čtverec
s délkou strany 45 m, maximální možná velikost oplocené plochy činí
2 025 m2. Pro úplnost dodejme, že funkce má vzhledem k zadání rovněž
dvě minima (S = 0), pro a = 0 a a = 90.

Studenti se znalostí základů kalkulu by pravděpodobně vypočítali de-
rivaci funkce (1) popisující obsah obdélníku2)

S′ = 90− 2a,

a položili tuto derivaci rovnu nule, tj.

90− 2a = 0 → a = 45.

Důvod proč tak činí, byl zmíněn již v úvodní části článku. V extrémních
hodnotách (minimum či maximum) je tečna ke grafu funkce rovnoběžná
s osou x, tj. její směrnice má hodnotu 0.

Fermat sám pojem derivace funkce neznal, uvědomil si však, že ex-
trémy mají jistou zvláštní vlastnost. Pokud uvažoval např. maximum,
pak mu bylo zřejmé, že rovnoběžky s osou x nacházející se pod maxi-
mem protnou graf funkce ve dvou bodech. Naopak rovnoběžka s osou x
ležící nad maximální hodnotou neprotne graf funkce vůbec (obr. 2).

Obr. 2: Fermatova metoda určení maxima funkce

Z uvedené úvahy pro Fermata vyplynula celkem intuitivní strategie
hledání extrému. Nechme rovnoběžku nacházející se pod maximem po-
zvolna stoupat. Dva původní průsečíky se budou postupně vzájemně
přibližovat, až v místě maxima splynou v jeden bod.

2)Použitý symbol S′ označuje derivaci funkce obsahu obdélníku S.

Ročník 101 (2026), číslo 1 11
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Předpokládejme, že pro danou rovnoběžku nacházející se pod maxi-
mem se průsečíky objeví ve dvou různých bodech a = a1 a a = a2.
Plocha rovnoběžníku v těchto dvou bodech musí být stejná, tj.

90a1 − a21 = 90a2 − a22.

Úpravou rovnosti dostáváme

90(a1 − a2) = a21 − a22,

a dále
90(a1 − a2) = (a1 − a2)(a1 + a2).

Nyní vydělíme obě strany poslední rovnosti výrazem a1 − a2

90 = a1 + a2,

což je vzhledem k předpokladu a1 ̸= a2 korektní. Fermat dále předpo-
kládal, že poslední rovnice platí, když se přibližujeme k maximu. Podle
Fermatovy představy, kterou popsal v díle Methodus ad disquirendam
maximam et minimam z roku 1636, se a1 a a2 stávají v maximu tak tro-
chu rovnými, ale ne skutečně rovnými. Při jeho dosažení se pak a1 ≈ a2,
tj.

2a1 = 90 → a1 = 45.

Zjevný rozpor mezi původním předpokladem, že a1 ̸= a2 a následným
položením a1 ≈ a2 Fermat ospravedlnil použitím poněkud mlhavého
konceptu „přibližné rovnosti“.3)

Kontroverze, týkající se nejasného pojetí infinitezimálních (nekonečně
malých) veličin, se ovšem netýkaly pouze Fermatovy metody výpočtu ex-
trémů. Rovněž Newtonovo zacházení s infinitezimálami nelze v moderním
smyslu považovat za korektní. Ve svých úvahách zacházel s infinitezimál-
ními veličinami neformálně, podle potřeby buď byly „nekonečně malé“,
nebo zcela „mizely“. Přesto jeho přístup vedl k mimořádným objevům a
položil základy kalkulu.

Potřebné přesnosti a korektnosti bylo dosaženo zavedením konceptu
limity funkce, který se ovšem v matematice objevil až v 1. polovině

3)Více o uvedeném Fermatově konceptu viz např. https://en.wikipedia.org/wiki/
Adequality.

12 Rozhledy matematicko-fyzikální
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19. století jako důsledek snahy přesně popsat chování funkce v situacích,
kde běžné algebraické výpočty nestačí nebo nemají smysl.4)

Fermat většinou řešil konkrétní geometrické a fyzikální problémy jako
je nejkratší doba, největší plocha, maximum součinu apod. Zde se celkem
přirozeně očekává, že řešení skutečně představuje největší nebo nejmenší
možnou hodnotu. Po nalezení kandidáta extrémní hodnoty Fermat kon-
troloval, že pro hodnoty o něco menší či větší je funkční hodnota menší
(u maxima) či větší (u minima).

Další příklad odkazuje na problémy řešené J. Keplerem.

Příklad 2. Jaký zvolit poměr mezi výškou v a poloměrem r válce tak,
aby měl válec pro daný povrch S největší objem V ?

Řešení. Pro objem V a povrch S válce platí

V = πr2v, S = 2πr(r + v).

Pokud chceme maximalizovat objem válce, pak ze vzorce pro povrch
vyjádříme výšku

v =
S − 2πr2

2πr
,

a dosadíme do vzorce pro objem válce

V = πr2
S − 2πr2

2πr
=

Sr − 2πr3

2
.

Předpokládejme, že pro danou rovnoběžku nacházející se pod maxi-
mem se průsečíky grafu funkce objeví ve dvou různých bodech r = r1 a
r = r2. Objem válce v těchto dvou bodech musí být stejný, tj.

Sr1 − 2πr31
2

=
Sr2 − 2πr32

2
.

Úpravou rovnosti dostáváme

Sr1 − 2πr31 = Sr2 − 2πr32,

a dále
S(r1 − r2)− 2π(r31 − r32) = 0.

4)Významným způsobem se o zavedení pojmu limity funkce zasloužili Bernard
Bolzano (1781–1848), Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) a Karl T. W. Weierstrass
(1815–1897).
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Nyní vydělíme obě strany poslední rovnosti výrazem r1−r2 a dostáváme

S − 2π(r21 + r1r2 + r22) = 0.

Použitím principu „přibližné rovnosti“ r1 ≈ r2 pak dále platí

S = 6πr21.

Porovnáním se vzorcem pro povrch válce dostáváme

6πr21 = 2πr1(r1 + v),

2r1 = v.

Válec o daném povrchu má největší objem, pokud jeho výška je dvojná-
sobkem poloměru.

Čtenář si může použití Fermatovy metody vyzkoušet na následujícím
problému, jehož řešení nalezne v příloze A.

Problém 1. Jaký zvolit poměr mezi výškou válce v a jeho poloměrem rV
tak, aby měl válec vepsaný kouli o daném objemu VK největší objem VV ?

2. Extremální úlohy a Keplerovy trojúhelníky

Keplerův trojúhelník5) je každý pravoúhlý trojúhelník, pro jehož délky
stran platí poměr

1 :
√
φ : φ,

kde φ je tzv. zlatý řez.

Poznámka. Zlatý řez označuje poměr, kdy se úsečka dělí do dvou částí tako-
vým způsobem, že poměr délky celé úsečky vůči délce její větší části se rovná
poměru délky větší části k délce té menší. Číselnou hodnotu zlatého řezu zís-
káme z řešení rovnice

x+ y

x
=

x

y
,

kde x, y (x > y) jsou části úsečky o délce x + y. Pokud dále položíme y = 1,
pak po zjednodušení dostáváme rovnici x2 − x − 1 = 0, pro jejíž kořeny platí
x1,2 =

(

1±
√
5
)

/2. Zlatým řezem (ozn. φ) je kladný kořen φ =
(

1 +
√
5
)

/2.

5)Johannes Kepler se o trojúhelnících v roce 1597 zmiňuje v dopise svému učiteli
Michaelu Mästlinovi (1550–1631). Průřez Velké pyramidy v Gíze je podle Keplera
tvořen rovnoramenným trojúhelníkem složeným ze dvou pravoúhlých trojúhelníků,
jejichž strany jsou v poměru 1 :

√

φ : φ. Existují ovšem i starší zmínky o těchto
trojúhelnících, např. v knize Liber mensurationum perského matematika Abú Bakr al-
-Karajiho (953–1029) nebo knize Practica geometriæ italského matematika Leonarda
Pisánského zvaného Fibonacci (okolo 1170 – okolo 1240) [4].
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Z vlastností těchto trojúhelníků zmiňme, že pokud vezmeme dvě ko-
pie Keplerova trojúhelníku a přiložíme je k sobě druhou nejdelší stranou
(obr. 3, vlevo), pak výsledný rovnoramenný trojúhelník má největší po-
loměr vepsané kružnice ze všech rovnoramenných trojúhelníků s danou
délkou ramen.6)

B

C

D

A
F

E

Obr. 3: Dva Keplerovy trojúhelníky s délkami stran v poměru a : b : c =
= 1 :

√
φ : φ přiložené druhou nejdelší stranou a vepsaná kružnice o polo-

měru ρ = a/
√
2φ+ 1 (vlevo). Keplerův trojúhelník v Keplerově trojúhelníku

(vpravo)

Zajímavé tvrzení vycházející z následující konstrukce dokázal Jun
v článku [3]. Konstrukce předpokládá, že postupně obejdeme Keplerův
trojúhelník proti směru hodinových ručiček a na každou stranu umístíme
bod, který stranu rozdělí v poměru zlatého řezu. Tyto body následně spo-
jíme úsečkou s odpovídajícím protilehlým vrcholem. Platí, že trojúhelník
tvořený průsečíky těchto úseček je rovněž keplerovský (obr. 3, vpravo).

Keplerovy trojúhelníky jsme popsali jako pravoúhlé trojúhelníky, je-
jichž délky stran splňují výše uvedený poměr založený na hodnotě zla-
tého řezu. V článku se dále zaměříme na trojúhelníky (nikoliv nutně
pravoúhlé), jejichž délky stran tvoří po sobě jdoucí členy geometrické
posloupnosti.

6)Pro poloměr kružnice vepsané trojúhelníku s obsahem S a stranami délek a, b, c
platí ρ = S/s, kde s = (a+ b+ c)/2.
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Konstruovatelný trojúhelník, jehož délky stran a, aq, aq2 tvoří geome-
trickou posloupnost, musí splňovat trojúhelníkovou nerovnost, tj. délky
stran musí splňovat soustavu nerovnic

aq + aq2 > a,

a+ aq2 > aq,

a+ aq > aq2,











kde řešením soustavy je interval

q ∈
(√

5− 1

2
,
1 +

√
5

2

)

,

popř. q ∈ (1/φ, φ).

Příklad 3. Najděte kvocient q, pro který má kružnice opsaná trojúhel-
níku se stranami o délkách tvořících geometrickou posloupnost minimální
poloměr.

Pro poloměr kružnice opsané trojúhelníku s obsahem S a stranami
o délkách a, aq, aq2 platí7)

r =
a3q3

4S
.

Pro stanovení obsahu trojúhelníku je vzhledem k zadání úlohy nejvhod-
nější Heronův vzorec

S = a2
√

1 + q + q2

2

(1 + q + q2

2
− 1
)(1 + q + q2

2
− q
)(1 + q + q2

2
− q2

)

,

a dále po zjednodušení

S =
a2

4

√

−q8 + 2q6 + q4 + 2q2 − 1.

Jestliže bez újmy na obecnosti položíme a = 1, pak pro poloměr kružnice
opsané trojúhelníku platí

r =
q3

√

−q8 + 2q6 + q4 + 2q2 − 1
. (2)

7)Pro poloměr kružnice opsané trojúhelníku s obsahem S a stranami délek a, b, c
platí r = (abc)/(4S).
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Použitím Geogebry (obr. 3) se můžeme přesvědčit, že funkce určená rov-
nicí (2) má v intervalu q ∈ (1/φ, φ) minimum. Pokud nyní použijeme
Fermatovu metodu, pak rovnoběžka s osou x protne graf funkce v bo-
dech q = q1 a q = q2 (q1 ̸= q2), kde r(q1) = r(q2), jestliže

q31
√

−q81 + 2q61 + q41 + 2q21 − 1
=

q32
√

−q82 + 2q62 + q42 + 2q22 − 1
.

Obr. 4: Graf funkce r(q) = q3/
√

−q8 + 2q6 + q4 + 2q2 − 1 pro q > 0

Po zjednodušení dostáváme

q81q
6
2 − q61q

8
2 + q61q

4
2 − q41q

6
2 + 2q61q

2
2 − 2q21q

6
2 − (q61 − q62) = 0,

a dále

q61q
6
2(q

2
1 − q22) + q41q

4
2(q

2
1 − q22) + 2q21q

2
2(q

2
1 − q22)(q

2
1 + q22)−

− (q21 − q22)(q
4
1 + q21q

2
2 + q42) = 0.

Vzhledem k předpokladu, že q1 ̸= q2 rovnici zkrátíme výrazem q21 − q22

q61q
6
2 + q41q

4
2 + 2q21q

2
2(q

2
1 + q22)− (q41 + q21q

2
2 + q42) = 0,

a použitím principu „přibližné rovnosti“, tj. q1 ≈ q2, dále dostáváme

q41(q
8
1 + q41 + 4q21 − 3) = 0.
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Hledané řešení musí náležet intervalu (1/φ, φ), zaměříme se dále na rov-
nici

q81 + q41 + 4q21 − 3 = 0. (3)

Pokud rovnici upravíme do tvaru

q81 + 2q41 + 1− q41 + 4q21 − 4 = 0,

pak dále zřejmě platí

(q41 + 1)2 − (q21 − 2)2 = 0,

nebo také

(q41 − q21 + 3)(q41 + q21 − 1) = 0.

Rovnici (3) vyhovuje kořen

q1 =

√√
5− 1

2
=

√

1

φ
,

který je řešením rovnice q41 + q21 − 1 = 0. Kružnice opsaná trojúhel-
níku, jehož strany mají délky tvořící členy geometrické posloupnosti, má
nejmenší poloměr, jestliže kvocient geometrické posloupnosti má hod-
notu q =

√

1/φ.

Řešení následujícího problému čtenář nalezne v příloze B.

Problém 2. Pro jakou hodnotu kvocientu q má trojúhelník, jehož délky
stran tvoří geometrickou posloupnost, maximální obsah S?

V posledním problému se vrátíme na začátek článku, kde jsme zmí-
nili Keplerovy trojúhelníky (obr. 1, vlevo). Řešení problému je uvedeno
v příloze C.

Problém 3. Ukažte, že pokud vezmeme dvě kopie Keplerova trojúhel-
níku a přiložíme je k sobě druhou nejdelší stranou, pak výsledný rov-
noramenný trojúhelník má největší poloměr vepsané kružnice ze všech
rovnoramenných trojúhelníků s danou délkou ramen.
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Závěr

V článku jsme se pokusili ukázat, že kalkulus jako důležitá oblast
matematické analýzy, nevznikl tak říkajíc ve vzduchoprázdnu. I. Newton
a G. W. Leibniz jako jeho objevitelé navázali jak na práci řady svých
předchůdců, tak na práci některých současníků.

V předchozích částech byli v této souvislosti zmíněni jen někteří,
J. Kepler a zejména P. Fermat. Z řady významných matematiků uve-
deme ještě další dva, kteří byli Fermatovi současníci a rovněž pomohli
vytvořit příznivé podmínky a živnou půdu pro objev kalkulu.

Prvním z nich bude francouzský filosof a matematik René Descartes
(1596–1650). Descartesovo jméno si obvykle připomínáme v souvislosti
s kartézskou soustavou. Bývá považován za zakladatele analytické geo-
metrie, která spojila algebru a geometrii pomocí kartézských souřadnic.
To umožnilo algebraický popis křivek, což je nutný základ pro zavedení
derivací a integrálů.

Italského jezuitu a matematika Bonaventuru Cavalieriho (1598–1647)
spojujeme s tzv. Cavalieriho principem. Princip je založen na představě,
že geometrické objekty (plochy a objemy) se skládají z nekonečně mnoha
nekonečně malých částí. Plochy jsou složeny z nekonečně mnoha neko-
nečně tenkých úseček, objemy tvoří nekonečně mnoho nekonečně tenkých
ploch. Podle tohoto principu mají dvě tělesa stejný objem, mají-li stejně
velké podstavy i výšky a současně řezy těchto těles rovnoběžné s pod-
stavami a vedené ve stejné vzdálenosti od podstav mají stejné obsahy.
Poděkování. Autor děkuje neznámému recenzentovi za pečlivé přečtení
a cenné připomínky k obsahu článku.
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Příloha A
Pro poloměr rK koule o objemu VK , délku výšky v a objem VV vepsaného
válce platí (obr. 4)

rK =
3

√

3VK

4π
, v = 2

√

r2K − r2V , VV = πr2V v.

rK

rV

v
2

Obr. 5: Válec vepsaný kouli

Dosazením do vzorce pro objem válce dostáváme

VV = 2πr2V

√

3

√

(3VK

4π

)2

− r2V ,

kde objem vepsaného válce pro daný objem koule závisí pouze na po-
loměru podstavy válce. Použitím Fermatovy metody VV (r1) = VV (r2)
(r1 ̸= r2) je

2πr21

√

3

√

(3VK

4π

)2

− r21 = 2πr22

√

3

√

(3VK

4π

)2

− r22,

a dále po umocnění, zjednodušení, krácení výrazem r21 − r22 a zavedení
r1 ≈ r2

r21

(

2
3

√

(3VK

4π

)2

− 3r21

)

= 0,

kde
VK = πr31

√
6.
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Porovnáním se vzorcem pro objem koule dostáváme

rK = r1

√

3

2
.

Výška v vepsaného válce pak musí být

v = 2
√

r2K − r2V = 2

√

3

2
r21 − r21 = r1

√
2.

Válec vepsaný kouli o daném objemu má největší objem, když v/rV =√
2.

Příloha B
Použitím Geogebry (obr. 5) se můžeme přesvědčit, že funkce

S(q) =
√

−q8 + 2q6 + q4 + 2q2 − 1

má pro q ∈ (1/φ, φ) maximum.

S(q)

q

Obr. 6: Graf funkce S(q) =
√

−q8 + 2q6 + q4 + 2q2 − 1 pro q > 0

Použitím Fermatovy metody S(q1) = S(q2), kde q1 ̸= q2, platí
√

−q81 + 2q61 + q41 + 2q21 − 1 =
√

−q82 + 2q62 + q42 + 2q22 − 1.
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Po zjednodušení a zkrácení výrazem q21 − q22 dostáváme

−q61 − q62 − q21q
4
2 − q41q

2
2 + 2q41 + 2q42 + 2q21q

2
2 + q21 + q22 + 2 = 0,

a dále pro q1 ≈ q2
2q61 − 3q41 − q21 − 1 = 0.

Řešením rovnice, které náleží intervalu (1/φ, φ), je (např. Wolfram Al-
pha)

q1 =

√

3 +
3

√

108− 3
√
921 +

3

√

108 + 3
√
921

6

.
= 1,3789.

Trojúhelník, jehož strany mají délky tvořící členy geometrické posloup-
nosti, má největší obsah, jestliže kvocient geometrické posloupnosti má
hodnotu q

.
= 1,3789.

Příloha C
Pro poloměr vepsané kružnice platí (obr. 1, vlevo)

ρ =
S

s
=

a
√
c2 − a2

c+ a
.

Použitím Fermatovy metody ρ(a1) = ρ(a2), kde a1 ̸= a2, platí

a1
√

c2 − a21
c+ a1

=
a2
√

c2 − a22
c+ a2

.

Po umocnění a zjednodušení dostáváme

a21(c
2 − a21)(c+ a2)

2 = a22(c
2 − a22)(c+ a1)

2,

dále
a21(c− a1)(c+ a2) = a22(c− a2)(c+ a1),

a po dalším zjednodušení a využití principu „přibližné rovnosti“ a1 ≈ a2

c2 − a1c− a21 = 0,

kde

c1,2 = a1
1±

√
5

2
.

22 Rozhledy matematicko-fyzikální



MATEMATICKÉ OŘÍŠKY

Součet prvočísel

Dnešní úloha je převzata ze školního kola soutěže Pangea 2026 pro
9. ročník. Autorem úloh pro 9. ročník je Ing. Jan Matoušek, učitel ma-
tematiky na Keplerově gymnáziu.

Možná někteří z vás ví, že prvočísel menších než 100 je 25. Víte ale,
kolik je všech prvočísel menších než 1 000? Nebojte, nemusíte je počítat,
prozradíme, že je jich 168. Budeme po vás ovšem chtít, abyste vyřešili
následující úlohu.

Úloha
Z uvedených možností vyberte správný součet 168 prvočísel menších

než 1 000. Odpověď zdůvodněte.
a) 14 865 b) 54 382 c) 76 127 d) 81 994 e) 126 668

Úloha z minulého čísla zněla:
Představte si, že máte velmi kvalitní písek a na půdě karton ve tvaru

čtverce o straně délky 1 metr. Svému nejlepšímu kamarádovi chcete dát
k Vánocům svůj kvalitní písek. A protože je to nejlepší kamarád, chcete
karton poskládat tak, aby vznikla krabice (bez víka) co největšího objemu.
Ohýbáte karton tak, že uprostřed zůstane čtverec o straně délky a, přičemž
boky budou mít výšku b, viz obrázek. Jaké budou délky a, b tak, aby objem
krabice byl co největší?
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Řešení podle José Marciala Nájarese Romera Úlohu budeme řešit dvěma
různými způsoby. Nejdříve běžným způsobem pomocí derivací a pak po-
mocí nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem (AG ne-
rovnost) bez derivace.

Podle zadání víme, že a + 2b = 1, a dále víme, že v našem případě
objem určíme jako V = a2b. Vyjádříme a = 1 − 2b a po dosazení do
vztahu pro výpočet objemu dostaneme

V = (1− 2b)2b. (1)

Proměnná b evidentně splňuje nerovnosti 0 ≤ b ≤ 1/2. Navíc pro případy
b = 0 a b = 0,5 je objem naší krabice nulový.

Při hledání maximálního objemu budeme vycházet ze vzorce (1) a
budeme uvažovat funkci

f(x) = (1− 2x)2x (2)

na intervalu ⟨0; 0,5⟩. Proměnnou b jsme přeznačili na x, jak bývá u funkcí
zvykem.

Řešení pomocí derivací. Funkci (2) upravíme:

f(x) = (1− 2x)2x = (1− 4x+ 4x2)x = 4x3 − 4x2 + x. (3)

Derivací této funkce je f ′(x) = 12x2 − 8x + 1, její nulovou hodnotu
dostaneme vyřešením kvadratické rovnice 12x2 − 8x + 1 = 0. Kořeny
této rovnice jsou x1 = 1/2 a x2 = 1/6.

Funkce (3) je spojitá na celém uzavřeném intervalu. V krajních bo-
dech je její hodnota nulová a ve všech ostatních bodech je kladná. Proto
nabývá svého maxima na intervalu (0; 0,5) v bodě x = 1/6. Tedy maxi-
mální objem naší krabice je 2/27 m3 a nabývá se pro b = 1/6 m.

Řešení pomocí AG nerovnosti. Toto řešení předvedl doc. Petr Vodstrčil
ve své přednášce „Jak řešit extremální úlohy bez derivací“ na konferenci
Matematika pro život v roce 2025. Záznam přednášky je dostupný na
https://www.youtube.com/watch?v=xrm6rnem_7I&list=PLdOy7E74TN

FZMq1nZyBsGiKm6lUifagiI&index=9. Nejprve si připomeňme definici
aritmetického průměru A a geometrického průměru G a AG nerovnost.
Přitom se omezíme na případ pro tři kladné reálné hodnoty a, b, c:

A =
a+ b+ c

3
, G =

3
√
abc.
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MATEMATICKÉ OŘÍŠKY

Věta (AG nerovnost): Platí G ≤ A, přičemž rovnost nastane, právě když
a = b = c.

Vysvětleme tvrzení o nabývání rovnosti. Pokud a = b = c, pak je
zřejmé, že A = G = a.

Pokud A = G, ukážeme, že musí platit a = b = c. Předpokládejme
bez újmy na obecnosti, že a je největší z hodnot, c nejmenší, tj. a > c.
Pak c < A < a. Označme a′ = a + c − A, b′ = b, c′ = A. Jsou to
opět kladné hodnoty a jejich aritmetický průměr je také roven A, tedy
aritmetickému průměru čísel a, b, c. Tudíž podle AG nerovnosti musí
být jejich geometrický průměr menší nebo roven A. Ale platí následující
vztahy

(a+ c−A)A− ac = (A− c)(a−A) > 0, (a+ c−A)bA > abc,

proto

3
√
a′b′c′ = 3

√

(a+ c−A)bA >
3
√
abc = A =

a′ + b′ + c′

3
.

To je ale ve sporu s AG nerovností, proto z rovnosti A = G, plyne rovnost
a = b = c.

Nyní se pokusíme o částečný přepis řešení doc. Vodstrčila. Máme
funkci f(x) = (1−2x)2x a chceme najít její maximální hodnotu. Abychom
využili AG nerovnost co nejšikovněji, tuto funkci vynásobíme čtyřmi.
Pouze konstatujme, že pokud naše funkce nabývá svého maxima v něja-
kém bodě našeho intervalu, v tom samém bodě nabývá svého maxima i
funkce, která je čtyřnásobek původní funkce. Tedy

g(x) = 4f(x) = (1− 2x)(1− 2x)4x.

Z AG nerovnosti dostaneme

3

√

(1− 2x)(1− 2x)4x ≤ 1− 2x+ 1− 2x+ 4x

3
=

2

3
.

Odtud je jasný důvod, proč jsme naši funkci vynásobili čtyřmi. Bylo to
proto, aby pravá strana vyšla konstantní.

Rovnost nastane, právě když se všechny tři hodnoty rovnají, tedy

1− 2x = 4x ⇒ x =
1

6
.
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Průměrná rychlost nerovnoměrného pohybu

Pavel Pokorný, VŠCHT Praha

Abstrakt. Ukážeme některé překvapivé vztahy pro průměrnou rychlost, je-
-li pohyb brzděn silou úměrnou n-té mocnině rychlosti. Vyřešíme pohybovou
rovnici a spočteme průměrnou rychlost. Na závěr zmíníme, které fyzikální děje
lze popsat určitým exponentem n.

Začněme úryvkem tohoto primitivního rozhovoru:

– Co to je průměrná rychlost?
– No přece celková dráha L dělená celkovým časem T

v̄ =
L

T
.

– A jak se spočítá, když je počáteční rychlost v1 a koncová rych-
lost v2?

– No přece

v̄ =
v1 + v2

2
.

– Opravdu?!

Pojďme se na tuto otázku podívat podrobněji. Uvažujme pohyb tě-
lesa, které je brzděno (např. odporem prostředí, ve kterém se pohybuje)
silou F úměrnou n-té mocnině rychlosti v. Protože

F = ma = m
dv

dt
,

lze takový pohyb popsat diferenciální rovnicí

dv

dt
= k vn, (1)

kde k je konstanta. O brzdění pak hovoříme, když je k < 0. Ale pro naše
úvahy tato podmínka není důležitá. Nebudeme ani předpokládat celo-
číselnou hodnotu exponentu n. Pak ale musíme předpokládat kladnou
rychlost v > 0. Rovnici (1) vyřešíme separací proměnných

v−n dv = k dt
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∫

v−n dv =

∫

k dt (2)

v1−n

1− n
= kt+ c.

Označme v1 počáteční rychlost v čase t = 0 a v2 koncovou rychlost v čase
t = T . Pak

c =
v1−n
1

1− n
a

v1−n

1− n
= kt+

v1−n
1

1− n
.

Připravíme si ještě vztah

v1−n
2

1− n
= kT +

v1−n
1

1− n
.

Nyní můžeme vyjádřit rychlost v jako funkci času t

v =
(

(1− n)kt+ v1−n
1

)
1

1−n

a integrací od t = 0 do t = T dostaneme celkovou dráhu

L =

∫ T

0

v dt =

∫ T

0

(

(1− n)kt+ v1−n
1

)
1

1−n dt.

Tento integrál vypadá složitě, ale vlastně je to jen integrál mocninné
funkce, podobně jako integrál (2). Po drobných úpravách s využitím
odvozených vztahů dostaneme

L =
1

k(2− n)

(

v2−n
2 − v2−n

1

)

a průměrná rychlost je pak po úpravě

v̄ =
L

T
=

1− n

2− n

v2−n
2 − v2−n

1

v1−n
2 − v1−n

1

. (3)

To je hlavní výsledek našeho úsilí. Podívejme se na jeho některé zvláštní
případy.
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Případ n = 0

Pro n = 0, tedy když je zrychlení (kladné nebo záporné) nezávislé na
rychlosti, dostáváme

v̄ =
1

2

v22 − v21
v2 − v1

=
v1 + v2

2
. (4)

Za tohoto předpokladu měl tedy naivní diskutující z úvodu pravdu, že
průměrná rychlost je aritmetický průměr počáteční a koncové rychlosti.
Takto se pohybuje např. hmotný bod v homogenním gravitačním poli
(vrh svislý) nebo nabitá částice v homogenním elektrickém poli, při za-
nedbání odporu prostředí.

Případ n = 1

Pro n = 1 nelze tuto hodnotu n přímo dosadit do vztahu (3), ale uvá-
žením limity a použitím l’Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme
zajímavý a užitečný vztah. Konkrétně pro n = 1, když odpor prostředí
je přímo úměrný první mocnině rychlosti, dostaneme

v̄ =
v2 − v1
ln v2

v1

, (5)

kde ln je přirozený logaritmus. Takový pohyb nastává např. při poma-
lém pohybu malého tělesa prostředím, např. vzduchem nebo vodou. Při
pomalém pohybu je obtékání tělesa laminární a netvoří se víry.

Stejné matematické vztahy ale popisují ještě jiný fyzikálně odlišný děj,
a to přenos tepla z teplého proudícího media, např. teplé vody, stěnou,
např. trubkou. Pak je přenos tepla přímo úměrný první mocnině rozdílu
teplot media a okolí. Potom je průměrná teplota dána opět vztahem
(5), kde místo počáteční rychlosti dosadíme počáteční teplotu a místo
konečné rychlosti dosadíme konečnou teplotu.

Milovníky aritmetického průměru snad potěšíme poznámkou, že pro
blízké hodnoty v1 a v2 se vztah (5) blíží vztahu (4).

Případ n = 2

Ani v tomto případě nelze hodnotu n = 2 dosadit přímo do vztahu (3).
Pomocí limity a použitím l’Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme

v̄ =
ln v1

v2
1
v2

− 1
v1

. (6)
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Tento případ nastává, když se těleso pohybuje v prostředí větší rychlostí,
kdy obtékání již není laminární, ale turbulentní a tvoří se víry. Tento
případ je v běžném životě nejčastější (pohyb cyklisty nebo motorového
vozidla, zejména proti větru).

Případ n > 2
V klasické aerodynamice je v2 nejčastější a nejvyšší běžná mocnina.

Vyšší mocniny však mohou nastat, např. při rychlostech blízkých nebo
vyšších, než je rychlost zvuku. Dále při pohybu v granulárním prostředí,
např. písek, sníh nebo v husté suspenzi. Také při pohybu v plazmatu.
Nebo v případě nelineárního tření v technických systémech, např. mag-
netická brzda, aktivní tlumiče.

Dodatek

Zde si ukážeme, jak odvodíme vztahy (5) a (6) ze vztahu (3).
Hodnotu n = 1 nemůžeme přímo dosadit, protože bychom dostali

neurčitý výraz typu „nula lomeno nulou“ . Ale můžeme spočítat limitu
pro n se blíží k jedné pomocí l’Hospitalova pravidla.

L’Hospitalovo pravidlo je užitečný nástroj, jak spočítat širokou třídu
jinak obtížných limit. My se zde soustředíme na speciální případ, kdy
spočítáme limitu zlomku jako podíl derivací

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

f ′(x0)

g′(x0)
.

Abychom ukázali platnost tohoto vztahu, budeme předpokládat f(x0) =
= 0, g(x0) = 0 a existenci derivací

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

g′(x0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0

a nenulovost jmenovatele g′(x0) ̸= 0. Věta o l’Hospitalově pravidle je
obecnější, nám bude stačit tento omezený případ. A za těchto předpo-
kladů můžeme psát

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
= lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

g(x)−g(x0)
x−x0

=
f ′(x0)

g′(x0)
.
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V našem případě nebude proměnnou x, ale n. Dále budeme potřebovat
pravidlo pro derivaci exponenciální funkce s obecným základem

(ax)′ = ax ln a.

Limitu výrazu (3) pro n se blíží k jedné spočteme takto:

v̄ = lim
n→1

1− n

2− n

v2−n
2 − v2−n

1

v1−n
2 − v1−n

1

=

= (v2 − v1) lim
n→1

1− n

v1−n
2 − v1−n

1

l′H
=

l′H
= (v2 − v1) lim

n→1

−1

−v1−n
2 ln v2 + v1−n

1 ln v1
=

= (v2 − v1)
−1

− ln v2 + ln v1
=

v2 − v1
ln v2

v1

.

A podobně odvodíme vztah (6) ze vztahu (3). Limitu výrazu (3) pro n
se blíží ke dvěma spočteme takto:

v̄ = lim
n→2

1− n

2− n

v2−n
2 − v2−n

1

v1−n
2 − v1−n

1

=

=
−1

1
v2

− 1
v1

lim
n→2

v2−n
2 − v2−n

1

2− n

l′H
=

l′H
=

−1
1
v2

− 1
v1

lim
n→2

−v2−n
2 ln v2 + v2−n

1 ln v1
−1

=
ln v1

v2
1
v2

− 1
v1

.

Je zajímavé, že hodnoty n = 1 a n = 2 jsou z fyzikálního pohledu nej-
častější, a tedy nejdůležitější, a z matematického pohledu to jsou jediné
dvě hodnoty, které nelze přímo dosadit do vztahu (3).
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Věda vs. konspirace: Má vůbec smysl diskutovat?

Leontýna Šlégrová, Jan Šlégr

Přírodovědecká fakulta Univerzity Hradec Králové

Abstrakt. V závěrečném dílu seriálu se zaměřujeme na konspirační tvrzení
zpochybňující vliv člověka na současnou změnu klimatu a ukazujeme, proč tato
tvrzení neobstojí v testu důkazů. Ukazujeme také, že základní princip skleníko-
vého efektu lze vysvětlit pomocí jednoduchého fyzikálního modelu založeného
na tepelné rovnováze Země, albedu a emisivitě atmosféry, tedy bez nutnosti
opírat se o složité numerické simulace. Dále shrnujeme, že klimatické modely
jsou při srovnání s pozorováním překvapivě přesné, že spektrální měření po-
tvrzují roli CO2 a že „alternativní“ vysvětlení často selhávají jak ve fyzice, tak
v předpovědích. V závěru připomínáme, že i když diskuse se zastánci konspi-
račních teorií jen zřídka vede ke změně jejich názoru, má smysl kvůli těm, kdo
si teprve utvářejí představu o tom, jak ve vědě fungují důkazy.

Úvod

V závěrečném dílu našeho seriálu se pokusíme odpovědět na otázku,
proč jsme tomuto tématu věnovali celý seriál. Teorie ploché nebo duté
Země jsou možná kuriozity, které mohou najít využití ve výuce přírod-
ních věd a kritického myšlení. Existují však i tvrzení s reálnými dopady –
například konspirační teorie o zanedbatelném vlivu člověka na klima.

Závěr předchozího odstavce může na některé čtenáře zapůsobit tro-
chu jako cimrmanovský šrapnel – po třech dílech o zdánlivě okrajových
tématech jsme totiž najednou vstoupili na podstatně citlivější půdu. Zde
bychom chtěli upozornit, že je naprosto v pořádku se ptát, jaký je vliv
člověka na klima a jak to víme. Ne každá pochybnost o míře lidského
vlivu je konspirační; konspirační se stává až tehdy, když tvrdí, že důkazy
jsou záměrně falšovány a že vědci skutečnost tají. Reagujeme hlavně na
tvrzení kolující na internetu, že naše poznatky o změně klimatu jsou dí-
lem „podplacených klimatologů“, kteří údajně tají „skutečnou pravdu“ –
totiž že současné změny klimatu způsobují přirozené procesy a „vládnoucí
elity“ to skrývají.

Má tedy vůbec smysl o tom s přesvědčenými zastánci těchto teorií
diskutovat? K odpovědi se dostaneme v samotném závěru. Do té doby
ale využijeme vše, co jsme popsali v předchozích dílech, a krok za krokem
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ukážeme, proč tato konspirační teorie v testu důkazů neobstojí – stejnými
nástroji, jaké jsme už použili například u ploché Země.

Vliv člověka na klima

Autor tohoto textu se přiznává, že právě otázka vlivu člověka na klima
byla jednou z mála konspiračních tezí, které byl ochoten brát vážně.
Jedno deštivé léto proto strávil tím, že prošel všechny informace, ke
kterým se dokázal dostat, a propočítal všechno, co propočítat svedl. Vý-
sledek tohoto pátrání byl mimo jiné jedním z důvodů, proč vznikl tento
seriál.

Na sociálních sítích se často objevuje tvrzení, že změnu klimatu popi-
sují pouze složité počítačové modely běžící na superpočítačích – a že jim
proto nelze věřit. Ve skutečnosti lze základní tepelnou rovnováhu Země
odvodit velmi jednoduchou úvahou, kterou lze provést doslova „na rantlu
od novin“.

Ve výuce astrofyziky se často odvozuje teplota planet: Na planetu
Zemi ze Slunce dopadá přibližně 1360 wattů na každý čtverečný metr
plochy. Země zachytává záření na kruhovém průřezu o ploše pR2, ale
vyzařuje energii z celého povrchu koule o ploše 4pR2. V tepelné rovnováze
musí být pohlcený a vyzářený výkon stejný:

pR2I = 4pR2σT 4,

kde I = 1360 W·m−2 je solární konstanta, σ = 5,67 · 10−8 W ·m−2 ·K−4

Stefanova–Boltzmannova konstanta a R poloměr Země. Po úpravě do-
staneme rovnovážnou teplotu:

T =
4

√

I

4σ

.
= 278 K = 5 ◦C.

To je užitečný první odhad, ale výrazně pod skutečným průměrem:
v literatuře se běžně uvádí, že průměrná (globální) teplota Země je asi
TZ = 15 ◦C. Země se ale nechová jako absolutně černé těleso – přibližně
třicet procent energie odrazí zpět do vesmíru. To popisuje veličina známá
jako albedo, jehož průměrná hodnota pro Zemi je α = 0,3. Absorbovaný
tok záření je tedy o 30 % menší a rovnice energetické rovnováhy má tvar

pR2(1− α)I = 4pR2σT 4.

Odtud dostaneme

T =
4

√

(1− α)I

4σ

.
= 255 K = −18 ◦C.
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To je ještě větší rozdíl než předtím! Proto musí existovat nějaký jev,
který teplotu planety Země udržuje vyšší.

Na obr. 1 je znázorněn jednoduchý jednorozměrný model atmosféry.
Povrch Země vyzařuje infračervené záření podle Stefanova–Boltzman-
nova zákona

IZ = σT 4
Z .

Atmosféra část tohoto záření absorbuje a část znovu vyzařuje. Označme
emisivitu atmosféry symbolem ε. Tato veličina vyjadřuje, jak velkou část
infračerveného záření atmosféra absorbuje (a zároveň vyzařuje). Povrch
Země tedy přijímá energii ze dvou zdrojů: ze slunečního záření, ale při-
jímá také infračervené záření vyzařované atmosférou směrem dolů.

I
4

αI
4 (1− ε)IZ

(1−α)I
4

IA = εσT 4
A

IZ = σT 4
Z

IA

Obr. 1: Jednoduchý 1D model atmosféry

Sluneční záření dopadající na jednotku plochy Země je (1 − α)I/4.
Atmosféra navíc vyzařuje směrem k povrchu tok εσT 4

A, kde TA je teplota
atmosférické vrstvy. Podmínka energetické rovnováhy povrchu Země tedy
má tvar:

σT 4
Z =

(1− α)I

4
+ εσT 4

A.

Atmosféra sama také vyzařuje energii. Vyzařuje ji jak směrem do
vesmíru, tak zpět k povrchu. Pro rovnováhu atmosférické vrstvy tedy
platí

2εσT 4
A = εσT 4

Z .
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Z této rovnice dostaneme jednoduchý vztah mezi teplotou atmosféry a
povrchu:

T 4
A =

T 4
Z

2
.

Po dosazení do rovnice energetické bilance povrchu získáme vztah pro
teplotu povrchu Země:

T = 4

√

(1− α)I

4σ
(

1− ε
2

) .

Pro hodnoty I = 1360 W ·m−2, α = 0,3 a ε = 0,74 dostaneme teplotu
přibližně 13 ◦C, což je velmi blízko skutečně naměřené teplotě. Z rovnice
plyne, že globální teplota Země se zvýší s rostoucí solární konstantou,
snížením albeda a zvýšením emisivity. A právě emisivita je závislá na
koncentraci CO2 (a dalších skleníkových plynů) v atmosféře. Hodnota
ε = 0,74 vychází z článku [1], není to číslo zvolené tak, aby „model vyšel“.
Účinek CO2 roste přibližně logaritmicky s koncentrací; v jednoduchém
modelu se to projeví jako růst efektivní emisivity atmosféry [2].

Tento jednoduchý model samozřejmě zanedbává řadu procesů v at-
mosféře (například konvekci nebo spektrální závislost absorpce), přesto
však dobře ukazuje základní fyzikální princip skleníkového efektu. Čte-
nářům, kteří by chtěli jít ještě dál, autoři doporučují didakticky velmi
povedený článek [3] v časopise American Journal of Physics, který výše
uvedené výpočty rozšiřuje o robustněji definovaný vliv CO2 a vodní páry.

Jednoduchý model planetární atmosféry také ukazuje, proč není správ-
ná častá námitka, že absorpční pásma CO2 jsou již „saturovaná“. I když
je střed absorpčního pásma skutečně téměř neprůhledný, zvýšení kon-
centrace CO2 způsobí, že infračervené záření uniká do vesmíru z vyšších
vrstev atmosféry. Protože teplota atmosféry s výškou klesá, tyto vrstvy
vyzařují méně energie (protože je úměrná σT 4). Aby byla zachována
energetická rovnováha planety, musí se celý systém (zejména povrch)
ohřát. Zvýšení koncentrace skleníkových plynů tedy nefunguje jako „ze-
sílení jedné absorpční čáry“, ale jako posun výšky, ze které planeta efek-
tivně vyzařuje energii do vesmíru.

Na začátku této části jsme nakousli problematiku modelů klimatu.
Stejně jako u mnoha jiných konspiračních narativů se zde objevuje ně-
kolik vzájemně si odporujících tvrzení. Jedna skupina „klimaskeptiků“
tvrdí, že jsou všechny modely podvržené, jiná naopak zastává názor, že
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modely změny klimatu nefungují. Analýza publikovaná v článku [4] po-
rovnává klimatické modely od roku 1970 a ukazuje, že modely byly pře-
kvapivě přesné (i když se postupně zpřesňovaly zavedením dalších vlivů).
Historické modely předpovídají oteplení konzistentní s tím, co je sku-
tečně pozorováno, pokud se do nich dosadí skutečné emise CO2. Pokud
např. v roce 1970 vědci modelovali změnu klimatu, museli odhadnout,
kolik CO2 lidstvo vypustí např. v letech 1980 a 1990 (a samozřejmě, že
lidstvo jich vypustilo více, než by kdo v roce 1970 předpokládal). Vztah
mezi forcingem a změnou teploty funguje napříč všemi generacemi mo-
delů, chyby historicky dělaly odhady (kolik asi lidstvo v budoucnu vy-
pustí), ne základní fyzika v modelech. O tom, jak se modely postupně
zpřesňovaly, pojednává moc pěkný český článek [5].

Experimenty a konzistence s existujícími poznatky

Otázka falzifikovatelnosti je v případě změny klimatu poněkud speci-
fická – nemáme totiž žádnou „kontrolní planetu“, na které bychom mohli
provést experiment. Proto se musíme soustředit na jiný typ testu: zda
jsou teoretické předpovědi klimatických modelů v souladu s pozorová-
ním. Právě porovnání předpovědí s reálnými daty umožňuje ověřit, zda
jsou fyzikální předpoklady modelů správné.

V roce 2015 vyšla v Nature studie [6], která prokázala, že nárůst
koncentrace CO2 v atmosféře během deseti let vedl k měřitelnému ná-
růstu množství infračerveného záření dopadajícího z atmosféry k povrchu
Země. Nezávislá satelitní měření přístrojem AIRS na družici Aqua na-
opak ukazují změny právě v pásmech CO2 a potvrzují přímý vliv růstu
CO2 na odchozí dlouhovlnné záření [7].

Díky těmto měřením víme, že skleníkové plyny absorbují infračervené
záření pouze v určitých vlnových délkách. Pokud by za oteplování Země
mohl jiný mechanismus než rostoucí koncentrace CO2, změny v energe-
tické bilanci planety by se projevily rovnoměrně v celém spektru. Sate-
litní měření však ukazují, že změny nastávají právě v těch spektrálních
pásmech, kde CO2 absorbuje infračervené záření.

Satelitní měření také ukazují, že při zesilování skleníkového efektu se
troposféra ohřívá, ale stratosféra ochlazuje. Kdyby byl hlavní příčinou
oteplování silnější výkon Slunce, čekali bychom naopak oteplování ve
vyšších vrstvách atmosféry. NASA to uvádí přímo jako jedna ze „smoking
guns“ a novější práce [8] označuje kombinaci oteplování troposféry a
ochlazování stratosféry napříč šířkami za unikátní „otisk prstu“ působení
skleníkových plynů.
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Občas se setkáme i s „vysvětlením“, že za změnu klimatu nemůže CO2,
ale Slunce (koneckonců, solární konstanta se ve vzorci nachází v čita-
teli). Energie přicházející ze Slunce je však velmi přesně měřena, a proto
víme, že celkový sluneční příkon neukazuje od poloviny 20. století žádný
růstový trend, který by vysvětlil současné oteplování (viz obr. 2).

Obr. 2: Vývoj teploty Země a sluneční činnosti (převzato z [13])

Článek [5] popisuje, jak klimatologie umí rozlišit jednotlivé jevy, které
mají na klima vliv. Z obr. 3 je zřejmé, že kdyby nebylo skleníkových
plynů, teplota by se po erupcích velkých sopek na nějakou dobu snížila.
Tyto přirozené jevy jsou však spolehlivě překonány skleníkovými plyny.
Navíc víme, že se jedná skutečně o CO2 přidaný do atmosféry člověkem:
Oxid uhličitý, který je součástí přirozeného uhlíkového cyklu planety,
vzniká biologickými procesy. Fosilní paliva ležela miliony let pod zemí,
takže se v nich rozpadl prakticky všechen radioaktivní izotop 14C a záro-
veň jsou ochuzena o izotop 13C. Rostoucí koncentrace CO2 v atmosféře
je proto doprovázena poklesem poměru 13C/12C. Současně klesá i kon-
centrace atmosférického kyslíku, přičemž [9] uvádí jako hlavní příčinu
právě spalování fosilních paliv. Nepozorujeme tedy pouze oteplování a
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růst koncentrace CO2, ale i nezávislé chemické stopy, které ukazují na
jeho původ v lidské činnosti.

Obr. 3: Příčiny změny klimatu. Převzato z [5]

Dalším nezávislým důkazem změny energetické bilance Země je růst
tepelné energie oceánů. Oceány totiž absorbují více než 90 % přebyteč-
ného tepla v klimatickém systému.

Naproti tomu se dodnes neprosadilo žádné fyzikálně i observačně pře-
svědčivé alternativní vysvětlení, které by data popsalo lépe než role skle-
níkových plynů. Podobně jako teorie ploché Země hledá další a další vy-
světlení stáčení roviny kyvu Foucaultova kyvadla, na „klimaskeptických“
stránkách se dočteme, že změny teplot způsobují třeba Milankovičovy
cykly, periodické změny dráhy Země. Ty však probíhají na časových
škálách desítek až stovek tisíc let, takže současné rychlé změny (v desít-
kách let) vysvětlit nedokážou.

Peer review (recenzní řízení)

Občas se také setkáváme s názorem, že jakákoli diskuse o jiných pří-
činách změny klimatu je ve vědě potlačována. Podle tohoto tvrzení jsou
klimatologové podplacení a vědci, kteří by chtěli zpochybnit roli CO2,
riskují ztrátu grantů, profesní diskreditaci nebo dokonce osobní perze-
kuci. To není pravda – i ve vědeckých časopisech vycházejí články, které
tvrdí (obvykle na základě statistických analýz, ne na základě fyzikálních
výpočtů), že se role CO2 přeceňuje. Problém těchto článků je především
v tom, že jejich předpovědi nejsou v souladu s pozorovanými daty. Napří-
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klad v roce 2021 vyšly dva články, které tvrdily, že se role CO2 přeceňuje
a mimo jiné v nich byly i předpovědi, jak se bude teplota dále vyvíjet.
Stefani et al. [10] předpověděli, že v nejbližších letech (po roce 2021) bu-
dou teploty klesat, protože atmosféra už je CO2 saturovaná. Přesto jsme
zažili po sobě jdoucí rekordně horké roky. Scafetta [11] uvádí, že otep-
lování bude pokračovat podstatně pomalejším tempem, přibližně kolem
0,1 ◦C za dekádu. Skutečně naměřený nárůst globální teploty však činil
přibližně 0,45 ◦C za tři roky, což odpovídá lineárnímu trendu asi 1,5 ◦C
za dekádu. Navíc v poslední době nárůst teplot ještě zrychluje [12].

Tyto dva články ve vědeckých časopisech skutečně vyšly. Je však celá
řada prací, které recenzním řízením v odborných časopisech neprošla na-
příklad proto, že velmi volně zachází s fyzikálními zákony (autoři tohoto
textu byli svědky toho, že ve snaze vysvětlit současné změny klimatu bez
CO2 byl popřen nejen Stefanův–Boltzmannův zákon, ale dokonce i zákon
zachování energie). Takové články se pak objevují na různých klimas-
keptických blozích právě s vysvětlením, že jakýkoliv nemainstreamový
názor je potlačován a proto nebylo možné výsledky výzkumu publiko-
vat ve vědeckém časopise. V těchto textech se často objevuje argument
s Giordanem Brunem – připomíná se, že byl za svůj „nemainstreamový“
názor upálen. Má to vyvolat dojem, že i dnešní „klimaskeptici“ předsta-
vují pronásledovanou menšinu, která pouze přináší nepohodlnou pravdu.

Závěr

Je pochopitelné, že lidé citlivě reagují na téma, které se dotýká jejich
životního stylu, peněz i politických preferencí. Část odporu proto ne-
směřuje ani tak proti fyzikálním argumentům samotným jako spíš proti
mediálním zkratkám a politickým opatřením, která se s klimatickou po-
litikou spojují. Zejména na sociálních sítích se setkáváme s příspěvky, je-
jichž autoři prezentují změnu klimatu jako součást kulturní války – mezi
„zlou Evropskou unií“, „klimahysteriky“ a „zelenými ideology“ na jedné
straně a jimi, racionálně smýšlejícími „klimaskeptiky“, na straně druhé.
Tomu odpovídá i použitý slovník, který je velmi podobný slovníku za-
stánců teorie ploché Země: Kdo s nimi nesouhlasí, je „ovce mainstreamu“
a „oběť indoktrinace“. Autor tohoto textu byl nazván trollem proto, že
požadoval citaci pramenu, ze kterého by vyplynulo, že v minulosti byla
koncentrace CO2 v atmosféře 45 % (což by znamenalo zcela extrémní
složení atmosféry neodpovídající geologickým rekonstrukcím).

Jak jsme viděli v předchozích dílech našeho seriálu, diskuse se za-
stánci konspiračních teorií jen zřídka vede ke změně názoru. Přesto je
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ale víc než kdy jindy důležité trpělivé a slušné vysvětlování: autorovi to-
hoto textu se po asi třiceti příspěvcích podařilo přesvědčit diskutujícího,
který svou argumentaci opíral mimo jiné o to, že je „inženýr s červeným
diplomem“, že člověk má na současnou změnu klimatu významný vliv.
Bylo zapotřebí detailně rozebrat, proč jeho vysvětlení změny klimatu
nemohou fungovat a proč je hlavní fyzikální příčinou současné změny
klimatu zesílení skleníkového efektu způsobené skleníkovými plyny. To
je ale velká výjimka – málokterý diskutující je schopen uznat svůj omyl,
hlavně když do diskuse investoval velké množství emocí. I tak má ale
cenu se těchto diskusí účastnit – nepřesvědčíte protistranu, ale píšete
pro „mlčící většinu“ – uživatele, kteří nekomentují, ale jen čtou a třeba
v těchhle věcech ještě nemají pořádek a hledají informace. Pokud by
v diskusích zůstala tvrzení typu „Koncentrace 45 % CO2 v atmosféře
Země“ bez oponentury, mohli by tito lidé získat dojem, že vliv člověka
na klima je něco, co vlastně není vyřešené.
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Astrofotografie s chytrým telefonem

Filip Hložek, MFF UK, Praha

Abstrakt. Astrofotografie je často spojována s nákladným vybavením, nic-
méně kvalitních snímků noční oblohy lze dosáhnout i pomocí běžného chytrého
telefonu. V článku jsou vysvětleny základní expoziční parametry a jejich vliv na
podobu snímků. Text představuje praktické postupy od kompozice přes zpra-
cování snímků až po tvorbu star trails, možnosti různých značek mobilních
telefonů a vhodné aplikace. Cílem článku je ukázat, že astrofotografie je do-
stupná všem zájemcům a může být inspirativní cestou k hlubšímu poznání
noční oblohy. Tento článek vychází z metodických materiálů autora publiko-
vaných online [1].

Internet je plný nádherných fotografií noční oblohy, jaké lze vidět
například na stránkách Astro.cz [2]. Pořídit takové fotografie ale obvykle
vyžaduje mnoho času, zkušeností a také poměrně nákladné vybavení.
Pěkné snímky však lze pořídit i bez dalekohledu či zrcadlovky. Stačí
k tomu běžná součást našich moderních životů – chytrý mobilní telefon.
Pojďme si ukázat, jak na to.

Základní pojmy

Fotoaparát je zařízení, které soustředí světlo čočkou na (téměř vý-
lučně) digitální senzor, jenž sbírá světlo a ukládá ho. Čím déle je závěrka
ponechána otevřená a čím větší je vstupní otvor fotoaparátu, tím více
světla dopadne na senzor. Astrofotografie typicky vyžaduje delší expo-
ziční časy, obvykle v řádu několika sekund, aby snímač stihl zachytit do-
statek světla z noční oblohy. Naopak při fotografování za denního světla
stačí na expozici pouhý zlomek sekundy.

Výslednou podobu fotografie ovlivňují tři základní parametry: expo-
ziční čas, hodnota ISO a clona. Digitální fotoaparát umožňuje měnit
všechny tři parametry v manuálním režimu. U mobilních telefonů, na
které se tento článek zaměřuje, je však clona obvykle pevně daná výrob-
cem. Pouze některé modely, zejména vyšší třídy, umožňují její změnu.
Případně lze vybírat mezi různými objektivy s odlišnou clonou.

Expoziční čas, nebo také rychlost závěrky, je doba, po kterou je
závěrka fotoaparátu otevřená a dochází k osvětlení snímače. Čím delší je
expozice, tím více světla se zachytí a tím světlejší bude výsledný obraz.
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Za denního světla jsou časy expozice velmi krátké a automatika fo-
toaparátu je obvykle nastavuje sama. Delší expozice by vedla k přesví-
cenému obrazu (tzv. přeexponovaný snímek). Naopak při fotografování
rychlého pohybu je potřeba velmi krátký expoziční čas v řádu tisícin
sekundy, aby byl objekt zachycen ostře a bez rozmazání.

Při fotografování hvězdné oblohy je však zapotřebí delší expozice, aby
snímač zachytil co nejvíce světla. Není ale rozumné zvyšovat expoziční
čas příliš. Obvykle se doporučuje expoziční čas maximálně do 30 sekund,
ideálně však méně než 20 sekund. Při delších expozicích se na snímku
projeví rotace Země a hvězdy na snímku nebudou bodové, nýbrž mírně
protažené do krátkých čar, viz obr. 1. Navíc s rostoucí délkou expo-
zice zesilují i další rušivé jevy. Atmosférické chvění může snímek opticky
rozostřit a zahřívání snímače vede ke zvýšené hladině šumu, který se ve
výsledku projevuje jako zrnitost či barevné skvrny na fotografii.

Obr. 1: Porovnání fotografií hvězdné oblohy s expozičními časy 8, 16 a 32
sekund. Při delší expozici se stihnou hvězdy pohnout ze své původní polohy
(vlivem otáčení Země). Při bližším zkoumání tak mohou být na snímku patrné
krátké světelné čáry namísto bodů. Pro větší názornost byly obrázky upraveny
v programu Snapseed. Protažená čára v rohu prostředního obrázku zazname-
nává prolétávající letadlo.

Zdánlivý pohyb hvězd (takzvané star trails) by sice bylo možné zachy-
tit jednou velmi dlouhou expozicí, avšak tento postup přináší již zmíněné
nevýhody. Proto se kýženého efektu dosahuje častěji složením mnoha
po sobě jdoucích snímků s kratšími expozičními časy, namísto jediného
snímku exponovaného po velmi dlouhou dobu. Jak takový postup reali-
zovat na mobilním telefonu si ukážeme na konci článku.

ISO je hodnota citlivosti snímače na světlo. U analogových fotoapa-
rátů byla tato hodnota určena druhem použitého filmu. U digitálních sní-
mačů lze tuto citlivost jednoduše měnit v nastavení. Vyšší hodnota ISO
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zvyšuje jas snímku (zesiluje signál ze senzoru), což je užitečné zejména
při slabém osvětlení.

Vyšší hodnota ISO může být využita ke kompenzaci krátkých expo-
zičních časů, například při fotografování rychle se pohybujících objektů.
U snímků noční oblohy pak zvýšení ISO umožňuje zkrátit dobu expo-
zice. Zesílený signál dodává fotografii více informací, a moderní přístroje
toho dokážou využít k redukci šumu. Nicméně při delší době expozice,
kdy vzniká na fotce více šumu, může vyšší hodnota ISO způsobit zesílení
nejen dopadajícího světla, ale také nežádoucího šumu. Na obr. 2 jsou pro
srovnání zachyceny fotografie noční oblohy při různých hodnotách ISO.

Obr. 2: Porovnání fotografií hvězdné oblohy s hodnotami ISO 800, 1 600
a 3 200. Při kratších expozicích lze využít vyšší hodnoty ISO k získání svět-
lejšího snímku. Při delších expozicích už dochází nejen k zesílení signálu, ale
také nežádoucího šumu. Pro větší názornost byly obrázky upraveny v pro-
gramu Snapseed. Světlejší obraz stromu v prostředním obrázku byl způsoben
jeho nechtěným osvětlením.

Clonové číslo udává, jak velká část objektivu je otevřená pro prů-
chod světla. U samostatných fotoaparátů lze clonu manuálně nastavit,
zatímco v případě mobilního telefonu nikoliv (jak bylo vysvětleno). Clo-
nové číslo je určeno vztahem k = f

D
, kde f je ohnisková vzdálenost

objektivu fotoaparátu a D průměr otvoru clony. Na objektivech a foto-
aparátech se světelnost typicky zapisuje ve tvaru f/k (například f/2.8
nebo f/4). Zřejmě platí, že čím menší je otvor clony, tím vyšší je clonové
číslo, a tedy menší světelnost (objektivem projde méně světla). Nejmenší
clonové číslo (tedy maximální světelnost), které lze na objektivu nasta-
vit, je určeno jeho konstrukcí, a proto na něm bývá uvedeno.

Clonová čísla (respektive světelnosti) lze zapsat do řady f/1.4, f/2,
f/2.8, f/4, f/5.6, f/8, f/11, f/16, a tak dále. Hodnoty za lomítkem
představují (zaokrouhlené) mocniny čísla

√
2. Když se totiž průměr otvo-
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ru clony zmenší dvakrát, zmenší se plocha objektivu čtyřikrát, jelikož
plocha je úměrná druhé mocnině průměru. Každé další clonové číslo
v řadě tedy znamená polovinu světla, které projde objektivem.

Tyto vztahy umožňují fotografům snadnou změnu expozičních para-
metrů. Například pokud se hodnota ISO zdvojnásobí ze 400 na 800 a
zároveň se zkrátí expoziční doba na polovinu (např. z 2 s na 1 s), vý-
sledný snímek bude exponovaný stejně. S clonovými čísly v uvedené řadě
je to totéž. Uvedenému zdvojnásobení hodnoty ISO by proto odpovídala
změna clonového čísla např. z f/2.8 na f/4 (dvakrát méně světla). To
proto, že při dvojnásobné citlivosti snímače nám postačí jen poloviční
množství světla. Ovládnutí tohoto pravidla, známého jako expoziční troj-
úhelník, viz obr. 3, výrazně usnadňuje správné a rychlé nastavení fotoa-
parátu.

Obr. 3: Expoziční trojúhelník dává do souvislosti tři expoziční parametry:
ISO, clonu a expoziční čas. Na obrázku je vidět, jak změna těchto parametrů
ovlivňuje focení běžných objektů. [3]

Kromě základních expozičních parametrů je pro úplnost vhodné zmí-
nit i další nastavení ovlivňující kvalitu snímku.
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Vyvážení bílé (White Balance) určuje, jak fotoaparát interpretuje
barevnou teplotu osvětlení a podle toho upravuje barevné podání snímku.
Různé zdroje světla vyzařují různě teplé či studené odstíny. Například
denní světlo je spíše chladnější. Automatické vyvážení bílé se běžně pou-
žívá při fotografování běžných scén a u moderních telefonů funguje velmi
spolehlivě. Při fotografování noční oblohy však může automatika vyhod-
notit scénu nesprávně, zejména v přítomnosti světelného znečištění. Vý-
sledný snímek pak může mít nepřirozený nádech do oranžova nebo do
modra. Z toho důvodu se při astrofotografii doporučuje nastavit vyvá-
žení bílé manuálně, čímž lze dosáhnout konzistentního barevného podání
v celé sérii snímků a usnadnit jejich následné zpracování.

Manuální ostření (Manual Focus) umožňuje určit rovinu ostrosti
bez zásahu automatického systému fotoaparátu. Automatické ostření je
navrženo především pro běžné scény s dostatkem světla a výraznými
kontrastními hranami. Při fotografování hvězdné oblohy však automa-
tika opět selhává, jelikož jsou hvězdy příliš malé a slabé. Ostření se
proto obvykle nastavuje ručně, nejčastěji na hodnotu ∞ (nekonečno),
neboť jsou hvězdy (ale i planety či Měsíc) velmi vzdálené.

Pro pokročilé úpravy se často využívají snímky ve formátu RAW,
který uchovává maximální množství obrazových dat. Na rozdíl od kom-
primovaného formátu JPG, který telefon automaticky upravuje a zmen-
šuje, umožňuje RAW detailnější editaci. Nevýhodou je větší velikost sou-
borů a nutnost následných úprav. Nezpracované RAW snímky obvykle
vypadají nevýrazně a musí se pak dále upravovat. Například již zmíněné
obrázky 1 a 2 byly pořízeny ve formátu RAW a následně upraveny přímo
na telefonu v programu Snapseed.

Možnosti amatérské astrofotografie

Ačkoliv se tento text zabývá fotografováním prakticky bez vybavení, je
vhodné alespoň zmínit, čeho všeho se amatérská astrofotografie dotýká.
Většinou si ji spojíme s využitím dalekohledů. Pak může jít o planetární
astrofotografii, deepsky nebo vědeckou (astro/fotometrickou) astrofoto-
grafii. Tyto směry astrofotografie kladou vysoké nároky na technické vy-
bavení i zkušenosti pozorovatele a zpravidla vyžadují pečlivou přípravu
a následné zpracování dat.

Lze to ale i bez dalekohledu. Takzvaná širokoúhlá astrofotografie má
za cíl zachytit velkou část noční oblohy (Mléčnou dráhu, souhvězdí, po-
lární záři). Využívá širokoúhlý objektiv fotoaparátu s delší expozicí, který
může být doplněný ještě star trackerem (zařízením, které pomalu otáčí s
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fotoaparátem, aby kompenzovalo pohyb oblohy způsobený rotací Země).
Ačkoliv výsledné fotky mohou být působivé, cílem je spíše dokumentace
oblohy. Naproti tomu krajinářská astrofotografie má pouze estetický zá-
měr. Obloha tvoří součást krajiny, ale není cílem sama o sobě. V popředí
bývá zajímavý prvek (strom, socha, jezero, stavba apod.) a snímek se
pak skládá z více expozic. Jedna část expozice míří na oblohu, druhá
na krajinu. To proto, že obě scény mají rozdílné světlo, a tedy vyža-
dují jiné nastavení fotoaparátu. Výsledný obrázek proto vzniká opět až
v postprodukci, kdy se tyto expozice sloučí dohromady.

Pokud čtenáře něco z toho zaujalo a neví jak začít, je nejrozumnější
zajít se zeptat na nejbližší hvězdárnu. Z autorova výzkumu [4] vyplývá,
že na hvězdárnách je plno nadšených, zapálených lidí, kteří zájemcům
rádi poradí nebo alespoň nasměrují jejich další kroky. Doporučit lze také
astronomické kroužky a kurzy, které se na hvězdárnách pořádají, a je-
jichž mapa je k dispozici na stránkách [5]. Účastníci se naučí mnoho
zajímavého nejen o astrofotografii, ale o astronomii a astrofyzice vůbec.
Zároveň mají přístup k dalekohledům a vybavení hvězdárny. Nehledě
na to, že tyto kroužky sdružují komunitu lidí se stejným zájmem, a tím
jim umožňují postupovat rychleji vpřed.

Fotografování s chytrým telefonem

Před prvním nočním focením je důležité seznámit se se svým chyt-
rým mobilním zařízením a jeho funkcemi. Všechny chytré telefony sice
v sobě mají vestavěnou aplikaci fotoaparátu, ale její rozhraní, ovládání
a dostupné funkce se mohou lišit v závislosti na výrobci a modelu.

Rozdíl je také mezi operačními systémy Apple iOS a Google Android.
Telefony od Applu (iOS) nedovolují příliš měnit parametry manuálně,
většina se řídí automaticky. I tak ale dokážou dosáhnout velmi kvalit-
ních výsledků. K tomu je ale potřeba umístit je do stativu. Po zapnutí
fotoaparátu zapneme noční mód a díky tomu se objeví nastavení času
expozice. To je nejprve nízké, ale když se telefon nechá chvíli v klidu
na stativu, zvětší se maximální možná doba expozice až na 30 sekund.

Telefony s Androidem obvykle nabízejí více možností manuálního na-
stavení v režimu nazývaném PRO, Profesionální a podobně. Rozhraní
tohoto módu pro telefon Motorola Edge 30 Ultra je na obr. 4, pro jiné
telefony může být odlišné. V tomto režimu lze měnit již zmíněný expo-
ziční čas a hodnotu ISO. Je potřeba prozkoumat mezní hodnoty, které lze
v aplikaci nastavit. Zejména maximální hodnoty mohou být u slabších
telefonů nízké.
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Obr. 4: Profesionální režim fotoaparátu umožňuje manuálně nastavit expo-
ziční parametry. Na pravé liště jsou odspodu ikony pro ostření (MF – manual
focus), vyvážení bílé (WB – white balance), délka expozice, ISO a kompen-
zace expozice (ta však není dostupná pro manuálně zvolené rychlosti závěrky
a hodnoty ISO).

Dále může být nutné nastavit ostření, jelikož automatika obvykle ne-
dovede správně zaostřit ve tmě. Nejlepší je proto ostřit za světla, a nasta-
vit hodnotu tak, aby byly všechny předměty (blízké i vzdálené) na dis-
pleji ostré. Některé telefony mají v nabídce ostření přímo symbol neko-
nečna ∞, který můžeme použít téměř s jistotou pro fotografování noční
oblohy. Může se ale stát, že poloha ostření odpovídající nekonečnu bude
mírně posunutá. V praxi se proto osvědčuje zaostřit na jasnou hvězdu
nebo vzdálený světelný zdroj. Pro kontrolu ostrosti lze dočasně zvětšit
náhled obrazu na displeji, což usnadní jemné doladění polohy ohniska.
Samotné digitální přiblížení nezlepšuje rozlišení snímku, ale umožňuje
lépe posoudit tvar bodových zdrojů v náhledu. Před samotnou expozicí
je proto potřeba vrátit zobrazení do základního nastavení.

Velice důležitá bude pro fotografování samospoušť. Stisknutím spouště
fotoaparátu totiž dojde k nechtěnému roztřesení telefonu, což vede k roz-
mazání snímku. Nastavení časovače na 3 až 5 sekund poskytne dostatek
času, aby se přístroj opět ustálil.

Pokud telefon nabízí ještě další nastavení, vyzkoušejte, jaký vliv má je-
jich změna na výsledné snímky. Pro více informací bývá v aplikaci fotoa-
parátu k dispozici nápověda nejen pro Profesionální režim, ale i pro ostatní
funkce fotoaparátu, viz obr. 5. Další podrobnosti lze podle potřeby do-
hledat na internetu.
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Obr. 5: V některých modelech telefonů je k dispozici nápověda k funkcím foto-
aparátu (zde pod symbolem otazníku vpravo nahoře). Takto vypadá nápověda
k profesionálnímu režimu v telefonu Motorola Edge 30 Ultra.

Kromě vestavěné aplikace fotoaparátu lze samozřejmě využít i apli-
kace třetích stran, které mohou umožnit pokročilejší manuální nastavení
fotoaparátu. V praxi se však často ukazuje, že zabudovaná aplikace fo-
toaparátu bývá nejspolehlivější. Alternativní programy nemusí fungovat
zcela správně nebo mají omezené funkce. Zkušenost je taková, že co fun-
guje jeden den, nemusí fungovat druhý, a naopak.

Pro systém Android se hodí zejména aplikace DeepSky Camera. Ta
je vytvořená přímo pro astronomické focení, nabízí rozšířené možnosti
nastavení expozičních parametrů (větší ISO nebo delší expozice), včetně
sekvenčního snímání (automatické pořízení více snímků za sebou). Tato
funkce je užitečná například pro tvorbu star trails nebo složení několika
snímků k potlačení šumu. Sekvenční snímání umožňuje také aplikace
Intervalometer, která je ovšem placená.
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ale i o radost z objevování a o to, že díky fotoaparátu dokážeme zachytit
detaily, které běžně nevidíme.
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Matematika pro život 2026
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