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Slovo Gvodem

Véazené ctenarky, vazeni Ctenari,
v ruce drzite prvni ¢islo 94. ro¢niku casopisu Rozhledy matematicko-
-fyzikadlni.

Tento casopis vznikl jiz v roce 1921 a mé tedy za sebou velmi dlouhou
historii. BEhem jeho existence probéhla ve svété i u nas fada vyznamnych
historickych udélosti. Casopis prosel druhou svétovou valkou, pieckal i
vpad vojsk Varsavské smlouvy v roce 1968 a naslednou okupaci Cesko-
slovenska. Zadna politicka udalost nedonutila vydavatele ¢asopis zrusit.
Ten tak vychézel pravidelné az do roku 2002, kdy byla jeho ¢innost na
t¥ roky pozastavena. Od roku 2005 byl vsak ¢asopis znovu obnoven a
od té doby se mimo jiné vénuje i péci o talentované mladé lidi.

Béhem zivota ¢asopisu se odehrala i spousta dulezitych udélosti na poli
védy a techniky. Vzpomenme tedy ve zkratce alespon tyto: V roce 1957
(mimochodem, od tohoto roku nese ¢asopis dne$ni nazev) odstartovala
do vesmiru prvni lidmi vytvofena druzice Sputnik. Tim pro lidstvo zacala
dlouha cesta dobyvani vesmiru. V leto$nim roce budeme slavit 50 let od
uspésné mise Apollo 11, kdy Neil Armstrong a Edwin Aldrin pfistali
na povrchu Mésice. Tento ,obrovsky skok pro lidstvo“ je vSak stale jen
jednim z mnoha mezniki, a¢ skuteéné obdivuhodnym, kterych ¢lovék na
své cesté za poznanim prozatim dosahl.

Neni to samoziejmeé jen fyzika, ve které jsme dosahli obrovskych tispéchti,
ale i dalsi védecké obory. Casopis Rozhledy se zaméfuje na tii z nich —
na fyziku, matematiku a informatiku. Zajemctim o tyto discipliny pfi-
nasime jak zajimavé poznatky z historie, tak i zpravy o nejnovéjsich
objevech a udalostech. Mate moznost rozsifit si své znalosti, dozvédét se
o praktickych aplikacich matematiky, fyziky i informatiky, nebo si precist
rozhovory se zajimavymi osobnostmi, které se témto obortim vénuji.

Je ohromujici, ze Casopis, ktery poprvé vysel v roce, kdy Albert Einstein
ziskal Nobelovu cenu za fyziku, si i po témér sto letech dokaze najit své
pfiznivce. Pevné véiim, ze tomu tak bude i nadale. My pro to udélame
maximum.

Za redakéni radu: Marie Snétinovd (vedouci redaktorka)
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MATEMATIKA

Antipalindromicka disla

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha
David Ryzdk, MFF UK, Praha

Abstrakt. Kazdy zna jisté palindromy: slova, kterd se ¢tou stejné zepredu
i pozpatku (napf. krk, rotor, nepotopen). Palindromické éisla, tj. ¢isla, ktera
maji palindromicky zapis v néjaké prirozené bazi, jsou dobfe matematicky pro-
studovand. V ¢lanku pfedstavime pojem antipalindromicka ¢isla a poznatky
o nich a porovname je s palindromickymi ¢isly. Zejména vypichneme ptrekva-
pivy vysledek tykajici se délitelnosti a prvocisel mezi antipalindromickymi
Cisly.

1. Palindromy pod lupou

Nikoho jist&é nepiekvapi, ze v pfirozenych jazycich obzvlast dlouhé
pricesti typu ,nepochopen’, ;nepotopen’, ,nezasazen‘, ,nezarazen‘. V ang-
liétiné je nejdelsim palindromickym slovem ,tattarrattat‘. Jeho vitézstvi
ovSem neni zcela zaslouzené, protoze nejde o bézné slovo, nybrz o fantazii
Jamese Joyce, ktery ve svém romanu Odysseus [I] pouzil tento neologis-
mus k oznaceni energického poklepani na dverte:

“I was just beginning to yawn with nerves thinking he was trying to
make a fool of me when I knew his tattarrattat at the door.”

Zajimavéjsi jsou pak palindromické véty. Palindromy z nich vznik-
nou, pokud zapomeneme na mezery mezi slovy, pripadné i na diakritiku.
V cestiné patii mezi nejzndméjsi palindromické véty:

,2Bazantu pada za zada putna zab.*
»Jelenovi pivo nelej.*
,Kobyla ma maly bok.“

Ale zajimavé jsou i palindromy éiselné, zvlast kdyz se k nim véze
néjaké alespon castecné dolozené vysvétleni. Naptiklad s polozenim za-
kladniho kamene Karlova mostu je spojovan palindrom ze samych lichych
cifer 135797531. Podle historika astronomie Zdenka Horského mohl byt
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zékladni kdmen polozen 9. ¢ervence 1357 v 5:31. V tu chvili pry byla pfi-
zniva konstelace Slunce a Saturnu. Palindrom je tedy sestaven z idaji:
rok—den—meésic-hodina—minuty.

2. (Anti)palindromicka ¢isla

Zacfneme formalni definici palindromického ¢isla a nové definujeme
antipalindromické ¢islo.

Definice 1. Necht b € N, b > 2. Uvazujme ptirozené ¢islo m, jehoz zépis
v bazi b mé tvar
m:inb"—I—---—I—ilb—i—io,

kde ig,41,...,i, € {0,1,...,b— 1} a i, # 0. Potom m nazveme

1. palindromickym cislem v bazi b, pokud cifry splnuji podminku:

ij =in—; prokazdéje {0,1,...,n}, (1)

2. antipalindromickym c¢islem v bazi b, pokud cifry spliiuji podminku:

ij=b—1—14,_; prokazdéje{0,1,...,n}. (2)

Rikame, ze prirozené Cislo je palindromicke, resp. antipalindromicke, po-
kud existuje baze, v niz ma tuto vlastnost.

Priklad 1. UvaZzujme nyni rtizné baze b a podivejme se, jak vypadaji
antipalindromicka ¢isla v téchto bazich:
e V bazi b = 10 je antipalindromickym ¢islem napf. 395 406.
e V bézi b = 3 je antipalindromickym ¢islem napf. 1581 = (2011120),.
e V bazi b = 2 je antipalindromickym ¢islem napt. 52 = (110100),.

Véta 1. Pokud md antipalindromickeé ¢islo lichy pocet cifer v bdzi b, pak
b—1

je b liché cislo. Navic prostredni cifra md pak hodnotu >5=.

Diikaz. Oznacme cifry uvazovaného antipalindromického ¢isla v bazi b
jako 1g,%1,...,12,. Podle definice antipalindromického ¢isla splnuje pro-
stfedni cifra i, rovnost 2i, = b — 1. Z toho vyplyva, ze cifra i, je celé
¢islo jen pro b liché. Navic plati i, = b_Tl [l
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Véta 2. Pokud je antipalindromické c¢islo v bazi b zdrover palindromic-
kym v bdzi b, pak je b lich€é c¢islo a vsechny cifry jsou rovny b;Zl.

Diikaz. Méjme antipalindromické ¢islo v bazi b s ciframi ig,%1,...,%,-
Aby bylo zaroven palindromickym, musi platit ¢; = ¢,_; pro kazdé
j€{0,1,...,n}. Z definice antipalindromického ¢isla zéroven plyne, Ze
ij +in—; = b— 1. Dostavame tedy i; = bg—l pro kazdé j € {0,1,...,n},
a baze b je tudiz nutné licha. O

2.1. Délitelnost

V této kapitole pfipomeneme znamy vysledek tykajici se délitelnosti
palindromickych ¢isel. Pfedstavime nové vysledky pro délitelnost antipa-
lindromickych ¢isel. Z téchto poznatki poté odvodime, jak je to s vysky-
tem prvocisel mezi palindromickymi a antipalindromickymi ¢isly.

2.1.1. Délitelnost palindromickych c¢isel

Véta 3. Palindromické cislo se sudym poctem cifer v bdzi b je délitelné
b+ 1.

Diikaz. Uvazujme palindromické ¢islo
M = inb" + i 1" 4 - +i1b+ i
pro lichd n. Muzeme sparovat jednotlivé dvojice
’L'n_jbn_j + ijbj = ij(b7L_j + bj),
protoze definice palindromického ¢isla fiké, Ze i,—; = i;. Diky sudému
poctu cifer miizeme timto zptsobem sparovat véechny dvojice i, ;b7
ai;b’ proj € {0,1,..., "T_l} Dokazme, Ze pro palindromické ¢islo upra-

vené sparovanim koeficienti plati

m=ig(b" + 1) + i1 (b" P +b) 4+ + i (""" +0F) =0 (mod b+ 1),

kde k = ”51.
Vsechny ¢leny kongruence miizeme zapsat i jako ;07 (b"~% + 1) pro
jeA{o,1,..., ”51}, a protoze vzdy 2j < n, tak v kazdém clenu kon-

gruence najdeme ¢len b" % + 1, kde n — 25 > 1. Zbyva tedy ukézat, Ze
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b*+1 =0 (mod b+ 1) pro lich4 piirozen4 éisla ¢, a to plyne ze znamého
vzorce pro rozklad:

r1=0b+D0 =24+ —b+1)=0 (modb+1).
Tim je dokédzano, ze b + 1 je délitelem palindromickych ¢isel se sudym
poctem cifer. O
2.1.2. Délitelnost antipalindromickych ¢isel

V desitkové soustavé zname tvrzeni, které ¥ika, ze prirozené Cislo je
délitelné 9, praveé kdyz jeho ciferny soucet je délitelny 9. Zobecnéme nyni
toto tvrzeni pro soustavy s libovolnym pfirozenym zakladem b.

Lemma 4. Necht m je prirozené ¢islo a jeho zdpis v bdzi b je roven
ind™ +ip_10" "1 + ... +i1b+iy. Potom m je délitelné b — 1, prdvé kdyz
jeho ciferny soucet v bazi b je délitelny b—1, tj. (in+in—1+- - -+i1+io) =0
(mod b—1).

Diikaz. Jelikoz b — 1 = (b— 1)(b*" L + b2+ ... + b+ 1), dostavame
kongruenci b’ = 1 (mod b — 1) pro kazdé ¢ € {1,2,...,n}. Z vlastnosti
kongruenci pak plyne, Ze isb’ =i, (mod b — 1), tudiz také plati

b 4 i 0" Firbdig =iy Fin 14 ...+ i1 +io  (mod b—1).
O

Véta 5. Antipalindromicke c¢islo se sudym poctem cifer v bazi b je déli-
telné cislem b — 1.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické ¢islo
M = inb"™ 4 ip_ 10"t 4 - +i1b+ i
pro liché n. Podle lemmatu 4 mame kongruenci
Q™ i 0" b dio = it i1+ ... i1+ (mod b—1).

Podle definice antipalindromického ¢isla plati 4,,—; +i; = b—1 pro kazdé
j€{0,1,...,n}. Ze sudého poctu cifer pak plyne

1
i ino1 i1+ ig = (b71)”; —0 (modb—1),
tudiz antipalindromické ¢islo m je délitelné ¢islem b — 1. [l
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Véta 6. Antipalindromické c¢islo s lichym poctem cifer v bazi b je déli-

telné cislem bg—l.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické c¢islo
m = i2,b®" + i, 10*" 1 - +irb + o,

7 definice antipalindromického ¢isla s lichym poctem cifer vyplyva, ze

vSechny cifry kromé prostiedni i,, 1ze sparovat is, + ig, ton—1 + 1, .. -,

In+1 + in—1 vzdy se souctem b — 1. Ciferny soucet ¢isla m — i,,b™ je tedy

délitelny cislem b — 1, a tedy podle lemmatu Ml je také piimo m — i,b"

délitelné ¢islem b—1, a tudiz samoziejmé i ¢islem b*Tl. Jelikoz prostiedni

cifra podle véty [ spliuje i, = bg—l, dozvédéli jsme se zatim, ze Cislo
b—

m— %b" je délitelné Tl Tim je dokézano, ze také antipalindromické

¢islo m je délitelné cislem b*Tl. O
2.1.3. Prvodisla mezi palindromickymi a antipalindromickymi
Cisly

Délitelnost a prvoéisla spolu tizce souvisi. Pojdme se tedy podivat,
jak to s nimi vypadé mezi palindromickymi a antipalindromickymi ¢isly.
7 véty [ vime, Ze palindromické ¢isla se sudym pocétem cifer v bazi b
jsou délitelna ¢islem b + 1. Proto nejsou prvodisly s vyjimkou pfipadu,
kdy b+ 1 je prvodislo a 11 je pak jeho pfislusny palindromicky zépis (se
sudym poctem cifer) v bazi b.

Palindromickych prvocisel mizeme najit spoustu v nasi desitkové sou-
stavé, napf. 101,131,353, 757, ..., viz posloupnost 4002385 v OEIS [3].
Nejvyssi dosud znamé palindromické prvoéislo v bazi 10 je 104745904.999.
10237249 4 1. Zda existuje nekone¢né mnoho palindromickych prvoéisel
neni zndmé. Vi se ovSem, ze napt. Mersennova a Fermatova prvoéisl
jsou palindromicka v bazi 2. Pokud tedy existuje nekone¢né mnoho Mer-
sennovych ¢i Fermatovych prvocisel, pak je i nekoneéné mnoho palin-
dromickych prvocisel. Ale i v jinych bazich b neni slozité palindromicka
prvocisla najit, napt.

(111)4 = 73,
(212), = 23,
(B222B),, = 729 643.

1)Mersennova prvoéisla jsou tvaru 2P — 1, kde p je nutné prvoéislo. Fermatova
. n
prvodisla jsou tvaru 22" + 1.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Zatimco palindromické prvocisla existuji v riznych bazich, antipalin-
dromicka prvocisla se vyskytuji vzacné. Rozebereme tii pfipady v zavis-
losti na hodnoté baze b.

Baze b > 3
Véta 7. Necht je ddna bdze b > 3.

e Pak existuje maximdlné jedno antipalindromické prvocislo p v bdzi b

spliugici p < b, a top = b%

o Antipalindromické prvocislo p v bdzi b splniujici p > b neexistuje.

Dikaz.

e Jelikoz cifry v soustavé o zakladu b maji hodnoty od 0 do b — 1, ma
kazdé ¢islo p < b jednociferny zapis v bazi b. Jediné jednociferné
antipalindromické ¢islo v bazi b je ¢islo b;Zl, viz véta [l Odtud jiz

plyne prvni tvrzeni véty.

e Druhé tvrzeni plyne z délitelnosti antipalindromickych éisel (véty

a[6]). O

Baze b =2
Véta 8. V bdzi 2 existuje jediné antipalindromické prvocislo p, a to
p =2 se zdpisem 10.

Diikaz. 7 definice antipalindromického ¢isla vyplyva, Ze posledni cifra
jeho zapisu v bazi 2 bude 0. Kazdé antipalindromické ¢islo ma tedy
zapis tvaru 2" + 4, 12" 4+ .. 4412, tudiz je délitelné dvéma. Jediné
takové prvocislo je 2. O

Baze b=3

Véta 9. V bdzi b = 3 existuji antipalindromickd prvocisla. Nutné maji
lichy pocet cifer a navic minimalné tri cifry. Nejmensim takovym anti-
palindromickym prvocislem je cislo 13.

Dikaz. O bazi 3 vime z véty Bl Ze antipalindromické ¢isla se sudym
poctem cifer v této bazi jsou délitelnd dvéma. Pro antipalindromicka ¢isla
s lichym poétem cifer plyne z véty [l pouze trividlni fakt, Ze jsou délitelna
¢islem 1, a tak vSechna antipalindromicka prvodéisla v bazi 3 maji lichy
pocet cifer. Jediné jednociferné antipalindromické ¢islo v bazi 3 je ¢islo 1.
Pro vsechna antipalindromické prvocisla v bazi b = 3 tak plati, ze maji
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alespon tfi cifry a prostfedni cifra je rovna jedné. Nejmensim takovym
antipalindromickym prvocislem v bazi 3 je tudiz ¢islo 13 se zapisem
111. O

Kolik antipalindromickych prvocisel v bazi b = 3 existuje? To je
otézka, na kterou bohuZel nezname odpovéd. Uvedeme alespori, co bliz-
siho lze Fici o jejich tvaru.

Lemma 10. Antipalindromickd c¢isla v bdzi 3 zacinajici cifrou 2 jsou
délitelna cislem 3.

Diikaz. Méjme antipalindromické ¢islo
m=1i,3" +in_13" "1 + -+ +i13 + o,

pricemz i, = 2. Jelikoz i,, + i9 = 2, musi byt 79 = 0. Odtud jiz plyne
délitelnost m ¢islem 3. O

Véta 11. Vsechna antipalindromickd prvocisla v bdzi 3 jsou ve tvaru
6k + 1, kde k € N.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické prvocislo
— 2n - 2n—1 - .
m = 12,37 4+ 12,13 +---+113+ 1

(podet cifer je nutné lichy podle véty [@). Podle lemmatu [0 je i2, = 1
aig = 1 a z véty [l vyplyvd, Ze i, = 1. Sparujme spolu jednotlivé
¢leny antipalindromického éisla m (kromé ig, iy, 25 ): G2n— ;3" 7 +14;37,
j € {1,...,n — 1}. Dokazme, ze pro kazdé j € {1,...,n — 1} existuje
s € N spliujici
3 (i2n—;3*" ¥ 4 ;) = 6s.

V zévorce mizeme predpoklddat pouze 3 moznosti pro cifry: is,—; = 2,
i; = 0, nebo ig,—; = i; = 1, nebo iy,_; = 0, i; = 2. Ve vsech téchto
pripadech rovnost plati, protoze v zévorce bude sudé ¢islo. Dostavame
proto rovnost

m = i2,3%" + i, 3" + ig + 6/
32 43" 4+ 1460
=3"3"+1)+1+6¢

pro néjaké nezdporné celé ¢islo £. Odtud je vidét, ze m je skuteéné tvaru
6k + 1 pro néjaké prirozené k. [l

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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3. Dalsi vlastnosti antipalindromickych cisel

V ¢lanku jsme definovali antipalindromicka ¢isla v pfirozené bazi a
zkoumali jejich délitelnost. Zajimavy byl vysledek, ktery rika, ze v kazdé
prirozené bazi ruzné od tii existuje maximalné jedno antipalindromické
prvocislo. Tento vysledek je prekvapivy ve srovnani s palindromickymi
Cisly, pro ktera neni tézké nachazet palindromicka prvocisla v riiznych
béazich. Tento ¢lanek vznikl na zakladé stfedoskolské odborné ¢innosti [2].
Vysledky, které jsme odvodili, ale v ¢lanku je neuvadime, zahrnuji po-
Cet antipalindromickych ¢isel po néjakou mez, mezery mezi sousednimi
antipalindromickymi ¢isly, jednoduchy vzorec pro poradi antipalindro-
mickych ¢isel, vyskyty palindromickych mezi antipalindromickymi ¢isly
a naopak, mocniny mezi antipalindromickymi ¢isly.

4. Ulohy pro &tenafe

Pokud ¢tenafe nase hratky se zapisem c¢isel zaujaly a chtél by si sdm
vyzkouset néco podobného, mize dokazat nékteré vlastnosti duhovych
¢isel. Za napad zkoumat duhova ¢isla dékujeme Josefu Tkadlecovi.

Definice 2. Nechf b € N, b > 2. Pfirozené ¢islo m, jehoz zapis v bézi b
obsahuje kazdou cifru od 1 do b — 1 pravé jednou a neobsahuje cifru 0,
nazveme duhové v bazi b. Prirozené ¢islo nazveme duhové, pokud existuje
baze, v niz je duhové.

Priklad 2. Uvazujme nyni rtizné baze b a podivejme se, jak vypadaji
duhové ¢isla v téchto bazich:

e V bazi b = 10 je duhovym ¢islem napt. 123 456 789.

e V bazi b = 2 je jedingm duhovym cislem 1.

o V bazi b = 3 je duhovym ¢islem napi. 5 = (12); nebo 7 = (21),.

Ulohy pro &tenéie:

1. Najdéte vSechna duhovéa prvoéisla. Odpoved 5 a 7.

2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele vsech duhovych ¢isel v bazi 10.
Odpovéd 9.

3. Urcete nejmensi a nejvétsi mezeru mezi sousednimi duhovymi &isly
v bazi 10. (Duhova ¢isla m a n v bazi 10, m < n, jsou sousedy, pokud
neexistuje duhové ¢islo k v bazi 10 spliiujici m < k < n.) Odpovéd 9 a
14691 357.
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Lékarské testy individualni a skupinové

Jan Vybiral, FJFI CVUT, Proha

Abstrakt. Lékaiské testy zna z bézného zivota kazdy z nas. Diky jejich ne-
dokonalosti — vyjadfené pojmy senzitivita a specificita — se jejich vyhodnoceni
neobejde bez pojmu z elementarni statistiky. Metoda skupinovych testii (group
testing), vyvinutd béhem druhé svétové vélky, je oproti tomu stéle aktivni pole
védeckého zajmu; puvodni ¢lanek Roberta Dorfmana z roku 1943 zaznamenéva
stale pfes CtyTicet citaci rocné. V této praci se pokusime sezndmit ctenafe se
zaklady tohoto oboru, a to vcetné teoretickych i praktickych cviceni.

1. Klasické 1ékaiské testy

Diagnostika nemoci je provadéna lékarskymi testy. Realné testy ale
nejsou idealni — idealni test by kazdého nemocného oznacil za nemocného
a kazdého zdravého za zdravého. U kazdého v praxi pouzivaného testu je
tedy mozné, ze zdravy jedinec bude bohuZel oznacen za nemocného (tzv.
fale$nd pozitivita) nebo Ze nemocny jedinec bude oznacen za zdravého
(tzv. falesna negativita).

Senzitivitou testu (neboli citlivosti testu) se nazyva pravdépodobnost,
7e nemocny pacient bude oznacen jako nemocny. Specificita testu je na-
opak pravdépodobnost, ze zdravy jedinec bude oznacen za zdravého.
Idealni test by tedy mél mit senzitivitu i specificitu rovnu jedné.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni


lubomira.dvorakova@fjfi.cvut.cz

MATEMATIKA

Cviceni 1.
1. (Hypoteticky) test na rakovinu plic mé senzitivitu 95 % a specificitu
98 %. Interpretujte tyto dva tidaje.

2. Priblizné 1,5 % muzt ve véku 50 let trpi rakovinou plic. Jaka je prav-
dépodobnost, ze padesatilety muz s pozitivnim testem na rakovinu
plic ji opravdu trpi?

3. V populaci zen ve véku 50 let je zastoupeni nemocnych s rakovinou
plic nizsi, asi 0,5 %. Jaké je v tomto piipadé pravdépodobnost, Ze
padeséatileta Zena s pozitivnim testem opravdu trpi rakovinou plic?

4. Je zndmo nékolik tisic nemoci, které se vyskytuji jen zfidka (tzv.
vzdcnd onemocnéni) a které postihuji méné nez 0,05 % populace
(tedy nejvyse jednu ze dvou tisic osob). Pfedpoklddejme, Ze néjaka
vzécnd nemoc postihuje ,, jen“ 0,02 % populace a Ze testy na tuto ne-
moc maji stejné parametry (tedy senzitivitu i specificitu) jako vyse.
Jaka je nyni pravdépodobnost, Ze pozitivné testovand osoba touto
nemoci opravdu trpi?

Simpsontv parado upozorniuje na jeden jednoduchy efekt, ktery
miZe snadno vést ke Spatné interpretaci dat z klinickych testii (a ostatné
i jakychkoliv jinych dat). Reknéme, Ze ledvinové kameny je mozné 16¢it
dvéma zpusoby — postup A zahrnuje vSechny druhy operaci, tedy slozité
invazivni zdkroky. Postup B spoc¢iva v mnohem Setrnéjsi terapii punkci.
Pii jednom klinickém testu ([I]) byly sledovany rtzné piipady pacientt
s ledvinovymi kameny (rozdélené do dvou skupin podle velikosti — malé
a velké) a ispésnost jednotlivych metod. Lécba A byla Gspésna v 81 z 87
pfipadi 1é¢by malych kamend a v 192 z 263 v 1é¢bé velkych kament.
U lécby B byla tato tspésnost 234 z 270 u malych kameni a 55 z 80
u velkych kament. Protoze

81 234 . 192 55
93%—§>2—70—87% a 73%_2_63>%_69%7

zda se byt lééba A Uspésnéjsi jak pro léébu malych, tak lécbu velkych
kamenu. Protoze ale
814192 234+ 55

=63 “a0rs0 B

UNejedné se o Homera Simpsona, ale o Edwarda Hugha Simpsona.
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ohledu na velikost.

Rozdil je samoziejmé dan tim, zZe méné invazivni metoda byla Casto
volena pro 1é¢bu malych kament, kde jsou ale obé metody podstatné
meny, je podle téchto dat Gspésnéjsi metoda A. Presvédceni, ze celkové
je lepsi metoda B, neni spravné. S¢itat pocty tspéchi u ruzné zavaznych
pfipadi (81 4 192, resp. 234 + 55) je zavadé&jici.

2. Skupinové testy

V priabéhu druhé svétové valky se americkd armada potykala s do-
slova delikdtnim problémem (popsanym v [2]). Bylo zapotfebi podrobit
lékarskym testtim velky pocet vojzikﬁ Teoreticky sice stacilo kazdému
vojaku odebrat vzorek krve a otestovat kazdy vzorek zvlast, ale tyto
testy byly finan¢né nakladné a v daném mnozstvi nerealizovatelné. Na-
vic se dalo predpokladat, Ze nemocnych vojakt bude jen mizivé procento
ze vSech testovanych. Tak vznikla metoda skupinového testovani, tzv.
group testing.

UvaZzujme skupinu N jedincii (tedy onéch vojéki), které je tfeba otes-
tovat. Néktefi z nich jsou zdravi, néktefi nemocni. Pokud si je néjakym
zpisobem sefadime (napf. podle abecedy), tak jejich zdravotni stav je
mozné popsat posloupnosti Z, kterd ma N nul a jednicek. Tedy napft.
pokud N =5a Z = (0,1,0,0,1), tak druhy a paty vojik jsou naka-
Zeni, ostatni jsou zdravi. Posloupnost Z na zacatku testovani nezndme
a testovanim ji chceme pfesné urcit. Pro jednoduchost budeme v této
Casti predpokladat, ze provadéné testy jsou idedlni, tedy Ze senzitivita i
specificita testl je rovna jedné.

Metoda skupinového testovani je zalozena na napadu, kdy vybereme
néjakou podskupinu vojaki, smichame jejich vzorky (nebo alespoii ¢asti
jejich vzorki) a otestujeme tuto smés. Pokud jsou testy dostatecné senzi-
tivni, tak bude mozné timto zptisobem zjistit, zda alespon jeden z vojaka
dané podskupiny byl nakazen. Tim tedy miZeme “otestovat” hned néko-
lik vojakt najednou; pii negativnim testu budeme védét, ze jsou vSichni
zdravi, ale pfi pozitivnim testu se pouze dozvime, ze néktery z nich byl
nakazeny. Nebude tedy mozné s jistotou Fict, ktery z nich byl nakazZen.
To bude mozné presné fict az po dalSich testech.

2)V nasi tloze to nebude hrat zadnou roli, ale neni divod zapirat, ze hledanou
nemoci byl syfilis.
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Cviceni 2.

1. Predpokladejme, Ze predem vime, Ze z dané skupiny N vojaka je
nejvyse jeden nakazeny. Jak mame volit vybér podskupin, abychom
s co nejmensim poctem testi zjistili, ktery (pokud vibec n&jaky) je
nakazeny?

2. Je vami nalezeny postup optimdlni (tj. je pocet test skuteéné mi-
nimalni)?

Tento postup lze sice zobecnit, i pokud vime, Ze pocet nakazenych
vojaku je nejvyse k, kde k > 1, navrZzena metoda mé ale jednu zasadni
nevyhodu. Tou je netimérné velikost vybranych podskupin — az N/2. To
klade nerealistické naroky na senzitivitu testd. Jedno z moznych Feseni
tohoto problému je dano ponékud prekvapivym pfistupem, kdy cleny
testované podskupiny vybereme nahodné.

Zvolme tedy nejprve realny parametr 0 < p < 1 a vyberme do testo-
vané skupiny kazdého vojéka s pravdépodobnosti p. Matematicky mu-
zeme tento postup modelovat pomoci nezavislych ndhodnych promeén-
nych z;, 1 <i< N,

1 s pravdépodobnosti p,
T; =
' 0 s pravdépodobnosti 1 — p.

Pokud z; = 1, tak i-ty vojak bude do vybéru zarazen; pokud z; = 0, do
vybéru zafazen nebude.
Cviceni 3.

1. Jaky je pramérny pocet vojaku zafazenych do testovaciho vzorku?

2. Jaka je pravdépodobnost, ze vybranych vojakt bude vice (nebo méné)
nez n, kde n je néjaké prirozené ¢islo mezi 1 a N7

3. Jaky je rozptyl poctu vybranych vojaka?

4. Pro N = 10% a p = 0,01 udélejte histogram poétu ndhodné vybra-
nych vojéki pii R = 1, R = 103, R = 10° a R = 107 nezavislych
opakovanich vybéru. Porovnejte tyto vysledky vzajemné a s vypoc-
tenou pravdépodobnosti.

Celé testovani velkého poctu vojaka samoziejmé nebude mozné pro-
vést jednim vybérem a jednim testem, jak jsme ostatné vidéli uz ve
cviceni 21 Proces vybéru a testovani tedy bude nutné nékolikrat opako-
vat — pocet téchto opakovéani oznacéme pfirozenym c¢islem m. Cely test
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N vojaku probéhne tedy odbérem vzorku vsSech vojaku a vybérem m
podskupin, jejichz vzorky budou smichany a otestovany. Nakonec bude
nasim tkolem navrhnout algoritmus, ktery zkombinuje informaci o vybé-
rech a jejich vysledcich a rozhodne, které vojaky test oznaci za nakazené
a které za zdravé.

Cviceni 4.
1. Navrhnéte matematické oznaceni pro vybér m testovacich skupin.

2. Do kolika testovacich vzorkt bude kazdy vojak v prumeéru zafazen?

3. Pokud néjaky vojak nebude nikdy vybran, nebude z vysledki test
nikdy mozné urcit, zda byl, nebo nebyl nakazen. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze jeden pevné zvoleny vojak nebude nikdy vybran?

4. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon jeden z vojakt nebude zarazen
do zadného vybéru?

Poté, co provedeme m vybéra a testli, musime rozhodnout, ktery z vo-
jak1 je ¢ineni nakazeny. Navrzeny algoritmus je velice jednoduchy: Vojak
bude celym testovacim procesem oznacen za nakazeného, pokud vSechny
testy, do nichz byl vybran, vyjdou pozitivné

Cviceni 5.
1. Jaka je pravdépodobnost, ze navrzeny testovaci postup s parametry

k,m, N, p funguje korektné, tedy Ze pro kazdého vojaka bylo spravné
urceno, zda je, ¢i neni nakazeny?

2. Pro dané € > 0 urcete, kolik opakovani testu bude stacit provést,
ma-li byt pravdépodobnost tispéchu celého algoritmu vétsi nez 1 —e.

3. Vysledek ovérte numerickou simulaci — pro N = 100000, &k = 20,
p = 0,02 a razna m zjistéte empirickou pravdépodobnost, jak ¢asto
bude s témito parametry dany test aspésny.

3. Navody a resSeni

V této sekci naznacime mozné postupy feseni tloh a cviceni.

3)V souladu s obvyklou konvenci, kdy prazdny obecny kvantifikitor je pravdivy,
bude vojak, ktery nebyl zafazen do zadného vybéru, oznacen také za nakazeného.
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Cviceni [Ik

1. Test odhali nemocného pacienta s pravdépodobnosti 95 % a zdravého
jedince neoznad¢i jako nemocného s pravdépodobnosti 98 %.

2. Ulohu lze fesit (alespoii) dvéma, navzidjem oviem podobnymi zpi-
soby.

a) Nemocnych muzii daného véku je 1,5 % a 95 % z nich mé po-
zitivni test. Celkem trpi tedy 0,95 - 0,015 = 0,01425, tj. 1,425 %
muzi ve véku 50 let rakovinou plic a ma i pozitivni test. Naopak,
zdravych muzi je 98,5 % a 2 % z nich maji pozitivni test. Tedy
0,985 - 0,02 = 0,0197, tj. 1,97 % muzt daného véku mé pozitivni
test, ale rakovinou plic netrpi. Celkem mé tedy 3,395 % vSech pa-
desatiletych muzt pozitivni test. Ze vSech muzi s pozitivnim tes-
tem jich ale rakovinou plic trpi pouze 1,425/3,395 = 0,42 = 42 %.
Hledana pravdépodobnost je tedy 42 %.

b) Ulohu Ize fesit také pouzitim pojmu podminéné pravdépodob-
nosti. Mame-li dva jevy A a B, pak pravdépodobnost, Ze nastane
A, pokud nastava B, oznacime

P(AB) = P(AN B)
P(B)

Tuto definici je mozné pouzit, jen pokud P(B) > 0. Podminéna
pravdépodobnost tedy udava, v kolika procentech pfipadd na-
stava jev A, uvazujeme-li celkové jen pfipady, kdy uz vime, ze
nastava jev B.

Oznac¢me X zdravotni stav padesatiletého muze. Tedy X = 1, po-
kud ma dany muz rakovinu plic, a X = 0, pokud je zdrav. V pri-
padé, Ze testy provadime na nadhodné vybranych muzich z celé
populac, miizeme ztotoznit X s ndhodnou proménnou, pro kte-
rou plati P(X = 1) =7 =0,015a P(X =0) =1— 7 = 0,985.
Dale oznacime T vysledek testu padesatiletého muze, tedy T' = 1,
pokud je testovany muz testem oznacen za nemocného (tj. test
je pozitivni), a T = 0, pokud test je negativni. I veli¢inu T tedy
mizeme interpretovat jako ndhodnou proménnou, ktera ale neni

4)Tento predpoklad neni témsF nikdy splnén dokonale — obvykle jsou testovani lidé
podle néjakého klice ¢i predvybéru; naptiklad proto, Ze u nich existuje podezfeni na

danou nemoc, nebo proto, ze se prihlasili do klinické studie.
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nezavisla na X. Parametry testu lze pomoci tohoto oznaceni pre-

psat jako
-~ ., _PT=1&X=1)
PT=1X=1)= POX = 1) =p =095,
PT=0& X =0)
P(T=0/X=0)= =q= .
(1= 01X = 0) = =g = 4= 098

Ulohou je poté spocitat P(X = 1|T = 1). Nejprve oviem vypoé-
teme (srovnejte s predchazejicim postupem!)
PT=1&X=1)

PT=1&X=1)= PX=1) P(X=1)=pr

azP(X=0)=P(X=0& T =0)+P(X =0& T = 1) obdrzime

PT=1&X=0)=P(X=0)-PT=0&X=0)=

- PT=0&X=0)_,
=l-m-——x—g P& =0=

=l-n—(1-mg=(1-m)(1-q).

Tyto vztahy pouzijeme k findlnimu vypoctu:

PX=1&T=1) pT
P =1T=1)= : P(T=1) TPT=1)
pm
TPI=1&X=1)+PT=1&X=0)
pm

Tt A-gU-m
Dosazeni © = 0,015, p = 0,95 a ¢ = 0,98 dava opét 42 %.

3. Dosazeni m = 0,005, p = 0,95 a ¢ = 0,98 dava 19,3 %. Padeséatileta
zena s pozitivnim testem trpi tedy rakovinou plic s pravdépodobnosti
19,3 %.

4. Pro 7 = 0,0002, p = 0,95 a ¢ = 0,98 dostaneme 0,94 %, tedy méné
nez jedno procento.
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Na zavér jesté jedno varovani k interpretaci vysledku tohoto cviceni.
Navrzené vypocty jsou spravné za predpokladu, ze testy byly provadény
osobam nahodné vybranym z celé populace, tedy pfi ploSném screeningu.
Rakovinové (i jiné) testy jsou ale obvykle proviadény predevsim tém,
u kterych existuje néjaké podezieni. Celkové vzato bude tedy pravdépo-
dobnost, ze dana osoba pri pozitivnim testu danou nemoci opravdu trpi,
asi vyssi nez uvadéji predchozi cviceni.

Cviceni Metodou piileni intervalu lze najit potenciadlniho nakaze-
ného pii [logy (V)] testech. Pokud ale provedeme test méné, tak bude
bud existovat vojak, ktery nebyl zafazen ani do jedné testovaci skupiny,
nebo budou existovat dva vojaci, ktefi budou pfi kazdém testu testovani
spole¢né. Pokud je tedy nakazeny jen jeden z nich, mensi pocet testt
nebude stacit.

Cviceni 3k

1. Stfedni hodnotu po¢tu vybranych vojaku lze spocitat raznymi zpt-
soby. Kazda z ndhodnych proménnych z1, .. ., zx ma stfedni hodnotu

1-p+0-(1-p)=p.

Pocet vybranych vojakt je dan souc¢tem x1+- - -+2xn a jeho prumérna
hodnota je souc¢tem primérnych hodnot, tedy pIV.

Druhy zptsob vyuziva binomické véty a definice stfedni hodnoty —
a je podstatné pracnéjsi. Nejprve si uvédomime, ze pravdépodobnost,
ze vybranych vojakid bude praveé [ je

(J;f)pl(l —p)Vt prol=0,...,N.

Mimochodem, z binomické véty pak plyne, ze
N
N _
> (l)plu—p)N L= (-p)Y =1,
1=0
coz odpovida tomu, ze vybrany pocet vojakd musi byt pravé jedno

celé ¢islo od nuly do N. Stfedni hodnota poétu vybranych vojaku je
potom (podle definice) rovna
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N
Zl - P(bylo vybrano prévé [ vojaki) =
1=0

(N - al N i
“L (=Y et -
N-1
e (N ] 1>pl“ —p)V = pN(p+ (L p)N ! = pN.

=0

2. Pravdépodobnost, ze vybranych vojaka bude alespon n je

iv: <7>pl(1 -p)N

l=n

3. Ulohu lze opét fesit alespoii dvéma zpiisoby. Rozptyl z; je (z definice)

roven
p(1=p)* + (1= p)(=p)* = p(1 - p).
Rozptyl souctu nezavislych(!) ndhodnych proménnych je roven souctu
jejich rozptyli ] visledek je tedy Np(1 —p).
Nebo (a opét podstatné pracnéji) se lze dopracovat téhoz opét uzi-

tim definice a binomické véty, kteryzto postup prenechame pilnému
Ctenari.

Cviceni 4t

1.

Prol <i< N al <j < m budeme uvazovat nezavislé proménné z?,

kde opét xf = 1 s pravdépodobnosti p a xf = 0 s pravdépodobnosti
1 —p. (Zdiraznéme, Ze j je zde horni index a ne mocnina.) Do j-tého
vybéru budou zafazeni vojaci s pofadovymi ¢isly {i: z] = 1}.

. Pravdépodobnost zarazeni daného vojaka do jednoho vybéru je p,

celkem tedy bude v priméru zafazen do pm vybéru.

. Pravdépodobnost, ze dany vojak nebude zafazen do zadného vybéru

je (L—p)™.

18

Predpoklad nezavislosti je nutny, bez néj toto tvrzeni neplati.
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4. Spocitat danou pravdépodobnost je sice mozné z principu inkluze a
exkluze, ale velice technické a vysledna formule je prakticky tézko po-
uzitelna. Danou pravdépodobnost Ize ale snadno omezit shora — tedy
najit pomérné jednoduchy vyraz, jehoz hodnota bude vzdy o néco
maélo vyssi. Oznacme jako X; udélost ,i-ty vojak nebyl zafazen do
zadného vybéru®, tedy =} = ... = 2™ = 0. Udélost X — aspoti je-
den vojak nebyl zarazen do Zaddného vybéru — je pak sjednocenim
X=X1U...UXp, a tedy

N
P(X) < Y P(Xi) = N(1-p)",

Pokud je vyraz napravo vétsi nez jedna, je tento odhad trividlni —
kazda pravdépodobnost je nejvyse rovna jedné. Pro parametry, které
budou pozdéji dulezité, je to vSak vcelku dobry odhad. Chceme-li
napiiklad, aby P(X) < e < 1, stadéi volit m tak velké, aby

N1-p)™ <e,
tedy
In(e) —In(N) In(N)+In(1/e)
In(1 —p) In(1/(1 - p))
Pfi pevném € a p roste tedy pocet nutnych opakovani vybéru m pouze

logaritmicky s N — metoda se tedy zda byt opravdu vhodna pro velké
pocty testovanych jedincii.

Cviéeni
1. Ulohu vyfesime postupné v nékolika krocich.

(a) Pokud je néjaky vojik nakaZeny, tak vSechny testy, do kterych
byl vybran, vysly pozitivné. Muze se ale stat, ze néjaky zdravy
vojak byl v testu vzdy s néjakym nakazenym vojakem a vSechny
testy, do kterych byl vybran, tak vysly pozitivné. MizZe tedy dojit
k falesné pozitivité.

(b) Oznacéme 7(i) pocet testovacich skupin, do kterych byl vybran i-
ty vojak. Jedna se tedy o ndhodnou veli¢inu, ktera nabyva hodnot
od 0 do m. M4 binomické rozdéleni, tedy plati

P(r(i) = 1) = <77>pl(lp)ml, i=1,...,N, 1=0,...,m.
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(¢)

Pravdépodobnost, ze do jednoho vybéru nebyl zarazen zadny na-
kazeny vojak je (1 — p)* > (1 — p)*, kde » < k je podet nakaize-
nych vojaka. Naopak pravdépodobnost, ze do vybéru byl zarazen
aspoii jeden nakazeny vojak, je 1 — (1 —p)* < 1— (1 — p)*. Vez-
méme jedno ¢ pevné a necht 7(i) = I; tedy -ty vojak byl vybran
do [ testii. Dale predpokladejme, zZe tento vojak nakazeny nebyl.
Pak pravdépodobnost, ze ve vsech téchto ! testech byl i néjaky
nakazeny vojak, je nejvyse [1 — (1 — p)¥]’.

Pfipomenme, Ze néas zajimaji jen zdravi vojaci, protoZe pouze
u nich mize vést postup k chybé. Predpokladejme tedy, ze i-ty
vojak je zdravy. Ozna¢me A; tu udélost, Ze s i-tym vojikem byl
v testu vzdy i néjaky jiny nakaZeny vojak. Pokud nastane A;, tak
vS8echny testy, kterych se i-ty vojak tcCastnil, vysly pozitivné, a
my ho tudiz falesné oznacime za nemocného. Zbyva odhadnout
pravdépodobnost této udalosti:

=(p-pl-pr+1-p)" =(1-p1-p*)"

Tento odhad plati pro kazdého zdravého vojika, kterych je nej-
vyse N. Pravdépodobnost, Ze tedy existuje aspon jeden vojak, se
kterym byl v kazdém testu i néjaky nakazeny vojak, je tedy opét
nejvyse N-krat vétsi, tedy

N(1—p(1—p)*)"

2. Ma-li byt dany vyraz mensi nez € > 0, potfebujeme zvolit parametry
testu tak, aby

tj.

20

N1-p(l-p*)" <e

In(N) +mn [1—p(1 —p)*] <In(e),
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neboli
In(N) +1n(1/e)
—In(1—p(1 —p)*)’

3. Pro dané parametry a ¢ = 0,01 vychazi cca m = 1200, tedy pfiblizné
osmdesatkrat méné testii, nez kdybychom testovali kazdého vojaka
individualné. Velikost testovacich skupin je v praméru p/N = 2000.

V programu Matlab lze jeden test se zvolenymi parametry N, m, p
a k simulovat napfiklad nasledujicim skriptem:

N=100000; % pocet vojaku

m=1200; % pocet mereni

p=0.02; % pravdepodobnost zahrnuti do vzorku
k=20; ’ maximalni pocet nakazenych vojaku

Z=zeros(N,1); % vektor oznacujici zdravotni stav vojaku
for j=1:k

Z(randi(N,1))=1;
end

X=binornd(1,p, [m,N]);
% mxN matice, kazdy radek je jedno mereni

mereni=sign(X*Z); J vysledky jednotlivych mereni

Y=sign(transpose(X)*(mereni-ones(m,1)))+1;
% vojaci oznaceni testem za nakazene

if Y == Z % pokud Z=Y, test byl uspesny, jinak ne
test=1;

else
test=0;

end

Spusténim skriptu ve smycce je ddle mozné experimentalné oveérit
Cetnost tispésSnosti ¢i netispésnosti testu. Pii péti prichodech s R =
= 1000 opakovanimi bylo po fadé dosazeno 986, 990, 995, 994 a 991
uspésnych testd, coz je ve vyborné shodé s predchozim vypoctem.
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Pro¢ jsou kanaly kulaté

Eduard Subert, Praha

Vidéli jste nékdy na ulici viko od kanalu? A bylo kulaté? Ale pro¢ by
mélo byt kulaté?

Kruh ma totiz takovou praktickou vlastnost: konstantni prumeér. Ne-
hledé na to, jak kruhové viko otocite, do kruhového kanalu nemiize nikdy
spadnout (obr. [al).

(a) Kruh (b) Ctverec
Obr. 1: Jaké viko miZe spadnout do kanélu?
Naproti tomu tifeba takové ¢tvercové viko ma stranu kratsi nez tihlo-
pricku. Kdyz tedy viko nevhodné otocite, miize se propadnout (obr. [ID]).

Nejen, ze byste pak museli viko z kanalu vytahnout, ale mohlo by spad-
nout na hlavu délnikovi, ktery se vydal opravovat kanalizaci, a to je
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nepfijatelné. Je tedy kruhové viko pro kanal jedinou spravnou volbou?
Zadny jiny tvar se tak dobfe nehodi? To tedy ne! Postaci kterykoliv tvar
konstantni sitky.

Sitka tvaru je jednoduse feceno to, co byste naméfili posuvnym mé-
Fitkem, neboli Suplerou. I kdyz kruh libovolné otocite, namérite pokazdé
stejnou Sitku, jeho primér (obr. 2a). Kruh je tedy tvarem konstantni
§itky. Sitka &tverce je rtizna podle toho, jak ho zméFite, nejméné je rovna
délce strany a nejvice délce thlopiicky. Ctverec tedy konstantni sifku

nemé (obr. 2H).

7 < yd >
s Y
/ —
/) 7
7/
// \ //
// /
/
/
+ Iy //
/ .
+ a /
/ /
/ /
ly J
7
//
7/
7 7/
/ - 4
J I
/ 7/
/7 ye
(a) Kruh (b) Ctverec

Obr. 2: Méfeni sitky tvaru

Nejznaméjsim tvarem konstantni Sirky je hned po kruhu trojihelnik
Franze Reuleauxe, ktery vznikne ,zakulacenim“ rovnostranného troj-
thelnika. Uz z jeho konstrukce (obr. B)) by mélo byt zfejmé, ze ma kon-
stantni sitku — naproti kazdému vrcholu je ¢ast kruznice se stfedem prave
v tomto vrcholu. V americkém mésté San Francisku dokonce existuje ka-
nél s vikem tohoto tvaru.

Ale to neni ani zdaleka vSechno, tvart konstantni §ifky existuje neko-
ne¢né mnoho. Praktické nejsou jen na vika od kanalu, ale i na stéhovani.
Po hranolech s prafezem takového tvaru muzete valit piano Gplné stejné
dobte jako po vélcich (obr. [), protoZe na takové stéhovani potfebujete
pravé konstantni Sitku. Kola u automobilu vam ale nenahradi, na to
potfebujete konstantni polomér a ten ma z definice pouze kruh.
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Obr. 3: Konstrukce Reuleauxova trojuhelniku

N NONON N N NN

Obr. 4: Stéhovani po tvarech konstantni sitky
Meéfeni tvaru konstantni i nekonstantni $itrky posuvnym méritkem mu-
zete vidét ve videu ,,Pro¢ jsou kandly kulaté?* na YouTube kanalu ,Na
ubrousek® [IJ.
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Vazeni zemékoule

Zdenek Drozd, Marie Snétinovd, Katerina Zilavd, MFF UK, Praha

Uvod

Pokud jste navstivili nékterou z akci Matematicko-fyzikalni fakulty
UK a zavitali jste do poslucharny T2 v trojské budové fakulty, asi jste
si v8imli podivného zafizeni na zdi vedle dvefi (obr. 1). Do mistnosti
tam vycéniva masivni ocelové rameno, na kterém jsou dvé velké olovéné
koule. P#i blizsi prohlidce jste si mohli vSimnout dalSich soucasti, které
uz tak napadné nejsou. Nejspis jste usoudili, ze jde o model néjakého mé-
ficiho zafizeni — pravdépodobné to bude néco historického... Déle jste
se potom nejspis vénovali tomu, kvuli ¢emu jste pfisli — zajimavé pred-
nasce, pasmu demonstracnich pokusti nebo nécemu dalsimu. Monstru
nad dvefmi jste asi dalsi pozornost nevénovali.

S .
& 1

CAVENDISHOVY VAHY
cmuve zakizent
PROSIME

NEDOTYKAT SE!

Obr. 1: Cavendishovy véhy v poslucharné T2 (budova MFF UK, V HoleSovié-
kich 2, Praha 8)

Co to tam tedy vlastné je? Jde o unikatni funkéni model gravita¢nich
vah — které byvaji nazyvany vahami Cavendishovymi. Henry Cavendish
(1731-1810) pomoci takovéhoto zafizeni provedl fadu méfeni, z nichz
bylo nakonec mozné uréit hmotnost Zemé. NasSe zafizeni je sice mensi
nez to, které mél k dispozici Henry Cavendish, presto ale i s nim mutzeme
Zemi zvazit s pomérné dobrou presnosti. Pojdme se ale nejprve seznamit
s tim, jak Cavendish ke svému slavnému experimentu dosel.
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Trocha historie neboli co pokusu pFfedchazelo

Ve druhé poloviné 17. stoleti spatfilo svétlo svéta slavné dilo Isaaca
Newtona Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Matematické
principy pfirodni filosofie). Mimo jiné vysledky Newtonova badéni je
zde uveden pozoruhodny vysledek, ktery dnes oznacujeme jako Newto-
niv gravitacni zakon. Podle tohoto zakona se dvé télesa pritahuji silou,
ktera je timérnd jejich hmotnostem a nepiimo tmeérna druhé mocniné je-
jich vzajemné vzdalenosti. Zatimco zévislost této sily, kterou dnes nazy-
vame gravitacni sila, na hmotnosti téles byla zifejma, pokles sily s druhou
mocninou vzdalenosti v Newtonové dobé zcela priitkazny nebyl. Zcela pre-
lomovym tvrzenim pak bylo, Ze sila, kterou se pritahuji nebeska télesa,
je stejného typu jako ta, kterd ptisobi mezi télesy pozemskymi. Az do té
doby totiz bylo vSeobecné uznavano tvrzeni, ze déje, které se odehravaji
pod sférou Meésice, se fidi jinymi zakony nez déje odehravajici se nad
touto sférou. Dumyslné experimenty Galilea Galileiho, objevy Johanna
Keplera a Newtonovy vysledky tyto starovéké predstavy postupné vy-
vratily.

Pojdme se zamyslet nad Newtonovym gravitaénim zdkonem trochu
podrobnéji, abychom zjistili, pro¢ jim bylo tolik uc¢encu véetné Henryho
Cavendishe tak fascinovano. V dobé vydani Principii bylo mozné za-
psat tento zakon nasledovné (samoziejmé za predpokladu davéry v onu
zévislost Ubytku gravitacni sily se étvercem vzdalenosti):

Fy~ L2 (1)
F, zde oznacuje gravitacni silu, mi, mo hmotnosti pritahujicich se téles
a r je jejich vzdalenost. Vztah jsme zapsali tak, jak jsme zvykli v nasi
dobé, v Principiich byste takovyto zptisob jeho zapisu hledali marné.

Néco zde, jak tusite, citelné chybi. Abychom mohli silu, kterou na sebe
dvé télesa pusobi, vypocitat, museli bychom kromé hmotnosti a vzda-
lenosti téles znat jesté konstantu ameérnosti. Dnes ji fikame gravitacni
konstanta a znac¢ime ji G (v Cechach byva také znacena feckym pisme-
nem kappa, zlistaneme ale u G, které je ve svété obvyklejsi). Newtontv
gravitacni zakon mizeme potom zapsat ve tvaru

r2

mi - mo

2 (2)

Zakon jsme zapsali pouze ve skalarnim tvaru. Jeho vektorovy zapis
zatim potfebovat nebudeme. Pravé gravitaéni konstanta G je to, co lze

F,=G

r
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zméfit nasimi gravitaénimi vahami, ale nepfedbihejme. Pojdme se ve
zkratce podivat na to, jakymi cestami se k urceni jeji velikosti lidé do-
stavali.

Roku 1774 podnikli panové Maskelyne a Burrow expedici k hote Schie-
hallion ve Skotsku. Jejich cilem bylo potvrdit zavislost 1/72 z Newtonova
gravitaéniho zadkona. Pro¢ se kvili tomu vypravili k této hote? Hora
Schiehallion je jednou z hor Skotské vysociny a nasi badatelé pifedpo-
kladali, ze pokud budou u jejiho Gpati velmi presné mérit smeér, kterym
mifi zavés olovnice, projevi se gravitaéni pritazlivost mezi horou a olov-
nici. Budou-li horu obchéazet a méfit smér, kterym olovnice mifi, mélo
by se ukazat, Ze se olovnice nepatrné naklani k hofe. Hora Schiehal-
lion ma pomérné jednoduchy symetricky tvar. Lze tedy urcit jeji objem
a badatelé doufali v to, Ze budou po Uspésném méfeni schopni urcit
jejl hmotnost, a tedy i priumérnou hustotu. Méfeni nepatrnych odchy-
lek olovnice od svislého sméru bylo samoziejmé velmi naro¢né. Metodu,
jak toto méfeni provadét, navrhl pravé Henry Cavendish. Podilel se na
organizaci expedice, dohlizel na pfipravu pfistroji, nasledné kontrolo-
val naméfena data, pfispival k jejich analyze apod. Sam se ale expedice
nezucastnil. Byl to totiz plachy samotar a podivin. Mél problémy komu-
nikovat s lidmi a radéji vse sledoval z bezpeci svého sidla. Jeho otec, lord
Charles Cavendish, byl velmi bohaty a vzdélany. Od svych Sestnéacti let
byl lord Charles Cavendish ¢lenem parlamentu a velmi intenzivné se za-
jimal o védu. Roku 1727 se stal ¢lenem londynské Kralovské spolecnosti
(Royal Society), kterd mu za vyndlez maximum-minimalniho teploméru
udélila roku 1757 Copleyho medaili. Tuto medaili londynské Kréalovska
spole¢nost udéluje uz od roku 1731 jako své nejvyssi védecké ocenéni.
Lord Cavendish umoznil synu Henrymu ziskat vzdélani na prestiznich
skolach té doby. Pfi studiu na univerzité v Cambridge se Henry Caven-
dish spratelil s Johnem Michellem, ktery mél pozdéji velkou zasluhu na
sestrojeni pristroje, ktery dnes nazyvame Cavendishovymi gravitacnimi
vahami.

Vysledky expedice k hotfe Schiehallion byly nadmiru uspokojivé. Po-
dafilo se prokazat, ze gravitacni sila skutecné klesa s druhou mocni-
nou vzdalenosti a Kralovska spoleénost povazovala vysledky expedice za
findlni dukaz platnosti Newtonova gravitacniho zakona. Za provedena
méfeni byla Maskelynemu s Burrowem roku 1775 udélena Copleyho me-
daile.

Vysledktt méfeni zminéné expedice se roku 1778 ujal Charles Hutton
a vypocital s jejich pomoci primeérnou hustotu hory Schiehallion. Vyslo
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mu, Ze je 4,5krat vétsi nez hustota vody. (V té dobé bylo bézné udavat
vysledky méreni ve formé porovnani s jinymi zndmymi hodnotami. My
bychom spiSe napsali p = 4,5 g/cm3, byla ale jind doba.) Hutton tento
vysledek publikoval a podékoval za pomoc pfi matematickém zpracovani
Cavendishovi. Nevime ale bohuzel, kterého Cavendishe mél na mysli —
jestli otce, nebo syna.

Metoda nepatrného vychyleni olovnice k hote byla sice dimyslné, bylo
s ni ale spojeno nékolik problémi. Kromé toho, Ze vyzadovala velmi
precizniho a trpélivého experimentatora, byly jeji vysledky v nékterych
ohledech diskutabilni. Je zvolend hora dobrym reprezentantem materi-
alu, ze kterého se sklada Zemé? Neméla by jina hora jinou hustotu? A je
odchylka olovnice skutecné zpusobena gravitacni silou? Henry Caven-
dish spole¢né se svym pritelem Johnem Michellem hledali lep$i méfici
metodu. Dnes uz nejspiSe nezjistime, kdo byl autorem myslenky zkon-
struovat k tomuto tcelu specialni torzni vahy. Prvni zminka se objevuje
v dopise Cavendishe Michellovi z roku 1783. V dopise se Cavendish pta,
jak pokrac¢uji pfipravy experimentu [1], a z dotaz je zfejmé, ze Michell
vahy konstruoval. Oba méli zajem na tom, sestrojit néjakou ,domaéci
aparaturu“. Cavendishovi vyhovovala predstava, ze bude moci experi-
mentovat v ustrani a s nikym pfitom moc nekomunikovat, vyhovovalo
to jeho plaché a samotarské povaze. Michell, jakozto duchovni, byl p¥i-
li§ zaméstnan, nez aby si mohl dovolit odjet na néjakou expedici, nebo
experimentovat mimo svij domov.

Roku 1783 zemfiel Cavendish otec a Henry zdédil panstvi s celym ob-
rovskym majetkem. Vyhlédl si dim, do néjz planoval Michellem zkon-
struovanou aparaturu prestéhovat. To se skuteéné o dva roky pozdéji
stalo. Cesta k tspéchu byla ale jesté dlouha. Roku 1793 John Michell
zemrel a Henry Cavendish pokracoval ve vyvoji aparatury sdm. Nechal
v domé vybudovat specialni mistnost ,odrusenou“ od vlivi okoli, apa-
raturu kompletné prestavél a cely podzim roku 1797 a jaro roku 1798 se
vénoval métreni. Vysledky publikoval 21. 6. 1798 v ¢lanku Ezxperiments
to determine the density of the earth [2]. Jak ¢lanek vypadal? Mél ucty-
hodnych 57 stran a pravdépodobné by obstal i u dnesnich recenzenti.
V tvodu je (ponékud zhu$ténd) teorie, kterd zabird pouze dvé a pul
stranky, zbytek je vénovan vysledkim méfeni a hlavné rozboru chyb
méfeni a zpusobu jejich korekce. A jaké tedy byly parametry ptvod-
nich Cavendishovych vah? Bylo to tctyhodné zafizeni, jehoz dominan-
tou byly dvé olovéné koule, kazda o hmotnosti 158 kg. Presnost, které
Henry Cavendish dosahl, byla udivujici. Hodnota gravitacni konstanty
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uréena z jeho méfeni je G = 6,754 - 10~ m3.s72. kg™ ! [3]. (Porovnejte
s hodnotou uvedenou v dnesnich tabulkach.)

S pomoci zndmé hodnoty gravitac¢ni konstanty mohl Cavendish vy-
pocitat hmotnost Zemé. Stacilo pouzit Newtoniv gravitacni zdkon, za
jednu z hmotnosti dosadit hledanou hmotnost Zemé, jako druhou hmot-
nost vzit hmotnost libovolného zavazi a pomoci pfesného siloméru zmé-
fit, jakou silou je zavazi pritahovano k Zemi. Za vzdalenost r se dosadi
polomér Zemé (ten byl v Cavendishové dobé znamy).

Jak gravita¢ni vahy funguji?

Princip Cavendishovych vah je ve své podstaté jednoduchy. Je to po-
dobné, jako kdyz chcete méfit tihu (resp. hmotnost) télesa pruzinou.
V tom pripadé byste nejprve urcili tuhost pruziny k, kterd udava, jak
velkd sila by na pruzinu musela ptisobit, aby se protdhla o 1 metr (mu-
selo by pfitom navic jit o pruznou deformaci pruziny, to znamena, ze
pokud by deformacni sila piestala ptsobit, pruZina by se vratila do pu-
vodniho tvaru). Pokud jste nékdy tuto definici tuhosti pruziny slySeli,
byli jste k ni asi ponékud skeptic¢ti. Co kdyz budu mit pruzinu, ktera
ma délku, dejme tomu, 10 cm. Jak ji protdhnu o metr? Je to mysleno
ponékud ,obrazné“, kdyby bylo mozné pruzinu o metr protdhnout, byla
by sila, ktera to zptusobila, ¢iselné rovna tuhosti pruziny. Dulezité je to,
ze kdyz vite, jaka je tuhost pruziny, mizete si ji zkalibrovat pro méfreni
neznamych sil. Dokazete totiz urcit, jaké prodlouzeni odpovida zatizeni
pruziny silou jednoho newtonu, a vyrobit vhodnou méfici stupnici (takto
funguji pruzinové siloméry). Pro deformaci pruziny plati vztah

F = —kAx, (3)

kde F' je sila pusobici na pruzinu, k£ tuhost pruziny a Az prodlouzeni
pruziny. Je snadné dopocitat nezndmou silu, kdyz zmérime prodlouzeni
pruziny, které zpusobila.

Tuhost pruziny byste mohli ur¢it pomoci vhodného kalibra¢niho za-
vazi. Slo by to i jinak? Bylo by mozné napiiklad zmé¥it periodu kmiti
zavazi zavéseného na nasi pruziné. Pro tuto periodu plati vztah

m
T=92n,/2
R

(4)

Ze znamych hodnot periody kmitd pruziny 7' a hmotnosti m zavazi byste
tuhost k jiz snadno urdili.
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Cavendishovy gravitacni vahy jsou v podstaté také silomérem. Je to
ale silomér dimyslny a velmi citlivy. Na obr. 2 je znazornéno schéma
gravitac¢nich vah pfi pohledu shora.

Obr. 2: Schéma Cavendishovych vah (pohled shora)

Hlavnimi souc¢astmi vah jsou dvé velké olovéné koule, kazda o hmot-
nosti my a poloméru R. Koule jsou umistény na nosniku, kterym je
mozné otacet tak, jak je ve schématu zakresleno Sipkami. Mezi kou-
lemi je umisténo torzni kyvadélko tvorené kulickami o hmotnostech ms
na tenkém kovovém vldkné (v naSem piipadé je z molybdenu, ktery ma
dlouhodobé stabilni mechanické vlastnosti). Torzni kyvadélko tedy muiize
kmitat v prostoru mezi velkymi koulemi. VSe je nastaveno tak, aby ky-
vadélko bylo umisténo symetricky mezi velkymi koulemi. V rovnovazné
poloze jsou tedy vzdalenosti stredi malych kulic¢ek a velkych kouli stejné.

Zatizeni si miizeme predstavit jako torzni silomér nebo presnéji jako
méric moment sil. Pokud jej vychylime z rovnovazné polohy, zkrouti
se vlakno, na kterém visi, a to se ho snazi vratit zpét. Mezi momentem
vychylujici sily M a thlem pooto¢eni a (v radidnech) plati vztah

M = —Da, (5)

kde D vyjadrtuje tzv. direkéni moment vidkna. Je to analogicka veli¢ina
k tuhosti pruziny. Direk¢éni moment vyjadfuje, jak velky moment sily by
musel piisobit, aby se vldkno zkroutilo o 1 radidn (resp. aby se o tento
uhel stocilo kyvadélko). Podobné jako u prve zminéného pfipadu s pru-
zinou muzeme direkéni moment urcit pomoci periody kmit torzniho
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kyvadélka. Pfimé méfeni, tedy vychyleni kyvadla o urcity thel a zmé-
feni odpovidajiciho momentu sily, by zde bylo obtizné. Direk¢éni moment
vlakna by také bylo mozné vypocitat z jeho praméru, délky a ze znamé
hodnoty modulu pruznosti ve smyku molybdenu; bylo by to ale dost
nepfesné. Ve vypoctu bychom museli pocitat se ¢tvrtou mocninou po-
loméru vldkna; chyba v urceni poloméru by se tedy vyrazné projevila.
Vlakno je navic ve skutecnosti vyrobeno ze slitiny molybdenu a modul
pruznosti ve smyku dostateéné presné nezname.
Pro periodu kmitt torzniho kyvadla plati

T = 27‘\/%’ (6)

kde J je moment setrvacnosti kyvadla.

ProtoZe zndme parametry kyvadélka (rozmeéry a hmotnosti kulicek i
spojovaci tycky), neni problém vypocitat jeho moment setrvacnosti J
a nasledné direkéni moment D. Vypoctem direkéniho momentu jsme
vlastné provedli kalibraci naseho torzniho siloméru (nebo chcete-li ,mo-
mentoméru®).

V dalsim kroku pfesuneme velké koule ,na doraz“ do jedné z krajnich
poloh, pockame, az se torzni kyvadélko zastavi, a uréime jeho polohu.
Potom pretocime koule do druhé krajni polohy, torzni kyvadélko se ustali
v trochu jiné poloze, kterou opét zaznamename. Mald zména polohy
kyvadélka je zptisobena gravita¢nimi silami, kterymi na néj ptisobi velké
koule. Méli bychom tedy byt schopni tuto silu z namérenych hodnot
vypocitat. Pokud se to podari, mizeme z vysledku zjistit, jakou silou na
sebe ptlisobi dvé télesa o hmotnosti 1 kg, jsou-li od sebe vzdalena 1 m.
A pravé tento udaj je to, co hledame — gravitac¢ni konstanta G. Vypada
to sice jednoduse, ale skuteény postup je trochu naroc¢néjsi. Budeme se
mu vénovat v navazujicim ¢lanku v pristim cisle.

Literatura

[1] Falconer, I.: Henry Cavendish: the man and the measurement. Meas. Sci.
Technol., ro¢. 10 (1999), s. 470-477.

[2] Cavendish, H.: Experiments to determine the density of the earth. Phil.
Trans. R. Soc., ro¢. 88 (1798), s. 469-526 (Reprint: Thorpe, E. (ed): The
Scientific Papers of the Honourable Henry Cavendish, FRS. Cambridge
University Press, Cambridge, 1921, s. 249-286).

[3] Broz, J., Roskovec, V.: Zdkladni fyzikdlni konstanty. SPN, Praha, 1988.

Rocnik 94 (2019), ¢islo 1 31



FYZIKA

Hranice Mendélejevovy tabulky prvki

Viadimir Wagner, Ustav jaderné fyziky AV CR, FJFI CVUT, Praha

V tomto roce se slavi 150. vyro¢i Mendélejevovy tabulky prvkia. V této
souvislosti byl rok 2019 vyhlasen ,Mezindrodnim rokem periodické ta-
bulky“. Pozornost vénovana tomuto vyroci je plné opravnéna. Jde totiz
o jeden z nejvyznamnéjsich objevl v déjinach lidstva, ktery tvori zaklady
chemie i fyziky.

Periodicka tabulka prvku

Mendélejev ukazal, jak 1ze popsat chemické vlastnosti prvki. Zjistil,
Ze jsou periodickou funkci jejich relativnich atomovych hmotnosti. To mu
umoznilo predpovédét existenci novych, dosud neznamych prvku a jejich
vlastnosti. V té dobé jich bylo zndmo 62 a v tabulce byla fada biljch
mist. Po jejich zaplnéni se chemici a fyzikové sousttedili na hledani stale
tézsich prvku.

Dnes vime, ze periodicita v tabulce je dana strukturou atomu. Ten se
sklada z atomového jadra, kde je soustiedéna témér veskera jeho hmot-
nost, a elektronového obalu. Jadro obsahuje kladné nabité protony a
elektricky nenabité neutrony. Protoze velikost naboje protonu a elek-
tronu je stejna, lisi se pouze znaménkem, musi mit neutralni atom stejny
pocet protont v jadre jako elektronti v obalu. Usporadani elektronového
obalu urcuje chemické vlastnosti prvki.

Identita prvku je uréena pocétem protoni v jadre. Pocet neutront
mize byt pro prislusny prvek ruzny. Kazdy prvek tak ma fadu rtznych
izotopi, které se lisi pravé poctem neutronu v jadre. Pocet neutronti ma
vliv na stabilitu jadra a jeho dalsi vlastnosti, neovliviiuje vSak chemické
vlastnosti atomu.

Na mapu jader tak mizeme pfidavat nové izotopy znamych prvka
s vét$im ¢i mensim pocCtem neutront. MuZeme také nahradit jeden nebo
vice neutrond hyperonem a dostat tak hyperjadra. Zde je jesté vétsi pro-
stor pro hledani novych hyperjader. Periodickou soustavu prvki muzeme
dale rozsirovat smérem ke stale tézsim prvkim. Po doplnéni bilych mist
v tabulce se tak hledani novych prvki soustiedilo na ty stale tézsi. Dnes
se tak snazime produkovat a tim prokazat existenci tzv. supertézkyjch
jader.
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Produkce supertézkych prvku

Problémem je, Ze jadra tézsi nez bismut nemaji stabilni izotop. Uran
a thorium maji izotopy s poloCasem rozpadu srovnatelnym s existenci
Zemé, takze se tyto prvky a produkty jejich rozpadu v prirodé stale vy-
skytuji. Prvky tézsi nez uran vSak musime pfipravovat uméle pomoci
jadernych reakci. Nékteré z téch jen o malo tézSich, nez je uran, se dafi
pfipravovat pomoci ozafovani uranu intenzivnimi neutronovymi toky.
Supertézké prvky je vSak nutné ziskdvat v reakcich lehéiho az stiedné
tézkého iontu urychleného urychlovacem s tézkym jadrem terce. Diive
se nové vzniklé prvky identifikovaly pomoci chemické analyzy. OvSem
s rustem jejich hmotnosti dramaticky klesala pravdépodobnost jejich
produkce, tim i dosazitelné mnozstvi a presnost chemické analyzy.

Existuji tfi typy pfemény nestabilnich jader, pti kterych se jedno ja-
dro méni na jiné. Jde o pfeménu beta, kdy se neutron méni na proton
nebo proton na neutron. V rozpadu alfa se vyzafi jadro helia a pocet ne-
dochéazet k samovolnému stépeni jader, kdy se pivodni jadro rozstépi na
dvé stfedné tézka jadra a navic se emituje jesté né€kolik samostatnych
neutronti. Kromé toho muze jadro pfi tzv. pfeméné gama jesté vyzarit
energii ve formé zareni gama. V tomto pripadé vsak mame stale stejné
jadro, jen s nizsi energii.

Nestabilni velmi tézk4 jadra se vétsinou rozpadaji preménou alfa nebo
samovolnym Stépenim. V takovém pripadé pak dostaneme sekvenci roz-
padt alfa v nékterych ptfipadech pferusenou samovolnym stépenim. Roz-
pad beta se hlavné pro supertézka jadra vyskytuje jen ve velmi omezené
mife.

Dalsi pokrok v produkci supertézkych prvkl zavisel na nalezeni me-
tody bezrozporné identifikace jednotlivych atomu. Ta vyuziva prave iden-
tifikaci jednotlivych rozpadu alfa v sekvenci a identifikaci koneénych ja-
der. Zafizeni, kterd takovou analyzu umoznovala, zacala pracovat v né-
mecké laboratoii GSI Darmstadt a v mezinarodnim tstavu SUJV Dubna
v Rusku. Pti reakcich vznikaji rtizné jadra. Nejdfive je tak vhodné vybrat
pomoci elektrickych a magnetickych poli supertézka jadra s hledanym
pomérem naboje a hmotnosti. Jadra, kterd projdou selektorem, jsou za-
chycena v zastavovaci folii, ktera je obklopena detektory alfa ¢astic. Ty
ulovi vSechny tyto castice vzniklé v sekvenci postupnych rozpadi. Ta
kon¢i u jadra, které se rozpadne samovolnym Stépenim nebo mé velmi
dlouhy polocas rozpadu. Posledni jadra sekvence a parametry jejich roz-
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padu (energie zachycené ¢astice alfa, doprovodné gama zafeni, polocas
rozpadu, ...) jsou zndmé a umoziuji jaddra presné identifikovat. Pocet
alfa castic, které vznikly pred znadmymi jadry, pak umoznuje urcit poca-
tecni jadro sekvence rozpadil.

Pravé zminéné laboratore byly témi hlavnimi, které spolu s ostatnimi
pfispély k tomu, Ze dnes je zndmo jiz 118 prvké. Ctyfi, které doplnily a
uzavtely sedmou periodu Mendélejevovy periodické tabulky, byly uznany
v roce 2015. Dostaly jména nihonium (1*3Nh), moscovium (11°Mec), ten-
nessine (117Ts) a oganesson (1'¥Og). Oganesson uzavira sedmou periodu
a stejné jako tfeba xenon, krypton, argon ¢i radon by mél byt z chemic-
kého hlediska vzacnym plynem. Jestli jim je opravdu, zatim nevime.

Otéazka, zda se periodicita pozorovana v Mendélejevovée tabulce proje-
vuje i pro takto tézké prvky, je hlavni pfi¢inou, pro¢ se uvedeny vyzkum
déla. Kvili zvySujicimu se naboji jadra a rostoucimu elektrickému poli se
hlavné elektrony v nejnizsich slupkach stavaji relativistickymi a to mutize
ovlivnit celou strukturu elektronového obalu. Ocekava se, ze uz nejsme
daleko od potencidlniho zlomu v jeho vlastnostech a vlastnostech pe-
riodické tabulky. Zatim nejtézsi prvek, u kterého se podarilo zkoumat
chemické vlastnosti, je prvek flerovium (11*Fl). Zd4 se, 7e a7 po toto
protonové ¢islo chemické vlastnosti odpovidaji poloze v Mendélejevove
tabulce. Zkouméani chemie jednotlivych atomi je jednou z nejvétsich vy-
zev chemie a fyziky, kterou se dafi realizovat.

Studijni text k Fyzikalni olympiadé 2019

Produkce a studium supertézkych prvki je jednou z nejzajimavéjsich
oblasti jaderné fyziky a chemie. Proto jsme se rozhodli vybrat toto téma
pro studijni text k Fyzikalni olympiddé v roce 2019 [I]. V ném po his-
torickém tivodu a seznameni s problematikou nasleduje popis praktické
fyziky spojené s touto oblasti experimentalni jaderné fyziky s uvede-
nim FeSenych prikladd, které vyklad nazorné osvétluji. Nejdiive se Cte-
nar v této kapitole seznami se zakonitostmi, které plati na mikroskopické
arovni. PTi popisu mikrosvéta se nelze obejit bez specidlni teorie relati-
vity a kvantové fyziky. Je tfeba vzit v vahu, ze objekty mikrosvéta maji
bézné rychlosti blizké rychlosti svétla. Zaroven maji objekty s rozmeéry
srovnatelnymi s atomem a atomovym jadrem Fadu podivnych kvanto-
vych vlastnosti. Maji naptiklad tzv. dudlni povahu, coz znamena, ze
chovéani mikroskopickych objektti 1ze nékdy popisovat stejné jako viny,
v jinych ptipadech je podobné chovani hmotnych bodi, ale jsou i pfipady,
kdy se chovaji nepodobné ¢emukoli, co zname z bézného zivota.
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Je také vyhodné vyuzivat jednotky vhodné velikosti. Naboj se vy-
jadfuje v nasobcich velikosti naboje elektronu e. Jako jednotka ener-
gie se pouziva elektronvolt [eV], coZ je kinetickd energie, kterou ziska
Castice s nabojem o velikosti rovné naboji elektronu, pokud je urych-
lena potencidlovym rozdilem jednoho voltu. Pouzivané nasobné jednotky
pak jsou kiloelektronvolty [keV], megaelektronvolty [MeV] a gigaelek-
tronvolty [GeV]. Podobné rychlost se vztahuje k rychlosti svétla ve va-
kuu c. Diky proslulému Einsteinovu vztahu E = mc? i hmotnost uda-
vame pomoci odpovidajici energie [MeV/c?] a podobné udavame hybnost
v [MeV/¢].

V druhé ¢asti textu jsou popsany ty vlastnosti atomovych jader, které
urcuji jejich stabilitu a zpusoby rozpadu. Silna interakce, kterd drzi ne-
utrony a protony pohromadé v jadie, mé omezeny dosah a kazdy nukleon
muze interagovat jen s limitovanym poctem okolnich nukleonii. Roste tak
pomaleji s po¢tem neutront a protont nez elektricka odpudiva sila, ktera
ma nekoneény dosah, s po¢tem protonil. Proto musi u tézkych jader rist
pocet neutroni rychleji nez protonu. Tézka jadra tak maji pro nejsta-
bilnéjsi izotopy jiny pomeér mezi poctem protont a neutront nez jadra
lehka. Zaroven se projevuje skutecnost, ze se jedna o fermiony. Tedy ¢as-
tice, které se podfizuji Pauliho vyluovacimu principu, a muze tak byt
v konkrétnim stavu pouze jedna. To vede k tomu, zZe pro specifické pocty
protont a neutronid (tzv. magicka ¢isla) jsou jadra stabilnéjsi. A praveé
tato vlastnost umoznuje existenci supertézkych prvki. Teoretické pred-
povédi zalozené na slupkovém modelu predpovidaji ostrov jader s delsi
dobou zivota pro pocet protonti okolo 114 a neutroni 184.

Supertézka jadra vznikaji splynutim dvojice lehéich jader. Jde o dva
objekty s kladnym elektrickym nabojem, které se vzajemné odpuzuji.
Aby byla elektrostaticka sila pifekonana, je leh¢i jadro urychleno a srazi
se s tézkym jadrem terce. Tteti ¢ast studijniho textu se proto vénuje
pohybu nabitych ¢astic a iontd v elektrickych a magnetickych polich
a principim rtznych urychlovact. Pti srazce jader a jejich rozpadu se
uplatiiuji zdkony zachovani energie a hybnosti. Ctvrta ¢ast textu je tak
zameéfena na kinematiku jadernych reakci a rozpadt. V paté casti se text
vénuje popisu pravdépodobnosti reakci pomoci veli¢iny G¢inny prufez.
Po prostudovani téchto ¢asti a fesenych prikladi je mozné porozumét
tomu, jak se v soucasnosti supertézké prvky produkuji a jak tuto pro-
dukci fyzikalné popisujeme.

Vytvofena supertézka jadra jsou nestabilni a dochézi k jejich rozpadu
prostiednictvim sekvence rozpadt alfa. Popis rozpadi radioaktivnich ja-
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der umoznuje rozpadovy zakon, jehoZz rozboru a vyuziti se vénuje Sesta
cast. Radioaktivité a jejimu popisu byl vénovan i ¢lanek Detekce pritom-
nosti radionuklidi v atmosfére v tomto ¢asopisu [2].

Posledni, sedma ¢ast je zamérena na zakladni vlastnosti elektronového
obalu atomu supertézkych prvki. Ten je specificky zvlasté tim, Zze hlavné
jeho vnitini elektrony maji rychlosti blizké rychlosti svétla a jsou relati-
vistické. Pti jeho popisu je vyuzit jednoduchy kvantovy Bohrtv model
atomu.

Na zavér studijniho textu je umisténo nékolik nefeSenych piikladi,
které dopliiuji fesené ve vSech ¢astech predchoziho textu. Snahou bylo
vytvorit pro stfedoskolaka srozumitelny navod pro pohyb v jaderném
svété se zaméfenim na pochopeni produkce a vyzkumu novych jader,
zv1asté supertézkych. Cilem bylo, aby porozumél experimentalnim me-
todam, které se zde vyuzivaji, napf. fungovani urychlovact a detekce
Castic.

Studijni materidl Hranice Mendélejevovy tabulky [I] si pfiblizime dvéma
tématy, kterd se v textu rozebiraji.

Prvni ukazka: Nastroje a jednotky vyuzZivané v mikrosvété

V mikrosvété se na jedné strané setkavame s extrémné malymi hodno-
tami nékterych veli¢in (vzdalenost, ndboj, energie, ...), na druhé strané
naopak nékteré veli¢iny mohou snadno nabyvat hodnot extrémné vel-
kych, napf. rychlost tak mtze byt velmi blizka rychlosti svétla. Je tak
tfeba pfi feseni fyzikalnich tloh pouzivat primétrené jednotky a fyzikalni
teorie, které umoznuji tyto procesy a jevy popsat.

Rozmér atomu je zhruba 1071% m, tedy 0,1 nm. Je tak rozumné pii
popisu rozmérd atomt vyuzivat jednotku nanometr. Rozmér jadra je
zhruba 10715 m = 1 fm, zde se tak vyuZiva jednotka femtometr. Velikost
naboje elektronu je stejna jako protonu a v jednotkach SI je v soucas-
nosti udané s presnosti na ¢tyii platné cifry jako 1,602 - 107° C. Naboj
ve svété atomu, jader a elementarnich Castic je tak vhodné vyjadiovat
v nasobcich velikosti nadboje elektronu e. Pokud ¢astici s ndbojem 1le
urychlime pomoci potencidlového rozdilu (napéti) 1 V, ziskd kinetickou
energii jeden elektronvolt (1 eV). Takto zavedena jednotka energie a
jeji ndsobky (keV, MeV ¢i GeV) se vyuzivaji pro energii v mikrosvéte.
Protoze kinetickou energii Fy, kterou ziska pfi urychleni napétim U na-
boj @, dostaneme ze vztahu Fyx = QU, plati pro vztah mezi elektronvol-
tem a jednotkou energie v SI (joulem) s pfesnosti na éty¥i platné éislice:
1eV =1,602-10"1°J.
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Prvni nutnou teorii, bez které se pfi popisu mikrosvéta neobejdeme, je
specialni teorie relativity. Ta umoznuje popsat pohyb ¢astic s rychlostmi
blizkymi rychlosti svétla. Rychlosti c¢astic jsou vétsinou v mikrosvété
o mnoho Fadl vétsi nez v nasem znamém prostiedi a mohou se rychlosti
svétla dost blizit, proto je vhodné je vyjadfovat pravé v jednotkéch rych-
losti svétla. Vyjadfeno v jednotkach SI je to ¢ = 2,997 92458 -10% m-s~1.
Vzhledem k definici metru a sekundy je tato hodnota presna. Pracu-
jeme tak s relativni rychlosti vzhledem k rychlosti svétla, kterou znac¢ime
B=v/c

U relativistickych ¢astic je kinetické energie srovnatelna s energii spo-
jenou s klidovou hmotnosti objektu nebo vétsi a je tak vhodné pracovat
s celkovou energii F castice. Ta je dana jeji klidovou energii Ey a kine-
tickou energii Ey:

FE = FEy + E. (1)

Podivejme se na klicové vztahy, které se pti popisu relativistickych ¢astic
pouzivaji. Jejich odvozeni je ve studijnim textu pro fesitele Fyzikalni
olympiddy [3]. Klidova energie je ddna slavnym Einsteinovym vztahem:

Eo = moc?. (2)
Vztah mezi celkovou energii F, klidovou energii Ey a rychlosti v je:
p—__t0 3)
1)
Vztah mezi celkovou energii F, klidovou energii Fy a hybnosti p je pak:
E? = E2 + p*c~. (4)

Einsteintv vztah umoznuje vyjadfovat hmotnost nebo hybnost v ener-
getickych jednotkach. Hmotnosti ¢astic tak lze vyjadfovat v MeV/c? &
GeV/c? a hybnosti pak v MeV/c a GeV/c.

Rozhodovéani, kde vystac¢ime s nerelativistickym pfiblizenim a kde mu-
sime zapojit specidlni teorii relativity, zavisi na presnosti, kterou u feSeni
poZzadujeme. V bézném pripadé, naptiklad pfi urychlovani na nerelati-
vistickém urychlovadi cyklotronu, vystacime s nerelativistickym pfiblize-
nim. Hranici je situace, kdy kineticka energie je zhruba jedno procento
klidové energie a rychlost je pfiblizné 0,14c.

Stejné tak je pfi popisu ¢astic v mikrosvété potfeba vyuzivat kvanto-
vou fyziku. Jednou z jejich zékladnich vlastnosti je to, ze kazdy objekt
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ma zaroven vlnové a Casticové vlastnosti. Svétlo a elektromagnetické za-
feni mé tak nejen vlnové vlastnosti, ale také ¢asticové. Energie a hybnost
elektromagnetického zafeni se vyzafuje, pohlcuje i sifi v diskrétni kvan-
tované podobé ve formé ¢astic — fotont.

V kvantové fyzice je potifeba nova fundamentalni konstanta — tzv.
Planckova konstanta h. Jde o fyzikalni konstantu, ktera ma stejny rozmér
jako moment hybnosti. V jednotkach SI je jeji experimentalné urcena
hodnota h = 6,626 070 15-10~3* J-s [4]. P¥i feSen{ nagich tiloh vysta¢ime
s presnosti na ¢tyfi platné cifry h = 6,626 - 10734 J-s. V jednotkach
vyuzivanych v mikrosvété je to pak h = 4,136 - 1071° eV - s, zde uz
uvadime jen hodnotu s presnosti na ¢tyfi platné cifry. Velice casto se
vyuziva redukovana hodnota Planckovy konstanty #:

h
h= o (5)

Velice vhodné je pak pfi vypoctech vyuzivat soucin redukované hod-
noty Planckovy konstanty a rychlosti svétla, ktery ma snadno zapama-
tovatelnou hodnotu vyjadienou v jednotkach spojenych s mikrosvétem
(uvadime hodnotu s pfesnosti na ¢tyii platné cifry):

he =197,3 MeV - fm = 197,3 eV -nm = 200 eV - nm.

Energie fotond je dana jejich frekvenci f nebo vlnovou délkou A a da se
vyjadrit pravé pomoci Planckovy konstanty:
he  2rmhe

E=hf=="==F. (6)

Naopak ¢astice, jako jsou elektrony a protony, maji také vilnovy charakter
a svoji charakteristickou tzv. de Broglieho vinovou délku A:

h _ 2nhe 2nthe

A== — .
0= e TP (7)

Ze vztahu je vidét, ze de Broglieho vinova délka A je nepfimo ameérna
hybnosti p.

Pokud vyuzijeme relativisticky vztah mezi celkovou energii E, hyb-
nosti p a klidovou energii Fy v pripadé fotonu a fakt, ze klidova energie
je v jeho pripadé nulovéa, dostaneme:

E?=E3+p*? =0+p°c® = E = pc. (8)
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Dosadime-li za energii fotonu ze vztahu mezi jeho energii a vlnovou dél-
kou (), pak dostaneme i pro foton stejny vztah mezi jeho vlnovou délkou
a hybnosti jako v pfipadé ¢astic s nenulovou klidovou hmotnosti:

_ 2zhc
==

pc

Vinovéa délka také ukazuje, jaka je nejistota v uréeni polohy dané ¢astice.
Pokud takovou ¢astici vyuzivame pro urceni rozmeéru ¢i polohy jiného
objektu, nemuze byt nejistota urceni téchto veli¢in mensi nez jeji vinova
délka.

Ukazkovy priklad 1. Vypocitejte rychlosti (vyjadrete je jako 8 = v/c),
hybnosti, poméry mezi relativistickou a klidovou hmotnosti a de Broglie-
ho vlnové délky protonti urychlenych na urychlovacich v laboratoti CERN,
nejdfive na protonovém synchrotronu PS (Eyx = 28 GeV), potom na LHC
(Ek =7 TeV)

Reseni. Kinetické energie jsou dokonce vétsi nez klidové energie protonu,
kterd je okolo 1 GeV (pfesnéji 938,272 081 MeV). Je tak tfeba pocitat
relativisticky. Relativisticky vztah mezi celkovou energii E a klidovou
energii Fy je:

E
E=FEy+ B = ————u. (9)
N2
1-(2)
Umocnime:
E2 2 E2
(EO+E1<)2:702:>1*<2) = 0 5
O RN
Vyjadrime rychlost protonu:
2
R U (10)
¢ (Eo + Ex)
Vyjadfime ciselné.
Pro PS:
0,938 GeV)?
gV 1o (098G . g99475,
¢ (0,938 GeV + 28 GeV)

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 1 39



FYZIKA

pro LHC:

0,938 GeV)>
=2 |1 (0,938 GeV) 5 = 0,999.999 991 0.
¢ (0,938 GeV + 7000 GeV)

Relativistickou hmotnost m lze ziskat pomoci Einsteinova vztahu z cel-
kové energie Castice:

FE Ey + Ex
2T T 2

E=m=m= 5

C

Pomér mezi relativistickou a klidovou hmotnosti je:

Ey + By
m 2 Eo+ Ex
mo B Fy B Eq .
<
Ciselné:
pro PS:
m 0,938 GeV 428 GeV 30.9
mo 0,938 GeV S
pro LHC:
mo_ 0,938 GeV + 7000 GeV A6

mo 0,938 GeV

Vztah mezi celkovou energii E, hybnosti p a klidovou energii E; je
(vyuzijeme vztahy (1) a (4):

E? = (Eo + Ex)” = E2 + p*c® = p>? = 2B, Fy + EL.

Soucin hybnosti a rychlosti svétla je:

pc = /2ExEy + EL. (11)

Dosadime ¢iselné.
Pro PS:

pe=1+/2-28 GeV - 0,938 GeV + (28 GeV)2 = 28,9 GeV,
pro LHC:

pe = /2-7000 GeV - 0,938 GeV + (7000 GeV)? = 7001 GeV.
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Vyjadiime de Broglieho vinovou délku A (vyuZijeme vztahy (7)) a (II))):
_ 2zhc 2nthe

A . (12)
pe 2EcEy + E}
Dosadime ¢iselné.
Pro PS:
2.-mt-1973 MeV-fm 2-7-197,3 MeV - fm
A = ? = ? i 4 f
28,9 GeV 28900 MeV 0,043 tm,
pro LHC:
2.-1-1973MeV-fm 2-7-197.3 MeV - fm
- ’ - ’ =0,18-1072 fm.
7000 GeV 7106 MeV ’ m

Rychlosti protoni, které opusti urychlovace PS a LHC, jsou 0,999 475¢
a 0,999 999991 Oc. Je vidét, ze uz na protonovém synchrotronu PS jsou
protony urychleny na rychlost velmi blizkou rychlosti svétla. U LHC
se rychlost protoni lisi od rychlosti svétla zanedbatelné. V tomto pfi-
padé se jedna o tzv. ultrarelativistické priblizeni, kdy klidova energie
je zanedbatelna oproti kinetické. Vztah mezi hybnosti a energii se tak
blizi vztahu pro foton, tedy vztahu (). Hybnosti protont jsou u PS a
LHC 28,9 GeV/c a 7000 GeV/c. Poméry mezi relativistickou a klidovou
hmotnosti jsou u urychlovace PS 30,9 a u LHC pak téméf 7 464. To zna-
mena, ze objekt urychleny pomoci PS ma hmotnost témér 31krat veétsi
nez v klidu a u LHC je to témér 7500krat. De Broglieho vinova délka
protonu na PS je 0,043 fm a na LHC dokonce 0,18 - 10~2 fm. Znamena
to, ze tak velké detaily ve struktufe atomového jadra ¢i protonu mi-
#eme zkoumat[! Urychlova¢ LHC tak miize zkoumat detaily, které jsou
o Ctyfi fady mensi, nez je rozmér protonu. I proto, aby se zkoumaly stéle
jemnéjsi rozmérové podrobnosti, se buduji stale vétsi urychlovace.

Druha ukazka: Nestabilita jader, radioaktivita a rozpadovy za-
kon

Ve druhé ukazce se budeme vénovat rozpadim radioaktivnich jader.
Jadra mohou byt stabilni, ale daleko vice jich je nestabilnich. Kvan-

1 Je treba pripomenout, Ze rozmér protonu je zhruba 1 fm. Pfi srazkiach protonu
s touto energii se jiz srazeji jednotlivé Castice, které proton tvoii a které se ozna-
¢uji jako partony. Proton ma velice slozitou strukturu vytvarenou velmi intenzivnim
kvantovym polem silné interakce. Partony tak lze spojit s kvarky a gluony (&astice
zprostiedkujici silnou interakci). Ty maji z naseho souc¢asného pohledu rozméry bo-
dové, v kazdém pripadé o mnoho Ffadd mensi, nez je rozmeér protonu.
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tova fyzika je nutnd i pro popis pribéhu premény radioaktivnich ja-
der. U jednotlivého konkrétniho nestabilniho jadra nemtuzeme fici, kdy
se rozpadne. Zname jen pravdépodobnost, Zze se dané jadro rozpadne
za, Casovou jednotku. Tato veli¢ina, kterd je konstantni a nezavisi na
predchozi dobé existence nestabilniho jadra, se oznacuje jako rozpadovd
konstanta \. Jednotkou této veliciny je [\] = s~!. Pievrdcend hodnota
rozpadové konstanty je tzv. stfedni doba Zivota 7 = 1/\.

Rozpadovému zékonu je vénovan jiz zminény ¢lanek [2]. Zde si po-
piSeme feSeni jiného typu tlohy, kterd analyzuje sekvenci rozpadu alfa
koncici samovolnym $tépenim. Pravé supertézké prvky se rozpadaji ta-
kovym zptisobem. Jde o priklad, ktery je v textu zafazen mezi nefeSené.

Ukazkovy piiklad 2. Jadro livermoria ?°!Lv se muiZe rozpadat velmi
dlouhou kaskéadou Sesti rozpadi alfa az na jadro rutherfordia 267Rf, které
se rozpadd pouze samovolnym Stépenim. V fadé€ rozpadi jsou vsak dveé
mista, kde se jddro mtiZze rozpadnout bud st&penim, nebo rozpadem alfa.
Jde o darmstadtium 27°Ds (85 % $tépeni) a seaborgium 27*Sg (30 %
Stépeni). Jaka je pravdépodobnost, ze fada rozpadii skonéi az u ruther-
fordia? Jaka je pravdépodobnost, Ze pii produkci 40 jader 2! Lv budeme
pozorovat 8 piipadii rozpadu alfa 2"°Ds a zaroven 5 piipadi rozpadu
alfa 271Sg?

Reseni. Pfi rozpadu alfa se zmensuje podet protonti o dva a celkovy
pocet nukleont o ¢tyri. Pomoci Mendélejevovy tabulky tak lze sestavit
danou rozpadovou fadu:

2Ly — BTF1+ o — B3Cn + 2a — 27YDs + 3a — 23Hs + 4a — 271Sg + 5o — 257Rf + 6

étéptni (85 %) stépeni (30 %)

Jednotlivé rozpady jsou nezavislé déje, takze celkova pravdépodob-
nost po sobé jdoucich rozpadt je dana soucinem pravdépodobnosti po-
stupné po sobé jdoucich rozpadi. Pokud dochazi v daném kroku pouze
k rozpadu alfa, je jeho pravdépodobnost 100 %. Pokud muze dojit jak
k rozpadu alfa, tak ke Stépeni, je jejich pravdépodobnost p, a 1 — p,.
Pravdépodobnost rozpadu alfa zaroven v pripadé darmstadtia i seabor-
gia je p = pa(Ds) - pa(Sg). Ciselné:

pa(Ds) =1-085=0,15  pa(Sg) =1— 0,30 = 0,70,
p=0,15-0,70 = 0,105 = 10,5 %.

Pravdépodobnost, Ze se rozpadova fada dostane aZz k rutherfordiu, je
10,5 %.
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Dale mame zjistit, jaka je pravdépodobnost, ze z pozorovanych 40 pri-
padi rozpadu livermoria ma 8 pfipadi vést i k rozpadu alfa darmstadtia
a b ik rozpadu alfa seaborgia. Pfeménu 40 jader darmstadtia mtzeme
chapat jako 40 ndhodnych nezavislych pokusi se dvéma moznymi vy-
sledky. Ptiznivy vysledek m4 nastat pravé 8krat. Jde o kombinace (ne-
zélezi na pofadi). Pocet kombinaci je ddn vztahem:

40 40!
Cs(40) = <8> = o ag1 = 76904685,

p(DS) = 08(40) 'pi . (1 7pa)32'

Pro vypocet pravdépodobnosti p miZzeme se stejnym vysledkem pouzit
Bernoulliho schéma. Ciselné (p, = 0,15, 1 — p, = 0,85):

40
p(Ds) = (8) ph - (1= pa)® =
= 76904685 - 0,15% - 0,85%2 = 0,108 66 = 10,9 %.

V nasSem pripadé vznikne pouze 8 jader seaborgia a z nich pozadujeme
5 pfipadi rozpadu alfa a 3 Stépeni. V tomto pripadé je pocet kombinaci:

8 8!
C5(8) = (5) =3 90

p(Sg) = C5(8) - p, - (1 — pa)®.

Ciselné (py = 0,70, 1 — p, = 0,30):
8
p(Sg) = <5> p3 (1 —pa)® =56-0,70° - 0,30% = 0,2541 = 254 %.

Jde o dva nezavislé déje a pravdépodobnost jejich soucasného uskutec-
néni dostaneme jako soucin jejich pravdépodobnosti:

p=p(Ds) - p(Sg) = 0,108 66 - 0,254 1 = 0,027 6 = 0,028 = 2,8 %.

Pravdépodobnost, ze jadro livermoria 2°'Lv kaskadou rozpadi alfa do-
sp&je az k jadru rutherfordia 267Rf, je 10,5 %. Pravdépodobnost, ze pfi
produkei 40 jader 2°!Lv budeme pozorovat 8 pripadii rozpadu alfa 279Ds
a zéroven b piipadt rozpadu alfa 2"1Sg, je 2,8 %.
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POZOROVAL HVEZDY A SPADL DO JAMY

Za pruntho evropského védce, filozofa, matematika a fyzika je povaZovdn
Thalés z Milétu. At uz byly jeho védecké vysledky a zdsluhy jakékoliv, k zajis-
tent nesmrtelnosti mu staci jedind, mimochodem prekrdsnd, geometrickd véta
o obvodovém uhlu nad prumérem kruznice spjatd s jeho jménem. Dokud bude
existovat nase civilizace, budou Zdci na celém svéeté v hodindch geometrie jeho
jméno vyslovovat.

O Thalétovi se takeé traduje proni evropskd anekdota. Zaznamenal ji Platon
v dialogu Theaitétos. Sokrates v ném tika: ,KdyZ Thalés, zkoumaje hvézdy a
hledé vzhiuru, spadl do studné, tu se mu jedna thrdickd sluzka, chytrd a vtipnd,
pry posmivala, Ze se snazi znat véci na nebi, ale co je pred nim a u jeho nohou,
Ze mu zustavd nezndmo.“ Tuto historku, kterou Platon moznd skutecné slysel
od Sdkrata, mizZeme povazovat za predobraz anekdot o roztrZitych profesorech,
kteri zapominaji destniky, padaji ze schodu, vaii hodinky na Tetizku a sleduji
pritom vajicko, zapominaji, kde zaparkovali auto a zda vibec prijeli autem.

Ale uZ Platon si uvédomouval, Ze anekdota md hlubsi podtext. Védec, ktery je
zaujat zkoumdnim prirody a je na stopé jejim zakonum, prozivd takove vzrusent
a zaujeti, Ze nedbd na béZné Zivotni konvence a starosti a zapomind na své
okoli. 'V historii védy mame mnoho takoviych prikladu. A muZeme Tici, Ze je
Stéstim pro lidstvo, Ze vidy byli a budou myslitelé, kteri budou obracet svij zrak
vzhiuru k nebi a nebudou se ohliZet na jamy a prikopy, posmésky, prekazky a
nebezpeci nebo maly plat.

I Stoll: Historky o slavngch fyzicich a matematicich
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Matematika pro zivot

Fakulta jaderna a fyzikalné inZenyrska ve spolupraci s Pedagogickou
fakultou Univerzity Karlovy poradala 25. ledna 2019 jednodenni akci
s nazvem Matematika pro zivot. Na programu kurzu byly ukazky aplikaci
matematiky v priumyslové i akademické praxi.

Prednasky predstavily pouziti matematiky v nejriiznéjsich oborech, na-
priklad:

pouziti linedrni algebry ve zpracovani obrazu,

modelovani dopravnich systémi,

e pouziti metod strojového uceni v bankovnictvi,

matematické modelovani v mediciné a biologii,

e matematické metody teoretické fyziky.

Prednéseli predni odbornici v jednotlivych oborech:

e RNDr. Iveta Hnétynkova, Ph.D. (MFF UK): Umi pocitace poc¢itat?

e RNDr. Jifi Kottas, CSc. (matematik, bankér, fotograf): Matema-
tika a podvodnici: Historky z kreditniho podsvéti.
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e doc. Mgr. Milan Krbélek, Ph.D. (FJFI CVUT): Detekce interaké-
nich sil v proudu vozidel aneb obecnéjsi pohled na pojem vzdale-
nosti v matematice.

e prof. RNDr. Michal K#izek, DrSc. (MU AV CR): Matematika je
vsude kolem nas: o aplikacich matematiky.

e Ing. Tom4s Oberhuber, Ph.D. (FJFI CVUT): Matematika v me-
diciné.

e Ing. Tom4s Pevny, Ph.D. (FEL CVUT & Cisco Systems): Pouziti
stredoskolské matematiky ve strojovém uceni.

e RNDr. Vladimir Wagner, CSc. (UJF AV CR): Matematika pro
jadernou fyziku.

e doc. RNDr. Barbara Zitova, Ph.D. (UTIA AV CR): Co nevidime
ve fotografii.

Kurz mél hojnou ucast zejména z fad stfedoskolskych profesort ma-
tematiky a mé velmi pozitivni ohlasy. Byly pofizeny kvalitni zaznamy
prednések, které jsou k dispozici na YouTube kanalu:

www . youtube . com/channel /UCMwjxViEHA9ADU1Ur8A5Daw
Jan Vybiral (FJFI CVUT, Praha)

Soutéz CMS pro mladé

Cesk4 matematicka spolecnost ve snaze podpofit populariza¢ni a vé-
deckou ¢innost mladsich kolegyn a kolegti vyhlasila nedédvno v souladu
s tradici soutéz na podporu akci pro studenty a mladé kolegy pro rok
2019. Soutéz se nekolik let t€si znacné pozornosti a Gspésnym uchazedim
muze mirné pomoci s rozpoctem jejich akci.

Termin pro podavani navrhu je do 31. 5. 2019.

Detaily je mozné nalézt na internetové strance CMS:
http://jcmf.cz/cms

Lubos Pick (predseda CMS)
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Soustredéni mladych fyzikd a matematiki

Ackoliv vétsina stiedoskolaki nechce béhem prazdnin o skole ani sly-
Set, najdou se mezi nimi taci, ktefi radi travi svij volny ¢as s matema-
tikou a fyzikou. Pro takové nadsené zaky pripravuji studenti, absolventi
a zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy kazdo-
ro¢né Soustfedéni mladych fyzikt a matematiki.

Ctrnactidenni soustfedéni, které se odehrava v riznjch objektech po
celé Ceské republice, je uréeno pro zaky ve véku 14 az 19 let. V minulosti
jsme navstivili naptiklad Sumavsky Zadov ¢i Nekot v Orlickych horach.

Program soustfedéni je rozdélen na dvé zakladni ¢asti — odbornou
a mimoodbornou. V ramci odborného programu jsou zafazeny kurzy a
projekty z fyziky, matematiky, ale i informatiky. Kurzy a projekty si
Gcastnici vybiraji na zac¢atku soustfedéni z mnoha nabizenych variant
podle vlastnich preferenci. Pravidelny odborny program byva prolozen
odbornymi pfednaskami od lektord z MFF UK ¢i jinych védeckych in-
stituci. Na zavér soustredéni si ti¢astnici zaziji i konferenci, kde ostat-
nim tucastnikim a vedoucim predstavi vysledky své prace. Zaroven ke
svym projekttim sepisuji odbornou dokumentaci, ve které popisuji po-
stup prace a praktické informace k tvorbé projektu.

Mimoodborny program ma své misto pravidelné v odpolednich ho-
dinach. Ucastnici si tak mohou odpo¢inout od odborného programu a
zazit spoustu skvélych aktivit. Kromé sportovné zamérenych her zatra-
zujeme do programu Casto hry strategické a Sifrovaci, které byvaji mezi
nasimi ucastniky velmi oblibené. Nezapomindme ale ani na celodenni
vylet, tane¢ni vecery ¢i taborak.

Pro navozeni atmosféry vozime na soustfedéni tematické kostymy, ve
kterych se vedouci i GCastnici kazdy den setkavaji béhem vecefe a pra-
videlného vecerniho setkani. Pokyny k vyrobé kostymu zasilame prihla-
Senym ucastnikiim béhem dubna, aby méli dostatek ¢asu na jeho zdoko-
naleni.

Pripravy na leto$ni ro¢nik, ktery se bude konat v terminu 20. 7.— 3. 8.
2019 v Choliné u Slapské prehrady, jsou jiz v plném proudu. Podrobnéjsi
informace a fotky z probéhlych ro¢niki jsou k nalezeni na nasi face-
bookové strance ¢i webovych strankach kdf .mff.cuni.cz/tabor, kde
se nachéazi také prihlaska na aktualni rok.
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Pokud si s ndmi chcete uzit ¢trnact dni zabavy, badani a tvoreni,
nevahejte a pridejte se k nam!
Jana Machalickd, hlavni vedouct

TCN: Léto preje aktivnim

Letni soustfedéni TCN aneb , Tudy cesta nevede“ poradaji studenti
Fakulty jaderné a fyzikdlné inzenyrské CVUT pro studenty stiednich
skol jiz devatenact let. Tradi¢né probihé& prvni dva srpnové tydny a od
roku 2015 se soustiedéni pravidelné kona v penzionu Krakonos v Bilém
Potoce pod Smrkem. V poslednich letech se ho Gc¢astni priblizné 25 stu-
dent? nejen z Ceské republiky. TiebaZe je tdbor uréen piedevsim pro
studenty se zdjmem o matematiku, fyziku a dalsi pfirodni védy, nejsou
vékdemka (veCerni kurzy matematiky) zdaleka jedinym oblibenym bo-
dem programu.
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Celotaborova hra, tvorici ramec vSech taborovych aktivit, zahrnuje
razné typy vice ¢i méné sportovnich a logickych her, pfi kterych je nutno
spolehnout se zejména na schopnosti svého tymu. Program je pak do-
plnén o pfednasky pozvanych hostt (jde predevsim o pracovniky FJFI
CVUT, UJV Rez apod.), pfednasky organizatort, minikonference se stu-
dentskymi projekty (od ucastnika, ktefl chtéji pfispét svym zajimavym
pokusem) a uz zminéné kurzy algebry ¢i analyzy. Ty se snazi pomérné
neformélné studentlim priblizit vysokoskolsky styl vyuky matematiky.
Maji byt napomocné hlavné tém, ktefi na TCN travi své pomaturitni
prazdniny a chystaji se nastoupit na technicky zaméfenou vysokou skolu.
Jestlize doposud neslySeli o pojmech, jako jsou vektorovy prostor, line-
arni (ne)zéavislost, baze, limita nebo derivace, mohou se s nimi sezndmit
zde, coz poté muze usnadnit Uspésny vstup do prvniho semestru na vy-
soké Skole. Neméné dulezity je i den vénovany exkurzi na védecké ¢i
technologicky zaméfené pracovisté (v minulych letech jimi byly napfi-
klad Technickad univerzita v Liberci, firma Crytur nebo ulozisté jader-
ného odpadu Richard) a celodenni turisticky vylet po okolnich vrcholech
Jizerskych hor. Na zavér je tfeba zminit jesté odpocinkovy program, za-
hrnujici napfiklad hrani vSemoznych stolnich her a ping-pongu, tanecni
vecery, oblibené koupani v blizké fece nebo bazénu a vecerni zpivani
u taboraku.

—
&

Skupinové foto z vyslapu k rozhledné na Smrku v roce 2018
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A jaky ze byl lonsky rok? V roce 2018 se soustfedéni ztacastnilo 22 stu-
denti a 9 organizatord. Sesel se dobry kolektiv lidi, celé dva tydny se
nesly jako vzdy v pfijemném duchu a daly vzniknout i spousté novych
pratelstvi. Ucastnici byli postaveni pted nelehky tikol — ve zpozdéném Ji-
zerskohorském expresu radil krvela¢ny vrah a oni jej museli béhem dvou
tydnt odhalit. Nejlépe diiv, nez by se mu podarilo zbavit se ostatnich
cestujicich. Body do celotdborové hry (trefné prekiténé jako vérnostni
CD body a shirané béhem jednotlivych soutéz a her) pak mohli vymé-
nit za indicie a duvérné informace od ostatnich, které by je na stopu
vraha navedly. K prekvapeni vétsiny cestujicich nakonec nebyl vrahem
ani vyslouzily general, ani strojvedouci ¢i lékar, ale byl jim mile, le¢
Istivé vystupujici jadernak. Na zahradnika, a¢ by se z logiky véci nabizel
jako idedlni adept na vrazdiciho maniaka, nanestésti nemohl padnout
ani stin podezieni, nebot se stal vrahovou prvni obéti. Experimentalné
tak bylo ovéfeno, Ze lidové moudro ,vrahem je zahradnik“ je vyrokem
nepravdivym.

Program byl opét velmi rtznorody. Nékteré hry rozvijely schopnost
Gcastnikti myslet nekonvencné a kreativné — z téchto her lze jmenovat na-
priklad originalné pojaty Scrabble, kde se uznava vse, kromé normalnich
(= nudnych) a oposlouchanych slov, ¢ tfeba Cestu, kde méli tcastnici
na urcité trase hned nékolik stanovist, kde byla provéfena jejich tymova
spoluprace, jazykové-poetické schopnosti a pamét na rozli¢né slovni spo-
jeni a novotvary.

Dalsi série her byla naopak zamérena na strategické mysleni a uméni
vyuzit prednosti kazdého z tymu. Mezi témito je mozné zminit Béh ma-
rodtl, kdy byl kazdy ,bézec* stizen jistou neschopnosti. Ucastnici, ktei
dostali pasku pres oci, si tak mohli relativné odpocinout na stanovisti,
kde jejich kolegové z tymu Fesili zapeklitou sifru ve formé vlakového jizd-
niho fadu, nicméné i na né doslo pfi nasledujicim tkolu, kde museli za
pomoci svych kolegt (némych, se svizanyma rukama anebo zdkazem do-
slapovat na jednu/obé nohy) projit drahu s fotbalovym micem a vstfelit
branku. Pfi hfe Obchodnici pak studenti vyuzili své marketingové, ob-
chodni a vyjednavaci schopnosti. VSechny tyto hry byly zaroven strate-
gické i fyzicky narocné — pokud tym vsadil na nepropracovanou strategii,
musel svij vysledek dohanét ve fyzickych tkolech ¢i béhanim pro nékteré
nezbytné herni komponenty a body.

Vétsina vecerti se pak nesla v matematickém duchu diky VKM. Ucast-
nici se nejen pred témito hodinami, stravenymi tentokrat nad linearni
algebrou, mohli posilnit oblibenou to¢enou kofolou, kterou hltali stejné
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jako véty o vektorovych prostorech. Behem dne nechybély prednasky od
hosti, kterych celkem dorazilo devét, mezi nimi tradiéné dékan FJFI
prof. Igor Jex a tajemnik fakulty Ing. Leopold Vrana. Z dalsich mizeme
pfipomenout prof. Borise Tomaésika, od kterého si tcastnici vyslechli,
zda relativistickd hmotnost zavisi na rychlosti ¢i nikoliv, a Ing. Marka
Ruscaka, ktery vykladal o aktualnim vyvoji modularniho jaderného re-
aktoru. Nedilnou soucasti odborného programu byla i exkurze do jiz
zminéné firmy Crytur, zabyvajici se syntetickou tvorbou krystald, kde
bylo mozné si prohlédnout pristroje na jejich péstovani, kontrolu ristu
¢i opracovani.

Ukéazka ze hry Béh maroda

Na zavér bychom vas radi pozvali na letosni ro¢nik, ktery se bude
odehravat v duchu imunitniho systému bojujiciho s mnoha nastrahami
okolnfho (mikro)svéta. Termin konani je 27. 7.—10. 8. 2019. Pokud se
k ndm chcete pridat, stac¢i vyplnit webovy formulaf dostupny na stran-
kach TCN (https://tcn.fjfi.cvut.cz/)). Nebo poslat jakékoli dotazy
na email: berespav@fjfi.cvut.cz.

Té&Sime se na vas!
Za organizatory soustfedéni
David Grund
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Nase soutéz

Mili ¢tenafi,
oznamujeme, ze pro tuto chvili ukonéujeme Nasi soutéz. Vsem ¢tenaiim,
kteti se soutéze v minulych letech tcastnili, moc dékujeme a gratulujeme
nejlepsim Fesiteltm.

Dale predkladame feseni tloh z predchozich ¢isel.

Reseni tloh z &isla 2/2018

Uloha 71 V rovnobézniku ABCD se stranami celoéiselnych délek a, b,

a # b, sestrojime osy vnitfnich thla. Tyto osy ohranicuji ¢tyfuhelnik

KLMN.

a) Dokazte, 7e KLMN je pravothelnik.

b) Najdéte poméry a : b vSech takovych rovnobézniki, pro néz je celo-
¢iselny podil obsaht

S(ABCD) : S(KLMN) nebo S(KLMN):S(ABCD).
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: Bez tjmy na obecnosti piedpokladejme ve vSech tivahach a > b.

a) Nacrtneme obrézek, ktery vystihuje jednu z moznych situaci, kdy
vSechny body K, L, M, N lezi uvnitf rovnobézniku ABCD (pro pfi-
pad, kdy K, M lezi na obvodu ¢i vné rovnobézniku ABCD lze pouzit
analogické uvahy).

D C

A B
Obr. 1: Osy vnitinich thla rovnobézniku ohranic¢ujici étyfuhelnik
Oznacme |ZA| = |£C| = a a |£B| = |£D| = B; tedy podle véty

o sou¢tu vnitinich thla étyfahelniku dostavame o+ 8 = 180°. Vezméme
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nyni napiiklad AAND, jehoZ dva vnitini thly maji velikost «/2 a §/2
(strany lezi v osach hlt rovnobézniku ABCD), a proto s vyuzitim véty
o sou¢tu vnitfnich hlé trojihelniku dostavame |[XAND| = 90°, tedy
|XMNK| = 90°. Obdobnymi Gvahami ziskdme rovnéz

IXNKL|=|&<KLM|=|<LMN| = 90°.

b) Dopliime do obrazku body X a Y — po fadé priseéiky strany
AB s osami ZC a /D (je-li ABCD pravouhelnik, pak tyto priseéiky
splynou).

D C

A a pb B
2 2
Obr. 2: Doplnéni boda X a Y do obrazku

Snadno nahlédneme, ze AAYD je rovnoramenny (|AD| = |AY| =)
a také AXBC je rovnoramenny (|X B| = |BC| = b). Tedy

|AX| =|YB| =a—b.

Déle si staci uvédomit, ze tsecka NK vznika jako primét tsecky AX
do osy ZD a tsecka K L vznika jako prumét tsecky YB do osy ZC. Pii
promitani se uplatni kosinus thlu, ktery je vymezen piimkou, ze které
se promita, a pfimkou, do které se promita, tedy

|KL| = |BY]| -cos% =(a—"0) cos%,

INK| = |AX|~cos§ = (afb)cosg.
Nyni jiz stac¢i spocitat obsahy obou ¢tyiihelniki
S1 = S(ABCD) = absinq,

Se=S(KLMN) = (afb)zcos%cosg
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a urcit jejich poméry Sy : Sy a Sy : S1. Plati

S1 absina 2absin 5 cos 5

S2 (a—b)2cosZcoss  (a—b)?cos§cos(90° —§)

M (e} (e}
2absin 5 cos 5

o)

"~ (a—b)?cos ¢ sin g

a tedy dostavame

S1 2ab So_ (a— b)?
Se  (a—b2 * 5~ 2ab

Zbyva urcit, kdy jsou vyse uvedené pomeéry celociselné.

V prvni fadé zdtiraznéme, 7e hleddme poméry a : b, kde a,b € ZT,
a > b. Lze tedy pfedpokladat, ze hledana ¢isla a, b jsou nesoudélna, tedy
D(a,b) =1.

(b.1) Ptame se, kdy je pomér

2ab
(a—0b)?

celodiselny.
Pokud je a — b sudé, tedy a —b = 2m, m € Z*, pak musi byt obé &isla
lich4 (sudost je vyloucena vzhledem k pfedpokladu D(a,b) = 1). Potom

dostavame
ab

2m?2
a muselo by platit 2|a, nebo 2|b, coz vSak nemuze nastat (lichd ¢isla).
Pomér tedy nebude v tomto piipadé nikdy celociselny.

Necht je a — b liché éislo, tedy a — b = 2m + 1, m € Za’. Snadno
nahlédneme, ze vlastnost je splnéna pro a — b = 1.

Ptedpokladejme déle, ze a—b > 3, tedy (a—b)? budto déli a, anebo b —
nicméné jen jedno z nich, a to vzhledem k podmince D(a,b) = 1. Totéz
plati i pro ¢islo a — b, které rovnéz déli jen jedno z Cisel a, b. Necht a — b
déli a, potom existuje £ € Z takové, ze (a — b)¢ = a, tedy a(¢ — 1) = bL.
Jelikoz a, b jsou nesoudélnd, potom musi byt { = ka a £ — 1 = kb. Po
odec¢teni dostaneme 1 = k(a — b), tedy k = a —b = 1. Nicméné a — b
je dle predpokladu vétsi nez 1. Obdobné pro piipad, kdy a — b déli b.
Pomér tedy nebude v tomto ptripadé nikdy celociselny.
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(b.2) Ptédme se, kdy je pomér

(a —b)*
2ab

celociselny.

Z¥ejmé by pak muselo platit 2|(a—b)?2, a|(a—b)? a b|(a—b)?. Vezméme
napi. podminku a|(a — b)?, ze které plyne a|b?, coz viak pro nesoudélni
¢isla a, b splnéno byt nemiize. Uvedeny pomér tedy nebude nikdy celo-
Ciselny.

Shrnuti: Pro a > b jde o poméry ve tvaru
a:b=(k+1):k, kdeke{1,2,3,...}.

Pokud bychom naopak predpokladali a < b, pak by 8lo o prevracené
poméry ve tvaru k : (k + 1).

Uloha 72 Korkovd krychle

Korkové téleso tvaru krychle o délce hrany a, hmotnosti m; a hustoté
01 = 250 kg-m 2 je ve vzduchu o molarni hmotnosti My, = 29 g-mol
a teploté ¢t = 20 °C pfi atmosférickém tlaku p, = 1,013 -10° Pa vyvazeno
na rovnoramennych vahach zavazim o hmotnosti my = 600 g a hustoté
02 = 7800 kg-m~3. Jaka by byla hmotnost korkové krychle ve vakuu?
Urcete také délku hrany korkové krychle.

Reste nejprve obecné, potom pro dané hodnoty.

Vzduch povazujte pfi feSeni tlohy za idealni plyn, molarni plynova
konstanta R = 8,31 J-kg™ ! -mol .

(Miroslava JareSovd)

Reseni: Ozna¢me o hustotu vzduchu pii tlaku p, a teploté t, V1 objem
korku, V5 objem zavazi, které vyvazuje korek.
Pro rovnovahu na rovnoramennych vahach plati podminka

my—Vi-o=mas—Va-p.

Po dosazeni za V; = %, Vo = % do vyse uvedené rovnice dostaneme

my ma
my— —o0=mz — —0,
01 02

po upravé
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7 ¢ehoz

1-= -
my = 0 = 01(02 — 0) ms.

L= 02(01 — 0)

Dale plati o = A‘fm Molarni objem V, ur¢ime ze stavové rovnice ideal-

niho plynu pro 1 mol: PaVm = RT, z ¢ehoz

RT
Vin = .
Da

Po dosazeni za V;, do vztahu pro ¢ dostaneme

_ paMm
 RT

Po dosazeni za ¢ do vztahu pro m; dostaneme

a Mm
m 01 (92 o pRT )m 01 (QZRT - paMm)m
1= - 9 = 2.
02 (91 - pz}%m) 02 (01 RT — paMm)

Délku hrany krychle uréime ze vztahu a = @ %.

m; =603 g, a=134cm.

Pro dané hodnoty

Reseni tloh z &isla 3/2018

Uloha 73 Realna dcisla a,b jsou parametry, navic a je vicendsobnym
kofenem rovnice

28 — ax® + 2* — ax® 4+ 2% + 2bx + V2 = 0.

Urcete vSechny realné kofeny této rovnice. Provedte diskusi vzhledem
k parametrim a, b.
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: JelikoZ a je kofen, plati
a® —aS+a* —a* +a®+2ba+0* = (a +b)? =0.
Parametry tedy spliuji b = —a. Vydélme
(25 —az® +2* —ax® + 2% =20z +a®) : (x —a) =2° + 2 + = —a.
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JelikoZ a je vicenasobny kofen, plati
a®+a*+a—a=a*a®+1)=0.
Tudiz a = 0 a b = 0. Hledame tak vlastné kofeny rovnice
25 Fat+2® =222t 422 +1)=0.

Protoze
zt+224+1>1 prokazdé z € R,

je jedinym kofenem z = 0, a to dvojnasobnym.

Uloha 74 Izolované nddoby

Do dvou tepelné izolovanych nadob postupné nalijeme vodu o stejné
hmotnosti M = 2 kg. Voda v prvni nadobé bude mit teplotu t; = 70 °C,
voda v druhé nadobé bude mit teplotu t; = 15 °C. Cést vody o hmot-
nosti m prelijeme z prvni naddoby do druhé, po ustaleni bude teplota
vody v druhé nadobé t},. Potom stejné mnoZstvi vody o hmotnosti m
opét prelijeme do prvni naddoby a nechame ustalit, teplota vody v prvni
nadobé bude ¢} = 65 °C. Urcete
a) teplotu t; vody v druhé nadobé na konci déje,

b) hmotnost m vody, kterd byla pfelita z prvni nddoby do druhé a pak

zpét do prvni.
Tepelnou kapacitu naddob zanedbejte. Reste nejprve obecné, potom pro
dané hodnoty.

(Miroslava JareSovd)

Resent:

a) Vzhledem k tomu, Ze t1 > ta, je zména teploty vody v prvni nddobé
na konci déje ¢; — t; voda odevzdala teplo

Q = CM(t1 - f,ll)

Protoze soustava je izolovana, pfijala voda v druhé nadobé€ stejné teplo Q;
plati tedy
eM(ty —t)) = cM(ty — ts),

z ¢ehoz
th =t; —t] +ta.
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b) Voda o hmotnosti m pfedéa po preliti v druhé nddobé teplo
Q' = cm(ty —t5).
Stejné teplo prijme voda v druhé nadobé. Plati proto
em(ty — th) = eM(th — t2),
po dosazeni za t, z C4sti a)
mlty — (t1 — ) +t2)] = M(t; — ),

po upravé
m(ty —t2) = M(t1 — t1),

7 ¢ehoz
i — t)
th —ty

Pro dané hodnoty t5, = 20 °C, m = 0,2 kg.

Reseni tloh z ¢&isla 4/2018

Uloha 75 Jisty jazyk pouziva pouze dva riizné znaky a, b. V tomto
jazyce jsou pripustna jen takova slova, v nichz mohou stat vedle sebe
nejvyse dva stejné znaky. Oznacime-li p,, pocet pfipustnych slov délky
n, n € N, dokazte, ze plati

Pn+3 = 2Pnt1 +Pn,  P1 =2, p2 =4, p3 =6.
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: Piipustné slova délky jedna jsou a,b, tudiz p; = 2. Piipustni
slova délky dva jsou aa, ab, ba, bb, proto po = 4. Pripustna slova délky
tfi jsou aab, aba, abb, baa, bab, bba, tedy ps = 6.

Rozdélime nyni slova délky n+3, n € N, do Sesti disjunktnich mnozin:

e A je mnoZina slov s pfiponou aab: kazdé ze slov mnoziny A vznikne
pridanim pfipony aab k pripustnému slovu délky n koncicimu pis-
menem b, proto A obsahuje p,,/2 slov.

e B je mnozina slov s priponou bba: slova mnoziny B vzniknou za-
ménou pismen a <+ b ve slovech mnoziny A, proto B také obsahuje
pn/2 slov.
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e (' je mnozina slov s pfiponou aba: slova mnoziny C' vzniknou ze
slov délky n + 1 koncicich pismenem a pfidanim pfipony ba, tudiz
C' obsahuje p,,11/2 slov.

e D je mnozina slov s pfiponou abb: slova mnoziny D vzniknou ze
slov délky n + 1 koncicich pismenem a pfidanim ptipony bb, tudiz
D obsahuje p,,+1/2 slov.

e F je mnozina slov s pfiponou bab: slova mnoziny F vzniknou za-
meénou pismen a <> b ve slovech mnoziny C, proto E také obsahuje
Pn+1/2 slov.

e [ je mnozina slov s priponou baa: slova mnoziny F' vzniknou za-
ménou pismen a <+ b ve slovech mnoziny D, proto F' také obsahuje
Pn+1/2 slov.

Odtud

Pn+3 = [Al + |B| + |C| + [D| + |E| + |F| = pn + 2pn1.

Uloha 76 Lodky

Na hladiné vody jsou dvé lodky v klidu zddémi u sebe. V kazdé sedi
chlapec. Chlapec na prvni lodce o celkové hmotnosti my tlaéi padlem
konstantni silou po dobu At do druhé lodky o celkové hmotnosti ms.
Druhé lodka tak dosdhne vzhledem k hlading vody rychlosti o veli-
kosti vy. Urcete

a) konecnou velikost vzajemné rychlosti v obou lodék,
b) velikost sily F, kterou chlapec ptisobil,
c¢) zménu vzdalenosti Ad mezi lodkami béhem silového ptisobeni chlapce,
d) préci W, kterou chlapec béhem ptisobeni sily F' vykonal,
e) pomér kinetickych energii druhé a prvni lodky.
Odporové sily zanedbejte. Reste nejprve obecné, pak pro m; = 240 kg,
mg =160 kg, v2 =0,90m-s~ !, At =1,5s.
(Josef Jiri)

Resent:

a) Oznalme v; velikost rychlosti prvni lodky vzhledem k vodé. Ze
zakona zachovani hybnosti miv; = movs plyne
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JelikoZ se lodky pohybuji od sebe, je velikost vzajemné rychlosti rovna

souctu velikosti jejich rychlosti vzhledem k vodé

mi + mo
my

V=101 + vy = v2:1,5m's*1.

b) Podle 2. Newtonova pohybového zakona plati

movUg
= =96 N.
A =%

¢) Zména vzdélenosti lodék béhem vzijemného pisobeni je soudtem
drah ujetych rovnomérné zrychlenym pohybem za dobu At

1 1 1 1
Ad = 0] Al + Al = = At = —pAp = T2
gU1at+ 5t 5 (vt v2) 2" 2y

Ad=1,1m.

d) Chlapec vykonal préci, kterd je rovna souctu kinetickych energii

obou lodék:
1 2

1
W = Ex1 + Ex2 = §m1vf + §m202.

Po dosazeni za vy z Glohy a) dostaneme

2

1 1

(m2 ) gz = M2t ma) g0y
2m1

1 2
Ekg . §m202 mw% o mq o 3
)2 mo 2’

Ea  imgpe? ma
2 1 1 ml (77L1 v2
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Vyzva k zasilani ¢lanku

Vazené studentky, vaZzeni studenti!

2 Redite zajimavou fyzikélni, matematickou ¢i
informatickou praci?

2 Tyka se vase seminarni prace nékterého z vyse

uvedenych obor(?

Podilite se na zajimavém F, M, | projektu?

Chcete predstavit vysledky své prace také ostatnim?

Organizujete seminar, tabor, soutéz nebo néjakou

jinou akci tykajici se F, M, | pro stfedoskolaky?

S Mate néjaky jiny namét, ktery by se mél objevit

000

v tomto ¢asopise?

Napiste ¢lanek a zaslete nam jej do Rozhledi!

Pfijimame ¢lanky shrnujici plvodni prace, prehledové c¢lanky
¢i kratka sdéleni. Vas prispévek bude po recenzi uverejnén
v jednom z nasledujicich Cisel naseho ¢asopisu.

Clanky zasilejte na adresu: rozhledy@jcmf.cz
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Pokyny pro autory

Prispévky dodévejte na adresu redakce v elektronické podobé. Nejlépe napsané
ve formatu KTEX, pfijatelny je i format PlainTEX, je akceptovatelny i text
pripraveny editorem Word ¢i podobnym.

Pokud jde o obrazky, je zadouci, aby byly pfipraveny v reprodukovatelné
podobé. Kazdy obrazek necht je v samostatném souboru, nejlépe ve formatu
eps nebo pdf. Pfipustné je téz bitmapa v dostateéném rozliSeni.

Ke kazdému zasilanému pfispévku (ne u soutézi, zprav a recenzi) piilozte
kratkou anotaci v Ceském jazyce. Dale je zaddouci, aby u kazdého prispévku
byla uvedena literatura, na kterou je v textu odkazovano.
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