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MATEMATIKA

Vyzkousejte metodu Monte Carlo

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha

Abstrakt. Stochastickd metoda Monte Carlo (tedy kombinujici pravdépo-
dobnost a statistiku) nachazi uplatnéni v mnoha oblastech: jaderna a ¢asticova
fyzika [4], termodynamika a statisticka fyzika [5], pfedpovéd pocasi, poéitacova
grafika, filmové efekty, financéni matematika. My si vysvétlime podstatu me-
tody a ukazeme nékteré jeji aplikace, pfiCemz si vysta¢ime se znalostmi stfedo-
skolské matematiky obohacenymi o pojmy nahodnd veli¢ina, stfedni hodnota
a rozptyl.

1. Historie

Popis historie metody ¢erpame z [3].

Metoda Monte Carlo byla formulovana ve 40. letech 20. stoleti a svého
vyuziti se dockala jesté v pribéhu druhé svétové valky. Jejimi zaklada-
teli byli S. Ulam a J. von Neumann, ktefi v té dobé pracovali v americké
Nérodni laboratofi Los Alamos, kde zkoumali chovani neutrond. Pte-
devsim je zajimalo, jaké mnoZstvi neutront projde riznymi materialy
(napt. nadrzi vody). Pres velké mnozstvi informaci nebylo mozné tento
problém vyftesit teoreticky ani prakticky. K vysledku dopomohla az me-
toda Monte Carlo, kdy se autofi nechali inspirovat hazardni hrou ruleta
(odtud také ndzev Monte Carlo). Bylo jim znamo, Ze k pohlceni neutronu
jinym atomem dojde v priblizné jednom ptipadu ze sta. Kazdé roztoceni
rulety by simulovalo pohyb neutronu. Pokud by se zastavila na dilku,
ktery znazornuje pohlceni neutronu, neutron by cestu neprosel. To by
se opakovalo vzdy tak dlouho, dokud by neutron nebyl pohlcen, nebo
dokud by tspésné neprosel celou cestu.

Ac je tento priklad velmi zjednoduseny, podstatu metody Monte Carlo
vystihuje. Simulace by byla pochopitelné velmi ¢asové naro¢na, pokud by
se skute¢né pokazdé tocilo ruletou. Autofi ale pracovali v dobé, kdy vyvoj
vypocetni techniky byl jiz v plném proudu, a proto pro tyto simulace
mohli pouzivat na dnesni dobu jednoduché pocitace, které dobu simulace
vyrazné zkratily.
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MATEMATIKA

2. Nutné znalosti z pravdépodobnosti a statistiky

U ctenare predpokladame znalosti pravdépodobnosti a statistiky na
stfedoskolské trovni (jak jsou obsazeny naptiklad v ucebnici [I]). Vy-
budujeme nyni mirnou nadstavbu nad stfedoskolskymi znalostmi. Necht
) zna¢i mnozinu vSech moznych vysledktt nahodného pokusu. Nahodnd
velicina je funkce X : 2 — R, jejiz hodnota je jednoznacné urcena vysled-
kem nahodného pokusu. Ozna¢me mozné hodnoty X jako x1, s, ..., k.
Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je funkce p, ktera je de-
finovana jako p(z;) = P{w € Q | X(w) = x; ). Jde tedy o prav-
dépodobnost ndhodného jevu, Ze ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty x;.
Stredni hodnota ndahodné veliciny X se vypocita jako

k
EX)= Z xip(x;)-

Zhruba feceno, stfedni hodnota ndhodné veli¢iny udava, jaky asi bude
prumeér ziskanych hodnot ndhodné veli¢iny pfi mnoha opakovanich na-
hodného pokusu.

Pro spolehlivy popis ndhodné veli¢iny potfebujeme znat nejen stredni
hodnotu, kolem které se jednotlivé hodnoty soustieduji, ale také védeét,
jak daleko se od tohoto stfedu rozptyluji. Rozptyl D(X) je definovan jako
stfedni hodnota kvadrati odchylek od stfedni hodnoty.

k
D(X) = (& — B(X))*p(z:) = Y aip(a:) — B(X)?,

i=1 i=1
Realizujeme-li N-krat ndhodny pokus a oznacéime-li X1, Xs,..., X rea-
lizované hodnoty ndhodné veli¢iny X (hodnoty se mohou opakovat), pak
vybérovy (aritmeticky) prameér

1 X
X:NZ;&

dobfe aproximuje stiedni hodnotu F(X) pro N dostateéné velké. Dob-
rym odhadem rozptylu je pak vgbérovy rozptyl

N
1 1 _
K= X=X =5 X2-X°.
i=1

Pouzivé se zkraceny zapis P(X = x;)

1
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MATEMATIKA
3. Princip metody Monte Carlo

Hledame-li hodnotu néjaké veli¢iny, pak nastavaji néasledujici moz-
nosti.

e V nemnoha pfipadech zname explicitni pfedpis pro zkoumanou veli-
¢inu.

e V nékterych pfipadech zname algoritmus, ktery v konecné mnoha
krocich s dostate¢nou presnosti vypoc¢te hodnotu dané veli¢iny.

e Ve vétsiné pripadd nezname ani vzorec ani algoritmus. Pak je pro-
stor pro metodu Monte Carlo, kdy vytvafime nahodné pokusy tak,
aby se jejich vysledky s uspokojivou pravdépodobnosti blizily hledané
hodnoté. Casto lze hodnotu veli¢iny povazovat za pravdépodobnost
jistého ndhodného jevu nebo obecnéji za stfedni hodnotu E(X) né-
jaké ndhodné veli¢iny X. Jestlize vypocteme N nezavislych realizaci
X1, Xo,..., Xy ndhodné veli¢iny X, mtizeme odhadnout E(X) po-
moci aritmetického priméru X. Chyba |E(X) — X| je tmérna é&islu

\S/% (jde ovsem o pravdépodobnostni odhad chyby)

4. Vypocet Ludolfova éisla 7t

Urceni ¢isla T metodou Monte Carlo je vhodna motiva¢ni tloha. Pfed-
stavme si, Ze mame Gtverec o strané délky 2 se stfedem (0, 0), do néhoz
je vepsan kruh o poloméru 1. Pro jednoduchost se omezime na prvni
kvadrant, viz obr. [l

Zvolme ve ¢tverci ndhodné body, jejichz rozdéleni na plose ¢tverce je
rovnomérnéP] Pak pravdépodobnost P, ze takto nahodné zvoleny bod
padne do ¢tvrtkruhu je rovna podle geometrické definice pravdépodob-

. Setvorkra o ) .

nosti P = % = . Pii odhadu P budeme postupovat nasleduji-
maly &tverec

cim zpusobem. Generujeme 2N nahodnych ¢éisel Xq,..., Xy, Y1,..., YN

2)Tento odhad ziskame vyuzitim tzv. CebySevovy nerovnosti. Zvolime-li dostatecné

malé o a polozime € = D]\(,if) , pak dostaneme odhad P(|E(X)—X| < ¢) > 1—a. Pii
fixovaném « tedy s pravdépodobnosti 1 — « klesd chyba timérné %. A jelikoz

odhadem D(X) je s%, dostavame, Ze chyba |E(X) — X| je tmérné é&islu \S/—XN pro
dostatecné velké N.

3)Tento pojem je intuitivni, nechdme ho tedy bez ptesné definice, ktera by prekra-
Covala rdmec stfedoskolského studia.
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s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1)*) Dvojice (X;,Y;) pak
predstavuji souradnice ndhodnych bodu ve ¢tverci. Pomoci podminky
X24Y? < 1 zjistime, kolik bod lez{ ve ¢tvrtkruhu. Jejich pocet oznaéme
N’. Relativni éetnost Nwl pak bude odhadem P a pro ¢islo © dostdvame
odhad ™ = 4%' pro dostatecné velké N.

(0,0) (1,0)

Obr. 1: Ilustrace odhadu d¢isla =

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu Z,
ktera nabyva hodnoty 1, pokud (X,Y") lezi ve ¢tvrtkruhu, kde X, Y jsou
ndhodné veli¢iny rovnomérné rozdélené na intervalu (0,1), v opatném
pripadé nabyva hodnoty 0. Potom

E(Z)=1-P+0-(1—-P)=P.

Jejim odhadem je pravé relativni cetnost NW/ a odhadem rozptylu D(Z):

2
53 = E — E e(0 E
Z7 N N 4/
Jelikoz chyba odhadu klesad imérné %, chceme-li odhad pro © s pres-
nosti na pét desetinnych mist, musime provést fadové 10'° nahodnych
vybéri, proto tato metoda neni pro prakticky vypocet s velkou pres-

nosti pouzitelna.

V programu Matlab vypada skript pro odhad ¢isla © napft. takto:

4)Uspéch feSeni miize zaviset na volbé generatoru pseudonahodnych &isel (pfi podi-
tacovych simulacich nepracujeme se skuteéné ndhodnymi ¢isly ziskanymi z fyzikdlnich
procesi, ale s programy, které na zakladé néjakych predpisu davaji pseudondhodna
&isla). Uvahy o tomto problému jdou ale nad rdmec nasich aktualnich znalosti.

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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cetnost=0; 7% cetnost vyskytu nahodnych bodu ve ctvrtkruhu
N=10% % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if Xi%2 + Yi%2 < 1

cetnost=cetnost+1;

end
end
odhadPi=4 * cetnost /N

Na zakladé teorie by mél program pfi tomto po¢tu ndhodnych bodi
odhadnout n s chybou mensi nez

D(Z) . 10sy
00IN VN

=0,0016

s pravdépodobnost{ vétsi nez 99 %. To je v dobrém souladu s vysledky
programu: pii 100 bézich jsme dostali odhady pro n v rozmezi 3,141 3 az
3,142 1, pficemz skutecna hodnota = je 3,14159...

5. Vypocet plochy pod grafem funkce

Méjme nezépornou funkei f na intervalu (a,b), kteréd je spojitd nebo
mé jen koneéné mnoho bodl nespojitosti (typu skok). Zajima nés ob-
sah S plochy pod grafem funkce. UkaZeme dva zpusoby vypoctu pomoci
metody Monte Carlo [2].

1. Uvazujeme nahodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (a,b) a ndhodnou veli¢inu Y danou vztahem Y = f(X). Pak
pro stfedni hodnotu veli¢iny Y plati E(Y) = %. Tomuto vztahu se d&
s nasimi znalostmi porozumét v pi¥ipadé, kdy f nabyva na (a,b) pouze

kone¢né mnoha hodnot y1,ys, ..., yr. Potom totiz plati
k
E(Y) = Z%P(yz)
i=1

Graf jedné takové funkce je na obr. 2. Véime, ze vztah E(Y) = % plati
i v pripadé, kdy f nabyva nekonec¢né mnoha hodnot.

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 5
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y3

y2

y1

0 1

Obr. 2: Ptiklad funkce s kone¢né mnoha skoky a koneénym oborem hodnot na
intervalu (0, 1)

St¥edni hodnotu E(Y') nahodné veli¢iny ¥ mizeme z druhé strany
odhadnout pomoci aritmetického prtiméru jejich nezavislych N reali-
zaciY = % Zi\;l f(X;), kde X7, Xo, ..., Xn jsou nezavislé realizace na-
hodné veli¢iny X, tj. jsou to ndhodnd ¢isla s rovhomérnym rozdélenim
na intervalu (a,b). Odhadem rozptylu D(Y) je

_%z_:

Pro obsah plochy tedy dostavame odhad

pro dostatecné velké N.

2. Druhéd metoda je zalozena na geometrické definici pravdépodob-
nosti. Postupujeme tedy analogicky jako pfi odhadu ¢isla n. Uvazujeme
obdélnik o stranach délky b—a a h, ktery obsahuje graf funkce f. Zvolme
v obdélniku ndhodné body, jejichz rozdéleni na plose obdélnika je rovno-
mérné. Pak pravdépodobnost, ze takto ndhodné zvoleny bod padne do
plochy pod grafem funkce f je rovna podle geometrické definice pravdé-
podobnosti P = ﬁ.

Pii vypoctu obsahu S budeme postupovat nasledujicim zpusobem.
Generujeme N ndhodnych ¢isel X; s rovnomérnym rozdélenim na in-

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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tervalu (a,b) a posloupnost N ndhodnych ¢isel Y; s rovnomérnym roz-
délenim na intervalu (0, k). Dvojice (X;,Y;) pak pfedstavuji souradnice
ndhodnych bodt v obdélniku. Pomoci podminky Y; < f(X;) zjistime,
kolik bodt lezi pod grafem funkce f. Jejich podet ozna¢me N’. Rela-
tivni cetnost Nwl pak bude odhadem pravdépodobnosti P a pro obsah

dostdavame odhad ,

, N
§=(b-ah=

pro dostatecné velké N.

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu 7,
ktera nabyva hodnoty 1, pokud Y < f(X), kde X, Y jsou ndhodné veli-
¢iny s rovnomérnym rozdélenim na (a, b), resp. (0, h), v opa¢ném piipadé
nabyva hodnoty 0. Potom plati, ze E(Z) = P. Jejim odhadem je pravé
relativni ¢etnost Nwl Odhadem rozptylu D(Z) je

2
2 N (N
27N N

Lze ukazat, ze druha metoda ma vétsi nebo v optimalnim ptipadé
stejny rozptyl jako prvni metoda, a byva proto méné presna. V konkrét-
nich piikladech odhad chyby \S/YN, resp. s—\/Zﬁ pro ilustraci tohoto faktu
pocitame. Ovsem je tfeba mit na paméti, Ze pfi hodnoceni Gc¢innosti
metod je tfeba uvazovat i jejich ¢asovou naroc¢nost. Tim se miize pro

vvvvvv

Piiklad 1. Urdete obsah plochy pod grafem funkce f(z) = ¥z pro
x € (0,1), viz obr. Bl V programu dle své volby implementujte obé vyse
uvedené metody a porovnejte jejich chybu pro rostouci pocet realizaci N.

1. V programu Matlab vypada skript pfi pouziti prvni metody napf.

takto:

prumerY=0; % aritmeticky prumer Y

sY2=0; % vyberovy rozptyl

N=10%; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N
Xi=rand;
Yi=nthroot (Xi,3); % dosadime Yi=v/Xi
prumerY=prumerY+(1/N)*Yi;
sY2=sY2+Yi%/N;

end

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 7
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odhadS=prumerY % odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sY2=sY2—prumerY2 H

sY=sqrt(sY2);

err=sY/sqrt(N) % odhad chyby

T

Obr. 3: Graf funkce f(z) = ¢/z na intervalu (0,1)

2. V programu Matlab vypada skript pfi pouziti druhé metody napft.

takto:
cetnost=0; 7, cetnost vyskytu nahodnych bodu pod grafem funkce
sZ2=0; % vyberovy rozptyl
N=10%; % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi=rand; Yi=rand;

if Yi< nthroot(Xi,3)

cetnost=cetnost+1;

end
end
odhadS=cetnost/N % odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sZQ=odhadS—odhadSz;
sZ=sqrt(sZ2);
err=sZ/sqrt(N) % odhad chyby

Ti, ktefi uz znaji pojem urcity integral, si mohou odhady ziskané
programy porovnat s presnou hodnotou
3

1
Sz/ Jrdr =
0 4

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA
Priklad 2. Urcete obsah plochy ohrani¢ené grafem funkce f(z) = S2.& g
osou z pro z € (0,1) a f(0) = 1. V programu podle své volby implemen-
tujte obé vyse uvedené metody a porovnejte jejich chybu pro rostouci
pocet realizaci N.

Skripty Matlabu budou vypadat podobné jako v ptikladu[Il, jen misto
¥/x dosadime v obou piipadech Sig”, tj. ve skriptu piSeme sin(Xi)/Xi
misto nthroot(Xi,3). Vysledek bude 0,946 s platnosti na tii desetinna
mista (pro N = 10®).

Tentokrat nemuzeme obsah plochy ziskat vy¢islenim integralu. Jde
totiz o funkci, kterd nemé primitivni funkci zapsatelnou pomoci elemen-

tarnich funkci, a neobejdeme se bez pouziti integrovani nekoneénych fad.

Pfiklad 3. Urcete obsah plochy ohranic¢ené spojitou kfivkou (obr. @)
2?4 (y— Va2)? = 1.

I v tomto pripadé lze pouzit druhou z vyse uvedenych metod. Vysledek
je 0,87 s platnosti na dvé desetinna mista.

-1.5 -1 05 0 05 1 15

Obr. 4: Graf kiivky z® + (y— \3/$2)2 -1

V programu Matlab vypada skript napf. takto:
cetnost = 0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu uvnitr krivky
N = 108; % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi = -1.5 + 3*rand;

Yi = -1.5 + 3.5%rand;

if Xi? + (Yi-nthroot(Xi2%,3))2 < 1

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 9
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cetnost = cetnost + 1;
end
end
Soba = 3 * 3.5; % Obsah obdelnika
odhadS = (cetnost/N) * S, % odhad obsahu plochy
% ohranicene krivkou

6. Buffonova 1iloha

Tato historicka tloha muze rovnéz poslouzit k vypoc¢tu hodnoty ¢isla .
Navic ji lze provést jako experiment (napf. se zapalkami) o prestdvkach
ve tfidé nebo i v ramci celé ékoly

V roce 1773 Georges Louis Leclerc de Buffon popsal experiment, ktery
davé do souvislosti ¢islo © a ndhodné jevy. Pvodné byl problém formu-
lovany jako hra, kde dva hraci hazeli bagetou na podlahu. Vyhral ten,
jehoz bageta padla na ¢aru. Buffon si polozil otazku, jaky vliv na hru ma
délka bagety a vzdalenost ¢ar. Odpovéd nasel roku 1777. Zjednodusena
verze této hry spociva v hazeni jehly na rovinu, kde jsou narysované rov-
nobézky, a opakovanim takového experimentu lze ziskat odhad ¢isla .
Predpokladame, ze sousedni rovnobézky maji mezi sebou vzdalenost L
a délka jehly je ¢, pficemz ¢ < L (tedy jehla protne vzdy nejvyse jednu
pfimku). Predpokladdme, Ze d je vzdalenost stfedu jehly od nejblizsi rov-
nobézky a ¢ znaci thel, ktery svird jehla s touto rovnobézkou. Poloha
jehly je tedy dana soutadnicemi (d, ), kde 0 < d < % al0<p<mn Jak
si ¢tenar rozmysli, jehla protne rovnobézku, pokud d < % sin . PFiznivé
pripady jsou znazornéné na obr. [Bl vybarvenou ¢asti.

Obdélnik ABO® mé obsah S; = %n a vybarvend plocha ma obsah

Ty
Sy = / —sinpdp = 4.
0o 2

(Tento integral bud umime spod¢itat pfimo, nebo ho vyéislime pomoci
metody Monte Carlo jako obsah plochy pod grafem funkce %sinm na
intervalu (0, t).)
Pravdépodobnost, Ze jehla protne rovnobézku, je rovna
So 14 20
ST LTI

5)17. prosince 2013 jsme na Jaderce (FJFI CVUT v Praze) odhadovali Ludolfovo
¢islo © hazenim sirek po stole. Podivejte se, jak experiment dopadl a také proc¢ tak
dopadl na https://www.youtube.com/watch?v=zmHpm_tuvTg.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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L/2 T

£/2sin(p)

0 @

Obr. 5: Ilustrace pfipadu, kdy jehla protne primku

Pri praktickém pokusu muiizeme pro jednoduchost volit vzdalenost rov-
nobézek rovnu dvojndsobku délky jehly (nebo sirky apod.). Pravdépo-
dobnost je pak pfimo rovna % My ji odhadneme relativni ¢etnosti NW/,
kde N’ je pocet hodti, kdy jehla protla nékterou rovnobézku, a N je

pocet vSech hodt, pficemz N je tfeba volit dostatecné velké.
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Bertrand(v paradox aneb neni ndhoda jako ndhoda

Jiri Dvordk, MFF UK, Praha — Marie Snétinovd, MFF UK, Praha

Abstrakt. V tomto pfispévku se zabyvame zaklady teorie pravdépodobnosti
a zamérujeme se na tzv. geometrickou pravdépodobnost. Predstavujeme zdan-
livé velmi jednoduchy problém, u kterého se vSak ukaze, Zze méa nékolik riz-
nych feseni. Tento problém je znam jako Bertrandiv paradox. Predkladame
tfi razna feseni problému a diskutujeme, proc si vzajemné neodporuji.

Nahoda a pravdépodobnost

Predstava, ze nékteré jevy ve svété se odehravaji ,nahodné*, nam
usnadiiuje jejich popis, zkouméani a pfedvidani. Pro zkoumany jev (na-
ptiklad hod kostkou) vytvoiime pravdépodobnostni model (mize nastat
Sest rtiznych vysledkd a vSechny jsou stejné pravdépodobné) a v ramci
tohoto modelu mizeme odpovidat na rizné otdzky (jaka je pravdépo-
dobnost, Ze padne liché ¢islo?). Nase odpovédi jsou pak platné v rdmci
tohoto modelu. Podstatnou otazkou samoziejmé zlstava, jak dobry je
zvoleny model, jak blizko je skutecnosti (je kostka spravné vyvazend
nebo mé nékterd strana vétsi Sanci padnout?). To vSak uz neni otdzka
pravdépodobnostni.

Prikladem situace, kdy je uzitecné fesit dany problém pomoci pravdé-
podobnostnich tvah, je kromé hazardnich her tfeba rozhodovani, kolik
posddek mé mit v dané denni dobé v pohotovosti stanice zdravotnické
zachranné sluzby. Pokud je pfipadi, ke kterym se vyjizdi, malo, staci
jedna posadka. Pokud se ale stava, ze se vyskytne vice piipadd kratce
po sobé, je nutné mit k dispozici vice posadek, aby dojezdovy Cas ztistal
priméfeny. Samoziejmé neni mozné védét, kolik pripadi se objevi zitra,
za mésic, za rok, muzeme se vSak na pocet pripadd divat jako na na-
hodné ¢islo a zafidit se podle toho. Dalsim piikladem miize byt budovani
protipovodiniovych hrazi: jak vysoka musi byt hréz, aby v jednom roce
pretekla s pravdépodobnosti nejvyse jedno promile?

Klasicka pravdépodobnost

Nejjednodussi situaci pri studiu ndhody je, kdyz uvazujeme pouze ko-
neény pocet moznych vysledki experimentu (takzvangch elementarnich
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jevil), pfi¢emz jsou vSechny vysledky stejné mozné a zadny neni zvy-
hodnén ani znevyhodnén. MnoZinu v8ech moZnych (navzdjem rtznych)
vysledkl ozna¢ime Q = {wy,...,wy}, kde jednotlivd w; jsou elementarni
jevy. Pravdépodobnost jevu A, kterému odpovida k ruznych elemen-
tarnich jevu, tj. A = {wi,,...,w;, }, je potom k/n, tedy podil poétu
elementarnich jevi priznivych jevu A a celkového poctu elementarnich
jevi.

Ucebnicovym piikladem je hod Sestisténnou kostkou: moznych vy-
sledkt hodu je celkem 6, Q = {1,...,6}, a pfedpokladdame-li férovost
kostky, ma kazdé ¢islo (kazdy elementarni jev) pravdépodobnost 1/6.
Pravdépodobnost néjakého jevu, napiiklad A = {na kostce padne liché
¢islo}, je pak rovna 3/6, protoze celkem tfi elementdrni jevy jsou piiz-
nivé jevu A. Podobnym zptisobem miiZeme popisovat situace jako hazeni
minci, hod tfemi kostkami, tahani micki z urny a podobné.

Geometricka pravdépodobnost

S uvedenym postupem uz si nevystac¢ime, pokud je celkovy pocet
moznych vysledkti nekoneény. Postup ovSem miizeme jednodusSe upra-
vit pro situace, kdy se daji mozné vysledky experimentu popsat body
v néjaké souvislé podmnoziné primky, roviny ¢i trojrozmérného prostoru
atd., pficemz opét zadné vysledky nejsou zvyhodnény ani znevyhodnény.
Ozna¢me tuto mnozinu opét Q. Pravdépodobnost néjakého jevu A C Q)
je potom rovna podilu velikosti A ku velikosti 2, kde velikosti mnoziny
myslime napfiklad jeji délku, plochu ¢i objem, podle dimenze mnoziny 2.

Uvazme priklad ze zivota: jdete po ulici, v ruce mate klice od domu
a zrovna kdyz prekracujete viko kanalu, klice vam vypadnou z ruky
(zdkon schvalnosti). Jaka je pravdépodobnost, Ze kli¢e cinknou o kanél?
Pro acely naseho piikladu budiz kanél tvoren nekone¢nou periodickou
miizi se ¢tvercovymi otvory o délce strany 1 jednotka a nulovou tloustkou
ty¢i. Klice jsou, matematicky vzato, kulicka o poloméru a jednotek, kde a
je kladné ¢éislo mensi nez 1/2, a padaji z vysky kolmo na m¥iz v ndhodném
misté. Obr. 1 ilustruje tuto (idealizovanou) situaci.

Protoze je miiz periodickd, omezime se v nasledujici ivaze jen na
jeden ¢tverec, tedy @ = [0,1] x [0,1]. Skute¢nost, ze klice upustime
v ndhodném misté, pro nas znamend, ze stied kulicky (kli¢t) se nachazi
na nadhodném misté v uvazovaném cCtverci, pficemz zadna pozice neni
pravdépodobnéjsi nez jiné. Elementarni jev w; € 2 tedy urcuje pozici
stfedu kulicky a tim cely vysledek experimentu. Ziejmé klice o kanal
cinknou, pokud se stfed kulicky nachéazi blize k hrané ¢tverce nez je
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jeho polomér a, viz obr. 2. Na ném Seda plocha vyznacuje pozice stfedu,
které jsou priznivé cinknuti. Spocitat je ale nemizeme, je jich nekonec¢né
mnoho. Protoze vsak zadnd pozice neni preferovana, vyuzijeme misto
toho plochu mnoziny pfiznivych vysledkt. Plocha celého ¢tverce (vSech
moznych vysledkt) je 1 ¢tvereéni jednotka, plocha mnoziny pfiznivych
vysledkt je 1 — (1 — 2a)? = 4a(l — a), viz obr. 2. Pravdépodobnost, Ze
klice cinknou, je tedy 4a(1 — a).

AY

Obr. 2: Zakresleni pfipadu, kdy kli¢e cinknou o kanél

Nahodna tétiva

Pomoci geometrické pravdépodobnosti je mozné fesit celou radu za-
jimavych otdzek. Nés ted bude zajimat nésledujici situace. Vezmeme
kruznici o jednotkovém poloméru, v niz je vepsany rovnostranny troj-
thelnik AABC. Néhodné zvolime tétivu, kterd tuto kruznici protina.
Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy uvnitt kruznice je vétsi nez
délka strany vepsaného rovnostranného trojihelniku? Tuto otazku po-
prvé polozil Joseph Bertrand v roce 1889 ve své knize [I]. Mezi ¢eskymi
zdroji mtzeme doporucit naptiklad [2, s. 20]. UkadZzeme si t¥i zptisoby
feSeni nasi otazky.
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Prvni zpusob

Tétiva protinajici nasi kruznici je urCend dvéma pruseciky Pi, P;
s kruznici. Protoze ve skutecnosti zalezi jen na vzajemné poloze obou
prusecikil, prvni z nich umistime pevné do bodu A = P; a druhy pruse-
¢ik P umistime nahodné na kruznici. Situaci znazoriiuje obr. 3. Tétiva
je delsi nez strana trojuhelniku ABC pravé tehdy, kdyz prasecik P, lezi
na oblouku kruznice mezi body B, C. Tento oblouk zabira presné tfetinu
obvodu kruZznice, proto hledana pravdépodobnost je 1/3.

A:P1

B
Obr. 3: Tétiva urcend dvéma pruseciky s kruznici

Druhy zpusob

Tétiva protinajici nasi kruznici je ur¢ena svou orientaci a vzdalenosti
od stfedu S nasi kruznice. Protoze celd situace nezavisi na otoceni kolem
stfedu kruznice, budeme vybirat takovou tétivu, kterd je rovnobézna
se stranou BC' vepsaného trojuhelniku, tedy kolmé na tsecku SD, viz
obr. 4. Tim je urcend orientace tétivy. Nyni sta¢i vybrat nahodné polohu
stfedu tétivy na usecce SD.

A

Obr. 4: Tétiva uréena vzdalenosti od stfedu kruznice

Roénik 94 (2019), ¢islo 2 15



MATEMATIKA

Oznac¢me K prusecik usecek BC a SD. Vybrana tétiva bude delsi
nez strana trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz ndhodné vybrany stied
tétivy bude lezet blize stfedu kruznice S nez bod K, viz opét obr. 4.

Protoze bod K lezi pfesné v poloviné tsecky SD, je hledand pravdépo-
dobnost 1/2.
Treti zpusob

Délka tétivy protinajici nasi kruznici je ur¢ena polohou svého stiedu 7'
Ziejmé takova tétiva je kolma na tsecku T'S, viz obr. 5. Vyberme tedy
nahodné bod T uvnitf kruhu, jehoz hranici tvofi nase kruznice. Obr. 5
ukazuje, ze vybrana tétiva bude delsi nez strana trojihelniku ABC praveé
tehdy, kdyz jeji stied T lezi uvnitf kruznice vepsané trojihelniku ABC.
Protoze jeji polomér je roven poloviné poloméru nasi piivodni kruznice, je
plocha kruhu uréeného kruznici vepsanou trojihelniku ABC' étvrtinou
plochy kruhu urcéeného kruznici opsanou trojuhelniku ABC. Hledana
pravdépodobnost je tedy 1/4.

A

N

Obr. 5: Tétiva urcend polohou svého stredu

S

Bertranduv paradox

Uvedenymi postupy jsme dostali celkem ti¥i rozdilné odpovédi. Na
prvni pohled neni jasné, kterd odpovéd je spravnd, proto se tato tloha
tradi¢né oznacuje slovem ,,paradox®. Znamena to, ze jsme udélali néja-
kou chybu? Neudélali, vSechny tii odpovédi jsou spravné.

Jak je to mozné? Jadro pudla je v tom, Ze v zadani tlohy jsme neur¢ili,
jaky zpisob vybirani ,ndhodné tétivy“ mame na mysli. Proto jsme mohli
uvazovat tfi rizné zpusoby, jak tétivu ndhodné vybirat. Tyto zpusoby
ale nejsou rovnocenné — nékteré tétivy maji vétsi Sanci byt vybrany
jednim zptisobem nez jinym. Jinymi slovy, ze zadani tlohy neni jasné,
jaky pravdépodobnostni model (zptisob vybéru ndhodné tétivy) mame
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zvolit. Abychom byli schopni na zadanou otazku odpovédét, musime si
néjaky model vybrat. Nase odpovéd pak bude sprdvnd v rdmci tohoto
modelu. Je ovSsem mozné zvolit i jiné modely a v jejich ramci mohou byt
spravné jiné odpovédi. V predchozich odstavcich jsme popsali tii rizné
modely (zpisoby vybéru ndhodné tétivy), ale je urcité mozné vymyslet
i jiné modely, které povedou k jinym vysledkum.

Tuto nejednoznacnost muze byt tézké si predstavit v pripadé, kdy
mame nekoneéné mnoho moznych vysledk. Mtzeme si ale predstavit
jednodussi situaci s koneénym pocétem moznych vysledkii: ndhodné vy-
bereme ¢islo mezi 1 a 12, jaka je pravdépodobnost, ze to bude ¢islo 127
Pokud napiiklad hdzime dvanactisténnou kostkou (ano, i takové se vy-
rabéji), jsou vSechna &isla stejné pravdépodobna a odpovéd je, Ze prav-
dépodobnost vybrani éisla 12 je 1/12.

Co kdyz ale misto toho vybirame z klobouku, ktery obsahuje pohma-
tem nerozlisitelné kulicky oznacené Cisly 1 az 12, pricemz ale kazdé sudé
¢islo je na dvou kulickdch? V takovém pfipadé je v klobouku celkem
18 kuli¢ek a pravdépodobnost vytazeni ¢isla 12 je 2/18 = 1/9.

Nakonec muzeme ¢islo vybirat tak, ze hodime dvéma Sestisténnymi
kostkami a hodnoty sec¢teme. Potom ¢islo 12 dostaneme pouze tak, Ze na
obou kostkach padne éislo 6, coz mé pravdépodobnost 1/6 - 1/6 = 1/36.

Opét jsme vidéli tii rizné zptisoby vybirani ¢isla, t¥i rtizné modely pro
y,nahodny vybér ¢isla“. Tyto modely nebyly rovnocenné a vedly k roz-
dilnym odpovédim. Pokud tedy neni uz pii zadani otazky urceno, jak
vybér probih4, neni mozné jednoznacéné ¥ici, co je spravna odpovéd.

Literatura
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19 Gloh pre rok 2019

Dusan Jedindk, Trnava

1. Stanovte, kolkymi nulami kon¢i &islo, ktoré je sti¢inom prvych 2019
prvocisel.

2. Stanovte pocet prirodzenych é&isel od 1 do 10°, ktoré kondia stvor-
¢islim 2019.
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3. Stanovte ¢iselnt hodnotu zlomku

20182
(20192 — 20172)°

4. Na o¢islovanie vSetkych stranok encyklopédie (prirodzené ¢isla od 1)
sme pouzili spolu 2019 éislic. Stanovte, kolko stran mé tato encyklopédia.

5. Stanovte poslednt cifru éisla 2019201 4+ 19 vyjadreného v desiat-
kovej ¢iselnej stustave.

6. Stanovte prvu ¢islicu najmensieho prirodzeného ¢isla, ktorého sucet
¢islic je 2019.

7. Stanovte Cislicu, ktora bude na 2019. mieste od zaciatku, ak po-
stupne zapisujeme za sebou prirodzené ¢isla: 123456789101112131415.. .

8. Stanovte ciferny sucet ¢isla 201920192019.. ., ktoré ma 2019 cifier.

9. Stanovte hodnotu vyrazu

1+ ! 1+ ! 1+ L 1+ ! 1+ ! 1+ =
2 3 4) 2017 2018 2019 /-
10. Stanovte zvysok po deleni ¢isla 10201 ¢islom 15.

11. Stanovte posledni cifru desatinného rozvoja éisla 572019,
12. Stanovte ¢iselntt hodnotu vyrazu

1 1 1 1 1 1
1273373527 " 2016 2007 T 20172018 | 2018 2010°

13. Stanovte ¢iselntt hodnotu vyrazu1+2—-3—-4+5+6—-7—8+
+9+10—-11—-12+... 42017+ 2018 — 2019.

14. Stanovte posledné dve cifry é&isla 32°19 zapisaného v desiatkovej
ststave.

15. V uéebnici je oéislovanych 2019 stran (prirodzené éisla do 2019,
vratane). Stanovte, kolkokrat sa na tychto o¢islovanych strankach vy-
skytuje c¢islica 9.

16. Stanovte, kolko prirodzenych ¢isel mensich nez 102019 mé ciferny
sucet 3.

17. Najdite vsetky rozne trojice prirodzenych ¢isel z < y < z, ktoré
su riesenim rovnice = - y - z + 6 = 2019.

18. Stanovte zvysok po vydeleni ¢isla 20192 + 32019 + 2019 é&islom 9.

19. Stanovte poslednt é&islicu éisla, 22017 . 32018 . 72019,

Vysledky uloh naleznete na str. [60.

18 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Jak zatadi vlak

Eduard Subert, Praha

Urcité jste uz nékdy jeli vlakem. Takovy vlak, ten nejezdi jen pfimo
rovné, jezdi i do zatacky. Ale jak to vlastné je mozné, ze vlak v kazdé
zatacce nevykoleji?

Problém se zatacenim je ten, Ze vnitini kolo soukoli musi vzdy v za-
tacce urazit kratsi vzdalenost nez to vnégjsi (obrlIh), jinak zato¢it nelze.
To je jiné nez pfi jizdé po rovince, kdy obé kola ujedou vzdy presné
stejnou vzdalenost (obr. [Tal).

l 12
(a) Pfim4 draha. Obé kola urazi (b) Zatacka. Vnitini kolo urazi kratsi
stejnou vzdélenost ¢ vzdalenost nez vnéjsi, {1 < {2

Obr. 1: Rozdil mezi jizdou po rovince a jizdou do zatacky

Dokazeme vyrobit soukoli, jehoz kola urazi kazdé jinou vzdalenost?
Naptiklad by se vnitini kolo mohlo otacet pomaleji nez to vnéjsi. Takhle
tfeba diky diferencidlu zatac¢i automobil. Ale u vlaku to nejde, obé kola
jsou totiz pevné spojend napravou. Kdyz se to¢i jedno kolo soukoli, tak
se presné stejné toci i to druhé.

Dalsi moznosti je udélat jedno kolo mensi nez to druhé, pak za jednu
otocku soukoli urazi mensi kolo kratsi vzdédlenost (obr. ). To je vyborné
na zataceni, ale zase takové soukoli doslova nemiize jet rovné.

Mozna vas napadlo, ze by bylo dobré mit po rovince obé kola stejné
velka, a pak do zatacky to vnitini o néco zmensit. Mozna vas také na-
padlo, Ze to je hloupost, Ze kola takhle ménit velikost nemtzou. Ale to
byste se mylili! Tedy alespoii v tom, Ze je to hloupost.

Kola vlaku totiz nejsou valcova, nybrz kuzelovita. To nic nezméni,
dokud vlak jede po rovince (obr. [Bal), ale jakmile vjede do zatdcky, tak
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Obr. 2: Zatacejici soukoli s jednim vét$im kolem nez druhym

setrvacnost vytla¢i ndpravu smérem ven ze zatacky, a to zpusobi, ze
prufez nad kolejnici ma u vnéjsiho kola vétsi primér nez u vnitiniho
kola (obr.[3h]). To funguje v podstaté stejng, jako kdyby bylo vné&jsi kolo
vétsi nez to vnitini, a tak vlak zatoc¢i. Po prijezdu zatackou se naprava
vrati do ptvodni pozice, oba priufezy maji zase stejny primeér a vlak
pokracuje rovné.

| el

(a) Pfim& dréha. U obou kol jsou (b) Zatacka. Pruafez u levého kola je
stejné velké prurezy £ mensi nez u pravého kola, £ < {2

Obr. 3: Soukoli vlaku pi¥i jizdé po rovince a do zatacky

Tento princip drzi vlak na kolejich za vSech okolnosti, at uz jede ne-
prilis prudkou zatackou, nebo po rovince. Pokazdé, kdyz se vlak vychyli
z koleji, tak se prufez u spravného kola zvétsi a vlak se vrati zpét do
rovnovahy. Proto je z pohledu vlaku vlastné jedno, jestli koleje vedou do
zatacky nebo rovné, vidycky se drzi na kolejich, a proto se pry odborné
nazyvaji zatacky na kolejich ,,oblouky*.

Za domaci kol si mizete rozmyslet, co by se stalo, kdyby byla kola
vlaku na napravé opacné, tedy mensi konce komolych kuzeltt dovnit¥
a véts! ven. Spravnou odpovéd najdete ve videu ,,Jak zat4ci vlak“ na
YouTube kanalu ,Na ubrousek® [I].

Literatura

[1] Subert, E.: Jak zatdéi vlak? Na ubrousek, 2016
https://eduardsubert.com/jak-zataci-vlak.
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Redeni Glohy MO krajského kola kategorie C

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha

Abstrakt. Nejen pro fesitele 68. roéniku matematické olympiddy je urcen
tento prispévek, v némz predstavime feseni 2. dlohy krajského kola katego-
rie C, které se konalo 2. 4. 2019. Kromé autorského feseni zvefejnime i dvé
velmi pékné studentska feseni. Nasli se i dalsi reSitelé, ktefi za tlohu ziskali
plny pocet bodu. Opravujici tlohy, autorka tohoto pfispévku, subjektivné vy-
hodnotila zde prezentovand FeSeni jako nejelegantnéjsi.

Uloha 2: Jaky je nejmensi mozny soucet étyi pfirozenych &isel takovych,
ze dvojice vytvorené z téchto Cisel maji nejvétsi spolecné délitele 2, 3,
4, 5, 6 a 9?7 Uvedte piiklad vyhovujici ¢tvefice s takovym soudtem a
zduvodnéte, pro¢ neexistuje vyhovujici ¢tvefice s mensim souctem.

(Tomas Jurik)
Autorské reseni

Dejme tomu, Ze mame Ctyfi ¢isla s pozadovanymi vlastnostmi. Protoze
praveé tii dvojice maji sudého nejvétsiho spoleéného délitele, jsou prave
tfi z nich sudé a jedno liché (nemohou byt vSechna sud4 a dvé sud4 jsou
na tfi sudé spoleéné délitele mélo). Oznaéme t¥i sudé ¢éisla a, b a c tak,
Ze pro jejich nejvétsi spolecné délitele s lichym éislem d plati (d,a) = 3,
(d,b) = 5, (d,¢) = 9. Odtud pak vychdzi, ze suda ¢isla a, b, ¢ jsou
postupné nasobky &isel 6, 10, 18 a &islo d je nutné nasobek 45. Cisla a,
¢ maji spoleéného délitele 6, takze nutné plati (a,c) = 6. Hodnoty (a, b)
a (b, ¢) jsou proto v n&jakém poradi ¢isla 2 a 4. Mame tak dvé moznosti:
Cisla a, b jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, ¢, d jsou postupné nasobky
¢isel 12, 20, 18, 45. Takovato vyhovujici ¢tvefice mé nejmensi soucet
12 4 20 + 18 4 45 = 95. Cisla b, ¢ jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, c,
d jsou postupné nasobky ¢isel 6,20, 36, 45. Takovato vyhovujici ¢tvefice
ma nejmensi soucet 6 + 20 + 36 + 45 = 107. Nejmensi mozny soucet je
tudiz 95, ¢emuz odpovida Ctvetice 12, 20, 18, 45.

Reseni Filipa Olivera Klimoszka z Gymnézia Jana Keplera

1. Jestlize maji mit dané dvojice nejvétsi spolecné délitele 2, 3, 4, 5, 6,
9, musi mit vzdy dané dvojice spolecné ¢asti prvociselného rozkladu
2,3,2-2,5,2-3, 33 a nic jiného.
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2. Oznacme si hledana ¢tyfi prirozena cisla a, b, ¢, d.

3. Pfi blizsim zkoumaéani pozadovanych prvociselnych rozkladu zjistime,
7e budeme ,rozdélovat® prvocisla 2, 3 a 5. Utvofime si proto tabulku:

2 3

5
NITRERN
0

0

I

0 Il

Obr. 1: Tabulka, kam dopliiujeme pocet vyskytt prvocisel 2, 3, 5 v prvoci-
selnych rozkladech ¢isel a, b, ¢, d

Vime, ze dvé ¢isla musi mit spolecnou ¢ast 2 - 2. Necht jsou to bez

1jmy na obecnosti ¢isla a a b.

Musime vytvofit spole¢nou ¢ast prvociselného rozkladu néjakych

dvou d¢isel rovnou dvéma. Nemuzeme dat 2 do kazdého disla, pak

by neslo vytvorit nejvétsi spoleény délitel 9. Zaroven nelze pouzit

znova dvojici a, b, proto do jednoho z ¢isel ¢, d dame jednu dvojku.

Do druhého nedame zadnou.

Obdobné budeme rozdélovat ¢islo 3. Zde vime, Ze jedno z ¢isel, které

bude obsahovat 3 - 3 je d, protoze jinak by nebylo mozné vytvorit

deélitele 9. (V ¢islech a, b i ¢ je vzdy alespoii jedna dvojka.) Zaroven

vime, Ze ¢isla a a b nemohou obsahovat obé zaroveri trojku. (Jinak

by neméla nejvétsi spoleény délitel 4). Necht bez Gjmy na obecnosti

a neobsahuje 3.

Cislo a je zatim schopno mit nejvétsiho spole¢ného délitele rovného

Gtyfem s b a rovného dvéma s c. Ale potfebuje jesté jiného nejvét-

siho spole¢ného délitele s dalsim ¢islem. Jedind moznost je délitel 5

s ¢islem d. Zadné dalsi pétky uz neni zapotiebi.

Jiz znédme ¢islo a = 20 a d = 45. Nyni mame dvé moznosti:

(a) Cislo b bude obsahovat 3 -3 a ¢islo ¢ bude obsahovat 3, pak
b=36ac=6.

(b) Cislo b bude obsahovat 3 a ¢islo ¢ bude obsahovat 3 - 3, pak
b=12ac=18.

Jelikoz 36 4+ 6 > 12+ 18, pouzijeme pro vypocet nejmensiho souctu

b=12ac=18.

4. Vyhovujici ¢tvetice je 12, 18, 20, 45 a jeji soucet je 95.
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Reseni Martina Dedka z Mensa gymnéazia

Reseni Martina Dedka je velmi podobné autorskému feseni. Navic ale
vhodné vyuziva zakresleni situace do grafu.

Jelikoz nékter! NSD (nejvétsi spolecni délitelé) jsou liché disla, ne-
mohou byt vSechna hledand ¢isla suda. Tudiz jedno ¢islo je urcité liché,
ozna¢me ho b. A zbyld tii ¢isla? Mdme 3 sudé NSD a s lichym cis-
lem nelze mit NSD sudého. Tudiz zbyla tii ¢isla jsou suda. Mezi dvéma
sudymi Cisly je NSD také sudy, takze b ma NSD s ostatnimi ¢isly liché
(doplnime 3, 5, 9 do obréazku).

a —3 b
5
9
6
d c
Obr. 2: Graf, kde vrcholy jsou hledana ¢isla a hrany jsou oznaceny NSD pri-
slusnych dvojic vrchol

Jelikoz hledame ¢isla s minimalnim souétem, je b rovno nejmensimu
spoleénému nasobku svych déliteld 3, 5, 9, tj. b = 45. Cislo a je délitelné 3
a je sudé a Cislo ¢ je délitelné 9 a je sudé. Nutné tedy NSD(a,c) = 6.
Nyni uz jen zjistime, zda a + ¢ je v&tsi pro moznost, kdy NSD(a, d) = 2
a NSD(d, ¢) = 4, nebo NSD(a,d) = 4 a NSD(d, ¢) = 2.

6 —— 45 12 —5— 45

) 6 5 9 6 5 9
4

20 —5—3% 5 ——18

Obr. 3: Dvé mozné ¢tverice zakreslené do grafu spolu s odpovidajicimi NSD
Nejmensi mozny soucet je 95, a to pro ¢isla 12, 18, 20, 45.
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Vazeni zemékoule |l

Zdenék Drozd, Marie Snétinovd, Katevina Zilavd, MFF UK, Praha

V prvni ¢asti tohoto ¢lanku (v minulém ¢isle) jsme vés seznamili s gra-
vita¢nimi vahami, které jsou umistény v poslucharné T2 na Matematicko-
-fyzikalni fakulté UK v Praze-Troji. Vénovali jsme se také historii Caven-
dishovych torznich vah, které byly pro tuto aparaturu predlohou. Nyni
ukézeme, co a jak lze témito vahami zmérit.

Parametry Cavendishovych vah

Vratme se k obrazktm z pfedchoziho dilu élanku (obr. 1) a popiSme
si nase vahy podrobnéji.

Obr. 1: Cavendishovy vahy

Jejich parametry jsou nasledujici:

zdvés: molybdenové vlakno o délce [ = 0,4 m a priameéru ¢ = 30 um;

velké koule (olovéné): hmotnost kazdé koule m; = 18,80 kg, polomér
R =0,0750m;

torzni kyvadlo: kulicky o hmotnostech ms = 0,0065 kg a poloméru
r = 0,009 m spojovaci tycka o hmotnosti m¢ = 0,006 5 kg, pfiCemz
vzdalenost stiedd kulicek od sebe je a = 0,276 m;

vzddlenost stredd koull (velkd-mald): b = 0,096 5 m;

vzddlenost stredu zrcdtka umisténého na zavésu torzniho kyvadélka od
znacky ,,0“ na protéjsi sténé poslucharny: L = 9,12 m;

odchylka laserového paprsku odrazeného od zrcatka na zavésu kyvadélka
méfend od kolmice ke stupnici v bodé ,,0¢: o = 36°.
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Vétsina hodnot je pfevzata z [1], kde jsou uvedeny i chyby méfeni.
Vzhledem k tomu, Ze poslucharna T2 prosla v minulych letech rekon-
strukci, bylo nutné vahy demontovat a opétovné do poslucharny insta-
lovat. Pfitom se samoziejmé zmeénily nékteré parametry vici tém, které
jsou uvedeny v [1]. Nové parametry vah, které jiz nebylo mozné z prace
[1] pfevzit, zmétila Katefina Zilava.

Urceni direkéniho momentu vldkna

V prvni ¢asti ¢lanku jsme si predstavili dilezitou veli¢inu — direk¢ni
moment vldkna D. Zname-li direkéni moment, vime, k jak velkému sto-
¢eni vladkna dojde vlivem piuisobeni vnéjsiho momentu sil M. (V nésledu-
jicim textu budeme uvaZovat pouze velikosti danych fyzikalnich veli¢in
a nebudeme to nadéle zdtiraziiovat.)

Mezi vyslednym vnéjsim momentem sil M a stofenim (zkroucenim)
vlakna ¢ plati vztah

M = —De. (1)

Tento vztah fika, Ze vlakno se brani zkrouceni a m4 snahu vratit se zpét
do pivodniho stavu. Vztah () plati pouze v pfipadé elastické deformace
vlakna. P¥i nepatrnych stoc¢enich, ktera prichazeji v itvahu u Cavendisho-
vych vah, bude deformace vldkna vzdy elasticka.

Nyni napiSseme rovnici, ktera popisuje pohyb torzniho kyvadla, tedy
nasi ,,¢inky“ na vlakné. Vyjdeme pfitom z toho, co bezpochyby zna kazdy
student, ktery na stfedni skole absolvoval vyuku mechaniky — z druhého
Newtonova zékona neboli zdkona sily. Ten mzeme napsat ve tvaru

F = ma. (2)

Ted jste mozné zpozornéli a Fikite si, jestli se ndhodou neodchylujeme
od tématu. Druhy Newtonav zédkon prece nepopisuje pohyb, ktery vyko-
navéa torzni kyvadlo. Kdyby slo napf. o vozik, bylo by to néco jiného, ale
tycka s kulickami na dratku...? Hloubka Newtonovych pohybovych za-
konti je ale velika. Druhy Newtontv zakon nas pfece jenom k torznimu
kyvadlu dovede. Pouzijeme analogii mezi posuvnym a rota¢nim pohy-
bem, kterou ur¢ité zndte (i kdyz si ji tieba pravé ted nevybavujete).
Zacneme tim, Ze si pfipomeneme fyzikalni vyznam veli¢in vystupujicich
v zékonu sily. F' predstavuje vyslednici sil, které zvenc¢i puisobi na néjaké
téleso (tfeba na vozik). Pismenem a jsme oznadili zrychleni, které vozik
diky pusobici sile ma. Dostali jsme se k ,,okridlené“ formulaci: ,, Kdyz
sila, tak zrychleni.“ V rovnici (2] vystupuje jesté jedna veli¢ina, a to m.
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Je to hmotnost urychlovaného télesa. Hmotnost v nasem kontextu vyja-
dfuje nechut télesa ménit rychlost.

Pokud se téleso nemiize pohybovat translaénim (posuvnym) pohybem,
ale je schopno otacet se okolo néjaké osy, coz je zrovna pripad naseho
torzniho kyvadla, bude situace nésledujici: Ptsobi-li na néj (vysledny)
moment sily M, zacne se roztacet. Moment sily ma, jak vite, otacivy
ucinek. Je to analogie vyslednice sil, ktera rozjizdi vozik. Diky momentu
sily M ziskava torzni kyvadélko dhlové zrychleni e. Torzni kyvadlo ma
také nechuf roztacet se. Tuto nechut popisuje moment setrvacnosti J.
Zapamatujte si tuto nazornou ,definici“ momentu setrvacnosti. Pomuze
vam 1épe pochopit nékteré fyzikalni déje. Takze jesté jednou: ,,Moment
setrvacnosti vyjadiuje nechut télesa roztacet se“ (nebo presnéji: ménit
thlovou rychlost). Nyni tedy miiZzeme napsat novou rovnici pro torzni
kyvadélko, kterou jsme pravé vyvodili pomoci analogii mezi posuvnym
a rota¢nim pohybem:

M = Je. 3)

Za moment sily dosadme z rovnice (). Ziskdme vztah:
— Dy = Je. (4)

Nyni si dovolime pouzit ,,trosku“ diferencialniho poétu. Pokud si s nim
prilis (nebo viibec) nerozumite, preskocte v Cetbé k rovnici (I0J).
Uhlové zrychleni mtizeme zapsat jako druhou derivaci thlu ¢ podle
¢asu (thel ¢ je, jak jisté tusite, funkci ¢asu). Rovnici (@) tedy mizeme
napsat také takto:
— Dy = Jg. (5)

Pro zapis derivace podle ¢asu jsme pouzili tecku nad znakem ¢. Dvé
tecky tedy znamenaji druhou derivaci podle ¢asu (takovy zépis ¢asové
derivace je ve fyzice pomérné bézny). Rovnici jesté malinko upravime:

p=-"p (6)

Této rovnici budeme fikat pohybovd rovnice torzniho kyvadla. Co je jejim
feSsenim? Je to néjaka funkce ¢asu, oznacena ¢, kterou kdyz dvakrat
zderivujeme podle ¢asu, ziskdme tutéz funkci, ale nasobenou néjakou
konstantou se znaménkem minus. Vymyslite néjakou takovou funkci?
Napadne vas jich mozna hned nékolik. Zkusme tieba:

© = coswt. (7)
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Po dvojim derivovani podle ¢asu dostaneme

¢ = —w? coswt, (8)

neboli
¢ = —wo. (9)

Porovnanim rovnic (@) a (@) zjistime, Ze
w?==. (10)

Postup, ktery jsme pravé provedli, byl vlastné feSenim diferencidlni
rovnice. Byl to trochu zvlastni zptisob feseni — uhadli jsme ho.

Ve veli¢iné w jste asi poznali tzv. uhlovou frekvenci, pro kterou plati
w = 21 f, neboli

w=—= (11)

kde T je perioda, se kterou kmitd nase torzni kyvadélko. Pokud tuto
periodu zméfime, ziskame vztah pro direkéni moment vlakna D:

D=—J (12)

K urceni direkéniho momentu tedy potfebujeme znat periodu kmit torz-
niho kyvadélka a jeho moment setrvacnosti .J.

Pravé jsme se dostali na prvni rozcesti na cesté k cili — ke zméreni
gravitacni konstanty G, a tedy také ke zvazeni zemékoule. Na tomto
rozcesti se musime rozhodnout, chceme-li pocitat co nejpresnéji, nebo
si dovolime néjakd malad zanedbani, coz bude znamenat zjednoduseni
vypoctu. Zvolime cestu zjednoduseni. Chcete-1i pocitat presnéji a text je
vam srozumitelny, jisté to zvladnete sami.

Prvni pfiblizeni zde bude znamenat to, ze ponékud zjednodusime vy-
pocet momentu setrvac¢nosti kyvadélka. Nebudeme uvazovat hmotnost
spojovaci tycky. Zapocitame tedy jenom moment setrvacnosti kulicek
o hmotnosti my. Vysledkem bude:

J = 2my (g)Z (13)

kde a/2 je vzdalenost stfedu kulicky od osy otéceni kyvadélka.
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Vysledny vztah pro direkéni moment tedy je:

2 2 2

D= 4Ti22m2 (g) =2 (%) maa®. (14)
Zmérit periodu T’ lze pomérné snadno. Perioda je totiz dosti dlouha
(okolo 230 s). Neméfime ji ale tak, ze bychom sledovali pfimo torzni
kyvadélko. Jeho pohyb si prohlizime na opacné strané poslucharny, kde
se pohybuje stopa laserového paprsku odrazeného od zrcatka na zavésu
kyvadélka. Tento pohyb je, na rozdil od primého pozorovani kyvadélka,
dobfe viditelny a zméfeni periody je docela snadné. Vypocet direkéniho

momentu je potom jiz také snadny.

Meéreni gravitaéni sily

Nyni prejdeme k samotnému méfeni sily, kterou na sebe pisobi velka
koule a kuli¢ka vahadélka. To spocivéa ve dvou krocich.

Nejprve opatrné pretocime drzak s velkymi koulemi tak, aby se dotkl
zarazky, kterd vymezuje jeho krajni polohu. Na kazdou z kulic¢ek ptisobi
gravitadni sila (ve vysledku jde o dvojici sil), kterd nepatrné stoéi torzni
kyvadélko. Na protéjsi zdi pozorujeme pohyb stopy laserového paprsku.
Ta pomalu kmitd a nasim tikolem je nalézt bod (rovnovaznou polohu),
okolo kterého toto kmitani probiha. Peclivé sledujeme krajni body vy-
chylky stopy paprsku a urc¢ujeme stted jejich spojnice. Kdyz jsme hotovi,
tento bod oznac¢ime a presuneme drzak s koulemi do druhé krajni po-
lohy. Nyni na vahadélko ptisobi dvojice gravitac¢nich sil, které se jej snazi
stocit na druhou stranu. Projevi se to tim, Ze stopa paprsku na zdi se
kmitavym pohybem pomalu pfesouva a kmita okolo nové rovnovazné po-
lohy. Tu opét peclivé uréime. Nakonec zjistime, o jakou vzdalenost Ax se
rovnovazna poloha posunula. V tomto tdaji je skryta informace o tom,
jak se diky ptisobicim momentim gravitacnich sil zkroutilo molybdenové
vlakno, na kterém je vahadélko zavéseno a jehoz direkéni moment jsme
predtim urdili. Je to kli¢ k nalezeni velikosti gravitacnich sil mezi velkymi
koulemi a malymi kulickami.

Situace je schematicky, ve zna¢ném nepomeéru ke skutecnym velikos-
tem, znézornéna na obr. 2. Uvédomte si, Ze vzdéalenost L je priblizné
9 m, zatimco posunuti Az je asi jenom 4 cm. Tmavéji je v obrazku zna-
zornéno vahadélko v situaci, kdy jsou velké koule v jedné krajni poloze,
svétleji v poloze druhé. Skutecné stoceni vldkna je znazornéno thlem .
Odrazeny parsek se pfitom stocil o thel 2¢ (o ¢ se zvétsil thel dopadu
paprsku na zrcatko, o stejny thel se musel zvétsit i thel odrazu). Oblouk,
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ktery opsal konec paprsku o délce L, mizeme v daném pripadé povazovat
za useCku s délkou L - 2. Tato ,Gsecka“ (ve skutecnosti ¢dst kruznice)
svira se sténou uhel a. Pro vzdalenost Az tedy plati nasledujici vztah:

2Ly

cosa

Az

(15)

A

[\e]
S
S
'
[l
j
|
o

&

Obr. 2: N4acrt situace popisované v textu — staceni vahadélka vlivem gravitac-
nich sil

Podivejme se nyni na obr. 3, ktery znazornuje gravitacni sily ptisobici
na vahadélko (resp. na jeho kulicky) v jedné z krajnich poloh. V tomto
okamziku stojime na druhém rozcesti, na kterém si budeme muset vy-
brat, jestli chceme pocitat s vétsi presnosti, ale slozitéji, nebo jestli pro-
vedeme opét néjaké zanedbani. Zvolime druhou z naznacenych moznosti.
Budeme uvazovat pouze pusobeni blizsi velké koule na kazdou z kulicek.
Pokud byste chtéli zapocitat i piisobeni kouli vzdéalenéjsich, muzete se

o to pokusit samostatné. (Zpiesnéni vysledku ale nebude pfilis vyrazné.)

Obr. 3: Sily pusobici na vahadélko v jedné z krajnich poloh
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Kazda z velkych kouli piisobi na vahadélko momentem sily o velikosti
Fy -d. Pismenem d jsme oznadili polovinu vzdalenosti a, tedy vzdalenost
stfedu malé kulicky od osy otaceni. Po presunuti velkych kouli do druhé
krajni polohy budou ptisobit stejné velké momenty gravitacnich sil, jejich
otacivy ucinek bude ale opacny. Ve vysledku tedy stoceni vldkna o thel
© zptisobil celkovy moment (vnégjsich) sil

M = 4F,d.

Vzhledem k tomu, ze vzdalenost stfedu velké a malé koule v krajni poloze
je b, plati pro kazdou z gravitacnich sil Fj:
mimso

B2

Mezi velikosti momentu vnéjsich sil a stocenim vldkna plati vztah
M = Dy, coz lze s vyuzitim predchoziho zapsat jako

4F,d

4F,d=Dyp = ¢ = D (17)

F,=G

(16)

Po dosazeni do rovnice (15 ziskdme pro Az vztah:

2L 4F,d
Az = _—£& 18
v cosae D (18)

Nyni uz jenom stac¢i dosadit za direkéni moment ze vztahu (I4), za gravi-
tacni silu Fy ze vztahu (I68]) a po malé tpravé ziskdme vyraz pro vypocet
gravitacni konstanty G (nezapomerime, Ze jsme si docasné oznacili a/2
jako d):
G- n2ab® Az cos o . (19)
lelTQ

Méfenim provedenym pro tcely tohoto ¢lanku jsme zjistili, ze:

T =230,2s,

Az =54 cm.

Po dosazeni do vztahu ([6) ziskdvdme G = 6,09 - 10~ N . m? kg2,
Tabulkova hodnota je pfitom G = 6,6 - 10~ N - m?2 - kg~ 2. Kdy# uva-
7ite zjednoduseni, kterd jsme védomé pfi odvozeni vztahu (I8 udélali, a
vezmete v vahu, do jak delikdtniho méreni jsme se pustili, muzeme byt
s vysledkem spokojeni. Pfi méreni s gravitacnimi vahami se vétsSinou,
je-li méfeni provedeno peclivé a s dostatecnou davkou trpélivosti, neod-
chylime od tabulkové hodnoty o vice nez 10 %. P¥i méfeni se musime
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vyporadat s riznymi rusivymi vlivy. Pat¥i mezi né napt. chvéni budovy,
proto je lepsi méfit vecer, nebo v noci. Velmi nepfijemnym rusivym fakto-
rem je pripadny elektricky naboj na soucastech méricich zarizeni. Tento
vliv eliminujeme tim, ze jsou vSechny kovové soucasti vah uzemnény a
pred méfenim celé zarizeni ,postiikame” antistatickym sprejem. Je také
zapotiebi dostatecné dlouho cekat, nez se vahadélko pfesune z jedné
polohy do druhé po pfetoceni drzaku s velkymi koulemi. Momenty sil
jsou totiz velice malé a vahadélko se presouva tomuto faktu primérenou
dobu. Chcete-li tedy ziskat dobry vysledek, bude méfeni trvat tfeba i
vice nez dvé hodiny. Inu. .. experimentalni fyzika je zajimavéa tim, Ze na
vas nastrazi nejednu prekazku, s niz se musite vyporadat a mnohdy si
na vysledek musite dostatecné dlouho pockat.

Zavér

Na zavér bychom méli doplnit to, co jsme slibili v nazvu ¢lanku, tedy
vysvétlit, jak lze Cavendishovymi vahami zvazit zemékouli. Vypada to
totiz, Ze jsme popsali néco jiného — méreni gravita¢ni konstanty G. Krok
od gravitacni konstanty ke hmotnosti Zemé ale jisté snadno dokazete
udélat sami. Jak na to? Newtoniv gravitaéni zdkon muZeme napsat napf.

takto:
mMZ

R}
My zde predstavuje hledanou hmotnost Zemé, Ry jeji polomér, m je
hmotnost néjakého pfedmétu a Fy je gravitacni sila, kterou je tento
pfedmét pfitahovan Zemi, je-li umistén na jejim povrchu (zcela zbyte¢né
ur¢ité pripomindme, Ze tuto silu uréite jako mg). G jsme zméfili, takze
staél z rovnice (20) vyjadiit My, dosadit spravné hodnoty a zemékouli
mate zvazenou.

Checete si méfeni gravita¢ni konstanty, a tedy i vazeni zemékoule vy-
zkouSet sami? Ozvéte se autortim ¢lanku, napf. na adresu redakce ¢aso-
pisu Rozhledy matematicko-fyzikalni, a domluvte se, kdy prijdete. Radi
Vam s méfenim pomuzeme.

F,=G (20)

Literatura

[1] Zilava, M.: Vazeni Zems. Diplomova prace. MFF UK, Praha, 1995.

Roénik 94 (2019), ¢islo 2 31



FYZIKA

Sila a Newtonovy zakony

Jaroslav Reichl, Praha

Abstrakt. Clanek popisuje mozny zpusob zavedeni fyzikalni velidiny sila a
nasledné vysloveni Newtonovych pohybovych zakont v ramci stfedoskolské
fyziky. Metodika popsand v ¢lanku vychazi z bohatych zkuSenosti autora se
stfedoskolskymi zaky i uciteli. Nasledné jsou v ¢lanku prezentovany kvalita-
tivn{ tlohy, které (opét na zdkladé zkusenosti autora ¢lanku) délavaji problémy
jak zakam, tak uéitelim. Obé tyto skupiny ¢tenaia v ¢lanku tedy mohou najit
inspiraci.

Motivace

Chceme-li zvednout ze stolu mobilni telefon, musime na telefon ptiso-
bit urcitou silou. Jestlize chceme stisknout klavesu na klavesnici pocitace
(nebo uréité misto na displeji mobilniho telefonu), musime na pfislus-
nou klévesu (resp. misto na displeji) ptisobit uréitou silou. Jestlize ndm
spadne mobilni telefon na podlahu, ptisobi na néj podlaha pri dopadu
uréitou silou, coz muZe vést k poskozeni displeje (poskrabani, prasknuti).

7 téchto konkrétnich pripadi, které zname vsichni, kdo pouzivame
v 21. stoleti moderni zafizeni, je zfejmé, ze pojem sila je skutecné du-
lezity. Také je zfejmé, Ze se nejednd jen o nezazivnou skolni latku, ale
o praktickou veli¢inu, které je vhodné rozumét. Bez ohledu na platné
Skolni dokumenty, které ucitelim radi a nafizuji, co a jak maji ucit, by
pojmu sila mél rozumét na solidni trovni kazdy stfedoskolak.

Sila

Studiem silovych u¢inki na rizna télesa se zabyval anglicky fyzik, ma-
tematik, astronom a alchymista Isaac Newton (1643-1727). V roce 1687
vydal své stézejni dilo Philosophie Naturalis Principia Mathematica,
ve kterém shrnul své poznatky z dynamiky (¢dst mechaniky zkoumajici
pric¢iny pohybu, kterymi je pravé pusobici sila) a infinitezimalniho po-
¢tu (zéklady diferencidlniho a integralniho po¢tu) nutného pro pfesnéjsi
popis studovanych fyzikalnich jevu.

Drive nez budou uvedeny Newtonovy zakony, je nutné pochopit pojem
sila. Jedna se o vektorovou fyzikalni veli¢inu, k jejimuz plnému popisu je
nutné znat jeji ptisobisté, smeér a velikost. Tak napt. na vozik zobrazeny
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na obr. 1 pusobi tihova sila Fg svisle doli v té€zisti voziku, tahova sila Fi,
kterou je vozik tazen, svird s vodorovnou podlozkou jisty nenulovy tihel
a pusobi na konci oje voziku a také sily F; a Fy, kterymi na vozik ptsobi
silnice a které ptsobi v misté dotyku kol voziku a silnice.

Obr. 1

Pravé uvedeny detailni rozpis je uveden proto, aby bylo zifejmé, Ze sila
je projevem vzajemného pusobens dvou téles (vozik a Zems, vozik a ruka,
vozik a silnice). To znamend, Ze kdykoliv chceme mluvit o sile nebo silu
zakreslovat do obrazku, je nutné znat dvé télesa (,,dva parfaky“), mezi
kterymi dané sila ptisobi. Pokud si tuto skute¢nost uvédomime, stane se
vySetfovani silového ptisobeni téles snadnéjsi tlohou.

Newtonovy zakony

Souvislost sily s pohybem télesa lze odvodit na pfikladu micku, ktery
je polozen na hladkém vodorovném stole. Tuto situaci lze sledovat v tomto
textu teoreticky, ale popisované situace lze téZ snadno realizovat experi-
mentalné.

Na micek ptisobi Zemé tihovou silou Fg, kterd ovsem micek na vo-
dorovném stole do pohybu neuvede. Stejné tak jej do pohybu neuvede
sila Fy, kterou na micek pisobi stil (viz obr. 2a)). (Uvazované dvé sily
lezi na téze pfimce — na obrazku jsou od sebe mirné posunuty, aby byly
obé dobfe patrné.) Vysledn4 sila ptisobici na micek je tedy v tomto pfi-
padé nulova a micek je v klidu.

Aby se micek zacal po stole pohybovat, musi na néj zaptsobit (v nej-
jednodussim pfipadé vodorovnd) sila — napt. tlakova sila ruky F; (viz
obr. 2b)). Pokud chceme micek pohybujici se po stole zastavit, musime
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na néj pusobit opét urcitou silou. Tato sila musi mifit proti sméru po-
hybu micku (viz obr. 2c)). Pokud bychom micek nezastavili, tak by se
pohyboval po stole pomérné dlouho. V pfipadé, Ze by na micek nepiso-
bily zadné odporové a tfeci sily (coz se v béznych podminkach realizuje
velmi $patné), pohyboval by se stéle stejnou rychlosti (micek by tedy ne-
zrychloval, ani nezpomaloval a pohyboval by se stale stejnym smérem).

Stejné tak na micek musi pusobit sila, pokud ma micek zménit smér
pohybu — napf. hodime-li mi¢ek proti zdi. P¥i dopadu micku na zed
pusobi zed na midek uréitou silou a micek zméni smér svého pohybu
(bez ohledu na to, pod jakym thlem na zed dopadl).

Obr. 2

Na zékladé této situace mizeme vyslovit znéni pronitho Newtonova
zdkona — zdkona setrvacnosti: Neptisobi-li na téleso zadna sila nebo jsou-
-li sily puasobici na téleso vzajemné vykompenzovany, pohybuje se téleso
rovnomérné primocafe, nebo je v klidu.

Je dilezité si uvédomit, ze obé charakteristiky pohybu — rovnomérny
a primocary — jsou dulezité; téleso prosté nesmi zrychlovat, ani zpo-
malovat. V predchozim pfikladu se micek pohyboval rovnomérné (pii
zanedbéani odporovych a trecich sil) mezi uvedenim do pohybu a jeho
zastavenim. Castou namitkou 74kt je, Ze v praxi 1. Newtoniv zakon
neplati: pokud uvedeme do pohybu napf. mobilni telefon lezici na stole
s ubrusem, velmi rychle se zastavi. Ano, to je pravda. Ale telefon se
zastavi proto, Ze na néj na ubruse piisobila proti sméru jeho pohybu
pomérné velkd tfeci sila F; (viz obr. 3). Nebyl tak splnén predpoklad
uvedeny ve znéni 1. Newtonova zakona. Proto telefon zpomaluje, az se
nakonec zastavi. (Zobrazené sily Fg a Fy leZi na stejné p¥imce; pro lepsi
prehlednost obrazku byly zAmérné navzajem mirné posunuty.)

Pokud si nyni predstavime, Zze budeme chtit uvést do pohybu nejdiive
prazdny vozik (zobrazeny na obr. 1) a poté za jinak stejnych podmi-
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nek (dosazeni stejné velikosti rychlosti za stejny ¢as jako u préazdného
voziku) tentyz vozik naloZeny tézkym nakladem, bude se pfi ptlisobeni
stejné velké tahové sily vozik pohybovat v uvedenych situacich ruzné. Je
ziejmé, ze t€z81 vozik se bude uvadét do pohybu hiife — bude se rozjizdét
pomaleji. To znamena, ze se bude rozjizdét s mensim zrychlenim.

. —
Fy Y

Obr. 3

Pokud by na vozik zobrazeny na obr. 1 piisobili po fadé dva rtzné
silni chlapci, uvedl by vozik snaze do pohybu ten chlapec, ktery dokaze
vyvinout vétsi silu. Tento chlapec by tedy udélil voziku ptisobenim vétsi
sily vétsi zrychleni.

Tyto poznatky lze shrnout ve formulaci druhého Newtonova zdkona —
zdkona sily: Stald sila F pusobici na téleso o hmotnosti m uvadi toto
téleso do rovnomérné zrychleného pohybu se zrychlenim a; pritom plati

F = ma.

7 uvedené formulace je ziejmé, Ze se jedna o jedinou silu, v pfipadé vice
sil ptisobicich na totéz téleso vyslednici téchto sil.

Rizné situace dokumentujici platnost zejména druhého Newtonova
zakona budou uvedeny v nasledujici kapitole. Pfedtim je ovSem dtilezité
si uvédomit nékolik dilezitych fakti.

Prvnim z nich je skute¢nost, ze smér sily a smér zrychleni, které tato
sila udéluje télesu, jsou stejné. Bylo by velmi absurdni tlacit vozik smé-
rem dopfedu a ten by se zacal rozjizdét smérem vzad. Ac¢ to zni jako
zfejma véc, pii zakreslovani sil ptisobicich na rizna télesa tento pozna-
tek obcas zlstava pozapomenut.

Druhym faktem, ktery je uveden pfimo ve znéni 2. Newtonova zakona,
je souvislost sily a zrychleni. Familiarné l1ze 2. Newtontuv zakon vyjadrit
ve znéni ,Kdyz sila, tak zrychleni!“ O rychlosti neni ve znéni zdkona
sily ani slovo! Souvislost sily a rychlosti se velmi ¢asto mylné vyskytuje
v fadé nejen zakovskych tvah pfi feseni tloh z dynamiky. Pfic¢inou je
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patrné skutecnost, ze zapominadme pii rozkreslovani sil na 1. Newtontv
zékon, ktery vlastné rik4, ze klidovy stav télesa a rovnomérny primocary
pohyb (tj. pohyb s nulovym zrychlenim) je z hlediska dynamiky stejny.
V obou pfipadech na téleso piisobi nulové sila (pfipadné vyslednice sil
na téleso pusobicich je nulovd).

Pied vyslovenim tfetitho Newtonova zdkona uvazujme (nebo zkuste
sami provést) experiment, ktery je zobrazen na obr. 4. Dva kluci stoji
na podlaze a v rukou maji provazek, ke kterému jsou pfivazané dva silo-
méry (reprezentované na obr. 4 tmavymi obdélniky). Nyni kluci provazek
napnou postupné tfemi zptsoby:

— tdhne kluk A;

— tahne kluk B;

— tahnou oba kluci.

Neni podstatné, zda budou velikosti sil ve vSech t¥ech pripadech stejné.
Podstatné je, Ze pti kazdém zptisobu napinani provazku ukazou oba silo-
méry stejné velikosti sil. Dalsi sily, které nemaji v tomto pripadé zasadni
vliv na vyklad, nejsou v obrazku pro prehlednost zakresleny.

A BO

Obr. 4

Dalsi situace, kterou budeme studovat (idedlné i experimentalné zkou-
Set), je situace zobrazend na obr. 5. Dva kluci stojici tésné u sebe kazdy
na svém skateboardu na vodorovné podlaze maji stejnou hmotnost. Kluci
se od sebe nyni odstrci, coz lze provést tfemi zpusoby:

— kluk A se odstréi od kluka B;

— kluk B se odstréi od kluka A;

— kluci se od sebe odstréi navzajem.

Bez ohledu na to, jak se kluci uvedou do pohybu, budeme pozorovat,
7e oba urazi do zastaveni stejnou drahu za tutéz dobu. To znamena, ze
po uvedeni do pohybu vyjeli stejné velkou pocateéni rychlosti, coz pti da-
nych parametrech experimentu znamena, Ze se pohybovali oba se stejné
velkym zrychlenim. Z druhého Newtonova zakona tedy plyne, Ze oba
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kluci na sebe navzajem pusobili stejné velkymi silami opa¢ného sméru.
Tyto sily jsou zobrazeny na obr. 5 (na kterém nejsou kvili pfehlednosti
zakresleny sily tihové a sily podlahy ptisobici na oba kluky): silou Fy
pusobi kluk A na kluka B a silou F; pusobi kluk B na kluka A. Fakt,
ze obé sily maji stejnou velikost, 1ze vysvétlit i situaci zobrazenou na
obr. 4. A¢koliv kluci jednou pusobi tahem (situace zobrazena na obr. 4)
a podruhé tlakem (situace zobrazend na obr. 5), jsou situace analogické.

Obr. 5

Pro uplnost miZeme jesté provést (nebo alespoi teoreticky rozebrat)
situaci zobrazenou schematicky na obr. 6. V tomto pripadé méa kluk A
vétsi hmotnost nez kluk B. Po uvedeni do pohybu jednim z vyse uve-
denych zpusobt budeme pozorovat, Ze kluk A urazi za stejny Cas kratsi
vzdalenost, nez urazi kluk B. To vyplyva z toho, Ze se po uvedeni do
pohybu pohyboval s mensim zrychlenim. Sily F; a Fs, kterymi na sebe
kluci ptisobi, pfitom maji stejné velikosti; to vyplyva z experimentu sche-
maticky zobrazeného na obr. 4.
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Na zékladé uvedenych situaci lze vyslovit znéni trettho Newtonova
zdkona — zdkona akce a reakce:

Kazda dveé télesa na sebe vzajemné plisobi stejné velkymi silami opac-
ného sméru. Jedné ze sil se fika akce, druhé reakce. Sily akce a reakce
soucasné vznikaji a soucasné zanikaji.

V uvedeném znéni je podstatné, ze ,dvé télesa vzajemné na sebe
pusobi silami. Tento fakt byl zdiraznén i u situaci zobrazenych na obr. 4
a7 obr. 6: sily akce a reakce totiz piisobi KAZDA NA JINE TELESO (silou
F; kluk A na kluka B a silou F; kluk B na kluka A), A PROTO TYTO
SILY NELZE SKLADAT (s¢itat ani odéitat). To je velmi Gastéd chyba, ktera
pak vede k mylnym zavértim ohledné pohybového stavu téles.

Ktera ze sil se bude nazyvat akce a ktera reakce, neni dilezité. Na si-
tuaci VZAJEMNEHO ptisobeni téles lze nahliZet z pohledu obou vzdjemné
pusobicich téles.

Ackoliv se znéni pravé tretiho Newtonova zakona velmi silné v fadé
ucebnic a ucebnich textl zduraziuje, z Newtonovych zdkoni je tento
zédkon patrné nejméné podstatny. V fadé situaci a tloh (feSenych kvali-
tativné 1 kvantitativné) je podstatné zakreslit sily pUSOBICI NA VYSE-
TROVANE TELESO, protoze pravé tyto sily ovlivituji pohybovy stav da-
ného télesa. Skutecnost, ze napft. i mobil vySetfovany v situaci zobrazené
na obr. 3 pusobi na stil nebo dokonce na planetu Zemi, je pro urceni
pohybového stavu mobilu nepodstatna.

Silova bilance ruznych situaci

Dale popsané situace maji za cil popsat a vysvétlit, jaké sily ptisobi
na dané téleso a jak tyto sily souvisi s pohybovym stavem uvazovaného
télesa (klid, rovnomérny pohyb, zrychleny pohyb). Nékteré ze zobraze-
nych situaci lze jednoduchymi prostfedky realizovat experimentalné, jiné
je tfeba si predstavit, protoze jejich realizace by byla ponékud nakladna
(napf. pohyb parasutisty).

Pochopeni silové bilance je nezbytné pro dalsi tvahy souvisejici s hle-
Setfovanim deformacnich uc¢inkt sily pisobici na téleso, popisem nabité
Castice v elektrickém, magnetickém i elektromagnetickém poli, ... Vyho-
dou zde uvedenych tloh je, Ze pohyb micku ¢i parasutisty si pfedstavime
snadnéji nez napt. pohyb nabité ¢astice.

Ve vsech dale uvedenych situacich bude cilem nakreslit na zakladé
konkrétniho zadani sily ptisobici na dané téleso nachazejici se v urcitém
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pohybovém stavu. Ma-li tento ¢lanek prinést nové poznatky a doved-
nosti, bylo by dobré zkusit si sily zakreslit diive, nez si ¢tenai precte
feseni.

Zakreslete sily pusobici na micek, ktery drzi sportovec v ruce a ktery
je vici zvolen€ vztaziné soustavé v klidu.

Situace je zakreslena na obr. 7. Na micek ptisobi dveé sily — sila ruky
F., kterou na micek ptisobi ruka sportovce, a sila tthova Fg, kterou na
micek piisobi Zemé. Micek je v klidu, proto na néj podle prvniho (resp.
druhého) Newtonova zakona neptisobi Zadna vysledna sila. To znamen4,
ze velikosti popsanych sil jsou stejné. To mizeme matematicky formulo-
vat vztahem F, = Fg, ktery popisuje pouze VELIKOSTI obou sil; jejich
smeéry jsou zfejmé z obr. 7.

Pokud bychom chtéli do matematického vztahu promitnout i sméry
sil, mohli bychom napsat vztah mezi vektory obou sil:

FrszG;

znaménko minus znaci, ze vektor sily F, ma opacny smér nez vektor
sily Fg.

E

—

Fg
Obr. 7

Zakreslete sily pusobici na micek pustény z ruky sportovce. Pritomnost
odporovyjch sil vzduchu a) zanedbejte, b) wvaZugte.

a) Pokud nebudeme uvazovat odporové sily, bude na micek po jeho
vypusténi z ruky sportovce pusobit pouze tihova sila Fg (viz obr. 8a)).
Micek se bude tedy pohybovat pouze pod vlivem této sily; bude se tedy
pohybovat volnym paddem (rovnomérné zrychleny pohyb s nulovou po-
¢atedni rychlosti a se zrychlenim rovnym tihovému zrychleni).

b) Budeme-li uvaZzovat pfitomnost odporovych sil, bude na micek
kromé svisle doli mifici tihové sily Fg ptisobit i svisle vzhiiru odporova
sila vzduchu F,q. V pfipadé micku je velmi pravdépodobné, ze velikost
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sily odporové bude mensi nez velikost sily tthové (viz obr. 8b)), a proto
se micek bude pohybovat zrychlenym pohybem, ale uz ne volnym pa-
dem. Na micek kromé tihové sily pusobi dalsi sila opaénym smérem, a
proto vysledna sila ma mensi velikost nez sila tithova. Zrychleni, které
tato vysledna sila udéluje micku, ma tedy mensi velikost, nez je velikost
tihového zrychleni. Navic se velikost zrychleni mi¢ku bude mirné zmen-
Sovat vlivem narustu velikosti odporové sily; zkoumani této zavislosti ale
neni predmétem tohoto ¢lanku.

V této souvislosti upozornime na spravny zapis faktu, ze velikost od-
porové sily vzduchu je mensi nez velikost tihové sily. Spravny zapis ma
tvar: Fyq < Fg, tedy je nutné pouzit zapis pro velikosti sil, ne pro vek-
tory. Nerovnost, ve které by vystupovaly vektory, nedava smysl.

Pfi detailnim rozboru bychom mohli jesté navic uvazovat vztlakovou
silu vzduchu, ktera piisobi na micek. Jeji velikost je ale v tomto pripadé
zanedbatelnd ve srovnani s velikosti tihové sily, a proto neni zasadni
chybou vztlakovou silu v tomto pfipadé neuvazovat.

Dalsi moznosti vztahu velikosti tithové sily a odporové sily vzduchu
budou probrany v situacich popisujicich pohyb parasutisty.

a) b)
o

—

Foq

Fg Fg
Obr. 8

Zakreslete sily pisobici na micek, ktery sportovec vrhl smérem doli.
Micek byl vyfotografovan v urcité vzddlenosti pod rukou sportovce. Od-
porové sily vzduchu zanedbejte.

Tato situace je pro fadu zaku (ale i uéitelt fyziky) pomérné matouci.
I kdyz z hlediska pisobicich sil je naprosto jasna. Staci si uvédomit
to, co bylo feceno v ramci definovani sily a jejiho ptisobeni. Jakmile
chceme hovorit o néjaké sile (resp. zakreslovat silu do obrézku), je nutné
si uvédomit, Ze sila je projevem VZAJEMNEHO PUSOBENI TELES (musime
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tedy znat ,dva partdky“, mezi kterymi sila ptisobi). Vzhledem k tomu,
7e micek neni v kontaktu s rukou, ptisobi na néj pouze tihova sila Fg
(viz obr. 9) prostfednictvim tihového pole Zemé. Odporové sily vzduchu
ptisobici na micek mame dle zadéni zanedbat, pfitomnost (resp. diivod
pro nepfitomnost) vztlakové sily jsme diskutovali pii Feseni pfedchézejici
situace.

Micek se v tomto pfipadé bude pohybovat rovnomérné zrychlenym
pohybem s nenulovou poéate¢ni rychlosti (micek byl vrzen) se zrychlenim
rovoym tihovému zrychleni (na micek ptisobi pouze tihova sila). Pro
upfesnéni dodejme, ze se v tomto pripadné micek nepohybuje volnym
padem. (Volny péad je sice definovan jako pohyb s tthovym zrychlenim,
ale zéroven také s nulovou pocateéni rychlosti.)

—_—
Fg
Obr. 9

Zakreslete sily pusobici na parasutistu, ktery s otevienym paddkem pri
pohybu dolu zpomaluje.

Vzhledem k tomu, Ze pfedpokladame, Ze se parasutista nachéazi v bliz-
kosti povrchu Zemé, ptisobi na néj tihova sila Fg svisle dolt. Vlivem ote-
vieného padaku na néj ptisobi i odporova sila vzduchu F,q mifici svisle
vzhiiru (viz obr. 10). Jestlize se ma parasutista pohybovat zpomalenym
pohybem smérem dolii, miii vektor jeho zrychleni smérem vzhiru (tj.
proti pohybu paraSutisty). V tomto sméru pusobi také (podle druhého
Newtonova zdkona) vysledn4 sila. A vzhledem k tomu, Ze na parasutistu
pusobi pouze dvé sily lezici na téze prfimce, je zfejmé, ze velikost odpo-
rové sily musi byt vétsi nez velikost tihové sily. Jediné tak bude vysledna
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sila sméfovat vzhiru a bude pohyb parasutisty brzdit. Matematicky mu-
zeme psat: Foq > Fg.

/TN

Obr. 10

Zakreslete sily pusobici na parasutistu, ktery se s otevienym paddkem
pohybuje k povrchu Zeme stdlou rychlosti.

V blizkosti povrchu Zemé na parasutistu bude ptisobit tihova sila Fg.
Vlivem otevieného paddku na néj bude ptisobit odporova sila vzduchu
F,q. Parasutista se pohybuje stalou rychlosti, coz podle prvniho New-
tonova zakona znamend, Ze na néj nepusobi zadné sila, pfipadné (coz
je pfipad ,naseho“ paraSutisty) se sily na néj pusobici museji vzdjemné
kompenzovat (viz obr. 11). Proto je jasné, Ze velikosti obou ptisobicich sil
museji byt stejné. To mizeme zapsat (v pfipadé rovnosti velikosti dvou
sil) dvojim zptsobem: bud skalarné ve tvaru Foq = Fg nebo vektorové ve
tvaru, do kterého je nutné ovSem promitnout i vzajemné opacné sméry
obou sil:

Foa = —Fc.

Popsana situace nastava v posledni ¢asti parasutistovy trajektorie nad
povrchem Zemé. U vojaki, soutézicich a dalsich profesionéalnich parasu-
tistt tato ¢ast pohybu netrva prili§ dlouhou dobu. V pfipadé tandemo-
vych seskoki, které nabizeji rizné agentury prodavajici ,adrenalinové
zazitky*, je tato Cast profesionalnim paraSutistou zakaznikovi prodluzo-
véana, aby se zdkaznik mohl kochat pohledem z vysky na krajinu pod
sebou.
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Tato faze pohybu paraSutisty soucasné zarucuje dopad na povrch
Zemé rychlosti s relativné malou velikosti; tak lze predejit trazu pa-
raSutisty (a v pfipadé tandemového seskoku i zdkaznika). Velikost této
rychlosti je mozné spocitat na zakladé vztahu pro velikost odporové sily,
ktery popisuje zavislost na hustoté tekutiny, pricném prufezu télesa, koe-
ficientu odporu a pravé velikosti rychlosti (viz napf. [1]).

Obr. 11

Zakreslete sily pusobici na parasutistu, ktery s otevrenym paddkem pri
pohybu vzhiru zrychluje.

Nez zacneme uvazovat nad silovou bilanci, je dobré si uvédomit, ze
tato situace neni pouze Skolni tllohou zaméfenou na trénink Newtono-
vych zédkonu. Pti jedné prilezitosti autor ¢lanku mél moznost diskutovat
s profesionalnim pilotem vojenskych bojovych letadel, ktery pfi zmince
této situace potvrdil jeji redlnost. SAm pilot se v ramci tréninku nouzo-
vého vysadku z letadla do podobné situace dostal — silny vzestupny proud
vzduchu ho tahl smérem vzhiru. Padék v tomto ptripadé byl naopak pri-
tézi. Odporové sila vzduchu, kterd v tuto chvili byla silou urychlujici
pilota smérem vzhiru, méla vlivem velkého pri¢ného prufezu padaku
(ktery je ve standardnich situacich vyzadovan) znac¢nou velikost. Pilot
prezil, ale tento typ pohybu je velmi nebezpeény, pilot se timto zptisobem
mohl dostat do oblasti atmosféry, kde bylo malo kysliku pro pohodlné
dychani a (nebo) kde poklesla teplota pod hodnotu p¥ijemného teplot-
niho komfortu nutného pro preziti.
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Pokud budeme nyni rozebirat situaci z hlediska dynamiky, zjistime, ze
na parasutistu ptsobi opét dvé sily. Tihova sila Fg svisle dolt a odporova
sila vzduchu F,q svisle vzhiru. Parasutista se podle zadani pohybuje
vzhiru zrychlenym pohybem. Zrychleni parasutisty tedy mifi smérem
nahoru a v tomto sméru musi mifit (ve shodé s Newtonovym zakonem
sily) i vysledna sila. To tedy znamend, ze odporova sila musi mit vétsi
velikost nez sila tihova. (To je v souladu i s uvedenym zézitkem pilota.)

Tato situace je ale zobrazena na obr. 10, ackoliv zadani k danému
obrazku bylo jiné. Nedosli jsme k zadnému rozporu, jen je nutné si uve-
domit, Ze obé situace se lisi smérem pohybu parasutisty. To je dobré si
uvédomit i pro dalsi podobné situace: rtizné typy pohybd mohou byt
(resp. museji byt) popsané stejnymi silami (typ sily, smér i velikost).
A opét se potvrzuje to, co je uvedeno jako komentaf u formulace druhého
Newtonova zakona: sila Gzce souvisi se zrychlenim, nikoliv s rychlosti.

Zakreslete sily pusobici na automobil nachdzejici se v klidu na vrcholu
naklonéné roviny.

Jako motivace pro vysetfovani této situace muze poslouzit ukézka
z filmu [2]. Hlavni hrdinka p#ijizdi do domku svého tchina a neché auto
na vrcholu kopce (aniz si to uvédomi $patné zabrzdéné). Zatimco ona jde
do domku, auto se samovolné rozjede. O jeho zastaveni se pak pokousi
mistni traktorista.

7Z hlediska silové bilance na automobil bude ur¢ité puisobit tihova sila
Fc svisle dolt a sila Fy, kterou na automobil piisobi kopec; tato sila
ptisobi kolmo ke svahu (viz obr. 12). Zanedbame-li odporové a tfeci sily,
jsou tyto sily jedinymi skuteénymi (tj. ,své partdky majicimi“) silami,
které na automobil ptisobi. Pasobi-li na jedno téleso vice sil, muzeme
najit jejich vyslednici, pro kterou v tomto pripadé plati:

F, = Fg + Fy;

sila F, je rovnobéZna se smérem svahu a bézné se nazyvéd pohybova
sila. Tato sila totiz uvadi téleso na naklonéné roviné do pohybu. Pokud
na automobil neptisobi jiné sily proti této sile (sila brzd, sila Spalku pod
koly, ... ), uvede tato sila automobil do rovnomeérné zrychleného pohybu.
Smeér sily F, (tj. jeji rovnobé&znost se smérem svahu) je dan tim, Ze tato
sila uvadi (jak bylo uvedeno) téleso do pohybu po naklonéné roving;
smér zrychleni i smér rychlosti automobilu jsou se svahem rovnobézné.
Stejny smér pusobici sily a zrychleni, které sila télesu udéluje, vyplyva i
ze druhého Newtonova zakona.
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Ve filmu [2] tento automobil sjede ze svahu a vyjede do protisvahu,
kde se zastavi a nésledné se zacne vracet zpét. Pokud bychom béhem
jizdy do protisvahu zakreslovali sily na automobil ptsobici, byla by si-
tuace velmi podobnd. Na automobil bude pisobit vyslednd sila F, ve
sméru rovnobézném se svahem, ale tentokrate proti sméru pohybu auto-
mobilu. To je ale ve shodé s druhym Newtonovym zakonem: pfi jizdé
do protisvahu automobil brzdi — vektor zrychleni tedy mifi proti sméru
jeho pohybu.

Pokud bychom uvazovali existenci odporovych a tfecich sil, zmensila
by se velikost zrychleni automobilu pfi jizdé ze svahu dold. Pii jizdé do
protisvahu by se velikost zrychleni naopak zvétsila. Odporové a tieci sily
totiz v obou piipadech puisobi proti sméru pohybu.

Obr. 12

Zavér

Podobnych situaci, které byly popsany v tomto ¢lanku, 1ze vymyslet
celou fadu. P¥i zakreslovani sil ptisobicich na vybrané téleso a pfi psani
podminek, které musi mezi ptisobicimi silami platit, je nutné se drzet
zékladnich pravidel vyplyvajicich ze zavedeni fyzikalni veli¢iny sila: uva-
Zovat (resp. zakreslovat) jen ty sily, které vznikaji vzajemnym ptsobenim
téles (tj. sily, které ,maji dva partdky“), a mit na paméti, ze druhy New-
tonuv zakon dava do souvislosti silu a zrychleni, nikoliv silu a rychlost,
jak se néktefi zaci i ucitelé domnivaji.

Literatura

[1] http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/127, [cit. 4. 2. 2019].
[2] Jak se kroti krokodyli. Film, rezie Marie Polediidkov4, 2006.
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Co je to FYKOS? Proc ho resit?

Karel Kolar, MFF UK, Praha

Abstrakt. Seznamite se s FYKOSem, ktery je nejen Fyzikdlnim korespon-
denénim seminafem pro stfedoskoldky, ale i souborem dalsich atraktivnich
aktivit pro zdjemce o fyziku. V druhé ¢asti ¢lanku si miZete piecist ukazky
par zajimavych tloh z nedavnych rocniki FYKOSu se stru¢nymi fesenimi.

Co je FYKOS a co vSechno porada?

FYKOS

FYKOS je nazev pochazejici ze zkratky nazvu FYzikdlni KOrespon-
dené¢ni Seminaill). To je také ustiedni aktivitou FYKOSu - soutéz jednot-
lived, ktera probiha dalkovou formou v pribéhu celého skolniho roku. Or-
ganizatori FYKOSu, vysokoskolaci, zvefejni na webu zadani série loh?).
Ucastnici, stfedoskolaci se zdjmem o fyziku, maji zhruba pét tydnti na
to, aby zpracovali sva Feseni. Ta pak poslou elektronicky ¢i postou or-
ganizatorim. Organizatori feSeni opravi, oboduji a poslou postou zpét
ucastniktim s komentari, co bylo spravné a co by pfipadné mohli do pfisté
zleps$it. Na zakladé ziskanych bodi v pribéhu celého ro¢niku se vytvori
pofadi tispésnosti Fesitelti, které slouzi i pro jejich odménéni. Uspésni
fesitelé rocniku ziskavaji osvédceni, které jim muze poslouzit napiiklad
k prominuti pfijimaciho fizeni na Matematicko-fyzikalni fakultu Univer-
zity Karlovy.

Do soutéze je mozné se pripojit kdykoliv v pribéhu skolniho roku.
Resitel nemusi zasilat feSeni vSech tiloh — miiZe si vybrat jenom ty, které
se mu libi nebo o kterych si mysli, Ze je zpracuje spravné. Vitdna jsou
i Castecnd FesSeni problémt, i za né je mozné ziskat body, byt ne plny
pocet.

Soustiedéni
Resitelé, ktefi pfijmou pozvani na soustfedén, povazuji soustiedéni
za nejvétsi odmeénu za feseni FYKOSu v prubéhu roku. Jde o akci, které

D'Webové stranky Fyzikalniho korespondenéniho seminéfe: https://fykos.cz
2) Aktualni zadani uloh FYKOSu: http://fykos.cz/zadani
3)Soustfedéni FYKOSu: https://soustredeni.fykos.cz
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se dvakrat ro¢né zucastni zhruba 28 stfedoskolaki, ktefi maji podobné
zajmy. Soustfedéni obvykle trva od soboty do dalsi nedéle. Za tu dobu se
Gcastnici mnohé nauci — jak v rdmeci prednasek, tak i riznych her. Hry
jsou zaméfené jak na rozvoj analytického mySleni, tak i na soft-skills a
v neposledni fadé jsou zpestfenim programu.

Fyziklani, Naboj

Organizatori FYKOSu chystaji pro stfedoskolaky také dalsi tii mezi-
narodni soutéze, které jsou az pro péticlenné tymy. Ty se od FYKOSu
dale 1isi tim, Ze na TeSeni loh maji tymy jenom par hodin ¢asu. FYKOSi
Fyziklén probihd v Praze, Fyziklani onliné®) na internetu a Fyzikalni
Nzibo v Praze, Ostravé a na dalsich mistech v zahranic¢i. Podrobnosti
o akcich naleznete na jejich webovych strankach.

Exkurze

FYKOS potada jednou ro¢éné Den s experimentélni fyzikou (DSEF.
V pribéhu jednoho dne zajemci dopoledne navstivi rizné experimentalni
pracovisté na Matfyzu (MFF UK) a odpoledne pokracuji na dalsich pra-
covistich, napf. FzZU AV CR & UJV Rez. Setkaji se s fyziky, od nichz se
dozvi aktudlni stav poznani védy a jaké otazky se dnes zkoumaji.

Nepravidelnou akei je Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF B). Jedna
se obvykle zhruba o tyden plny exkurzi. Udastnici navstivi jak védecka
pracovisté zabyvajici se zakladnim vyzkumem, tovarny na vyrobu aut ¢i
letadel, tak napftiklad i science centrum. Jiz nékolikrat byla akce uspora-
dana formou poznavaciho zajezdu s hlavnim cilem CERN ve Svycarsku.
Neékteré roky se akce zaméiuje na zajimavosti CR a vyjizdi se na jednot-
livé exkurze z Prahy, kde jsou ucastnici ubytovani.

Dalsi aktivity

Do minulého ro¢niku probihaly pravidelné FYKOSi pfednéék na
Matfyzu v Troji. Zatim nejsou pro 2019/20 z4dné v planu, ale pokud
by skupina zajemct kontaktovala organizatory, pak je mozné néjakou
vyhlésit v pribéhu roku.

YFYKOSi Fyziklani: https: //fyziklani.cz/

5)Online Fyziklani: https://online.fyziklani.cz/

6) Fyzikalni Naboj: https://physics.naboj.org/

7T Den s experimentalni fyzikou: https://dsef. fykos.cz
8)Tyden s aplikovanou fyzikou: https://tsaf.fykos.cz
9) Prednasky FYKOSu: https://prednasky.fykos.cz

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 47


https://fyziklani.cz/
https://online.fyziklani.cz/
https://physics.naboj.org/
https://dsef.fykos.cz
https://tsaf.fykos.cz
https://prednasky.fykos.cz

FYZIKA

Prilezitostné FYKOS porada dalsi jednorazové akce ¢i se zapojuje
do aktivit poradanych MFF UK. Organizatory mizete také potkat na
dalsich fyzikalnich akcich.

Ukézky tloh FYKOSu

FYKOS mé nékolik druht dloh. Jiz tédmér 10 let mé kazdé série na-
sledujici slozeni tloh

e Jednoduché (1., 2.) — nejjednodussi alohy, byt nemusi byt vzdy
pfimocaré. Ucastnici 2. roéniku SS a mladsi maji body z téchto
tloh nasobené dvéma.

e Problémové (P) — ¢asto otevieny problém, byva vice moznosti pti-
stupu k jejich feseni.

e Experimentalni (E) — tloha, pro jejiz zpracovani je potfeba néco
zmérit a méfeni zpracovat.

e Seridlova (S) — tloha, ktera se tyka textu, ktery je zvefejiiovan spo-
le¢né se zadanim série. V prubéhu roéniku byva vénovan jednomu
tématu — bud fyzikalnimu ¢i néjakému aparatu, ktery fyzikové vy-
uzivaji ve své praci.

Kromé aktualnich zadani je mozné nalézt na webovych strankéach i
vzorova Treseni uloh, které byly zadany v minulosti, a také celé roéenk,
ve kterych naleznete jak vzorova feSeni tiloh ro¢niku, tak souborné texty
seridlt a zpravy o pribéhu aktivit. Za historii FYKOSu je mozné nalézt
na webu vice nez tisicovku fesenych tloh.

Dalsi ¢asti ¢lanku jsou ukazky jednotlivych typu tloh — jak z nedavné
doby, tak i archivni. Reseni jsou pouze struéné naétrnuta, podrobnéjsi
verze mizete nalézt na webull.

Jednoducha — 32-3-1 — Zlevnéné banany

Zadani Mikulas v obchodé vlozil nékolik banant do igelitového sacku.
Pred jejich zvazenim ho napadlo, Zze kdyby pytlik naplnil misto vzdu-
chu heliem, budou banany stat o néco méné. Helium Mikulas koupil ve
slevé za jednu korunu na litr pfi standardnim tlaku. Jaka musi byt cena
banani, aby se mu tento ,, podvod“ vyplatil?

10)Rocenky FYKOSu: https://fykos.cz/ulohy/rocenky
1) Zadani tloh FYKOSu: http://fykos.cz/zadani
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Bonus: Naleznéte plyn, u kterého se vyplati plnit jim sacek pri cené
banidnd 30 K¢ na kilogram. Nezapomeiite citovat zdroje ceny daného
plynu.

K teSeni Obdcas jsou tlohy FYKOSu pfimo ze zivota. Naptiklad tato
byla inspirovand myslenkami na to, jak co nejvic usetfit po vzoru Jary
Cimrmana, ktery pry plnil vodikem dopisy, které zasilal své matce. Tedy
do té doby nez zjistil, Ze jeho matka dopisy nedostava, protoze se na
posté kvuli prudkému razitkovani vzialy (dle ivodniho seminéfe ke hie
Hospoda na mytince).

Vénujme se vSak samotnému feSeni ulohy. Jde o ne prili§ slozitou
aplikaci vztlakové sily. Staci si uvédomit, ze celkova efektivni sila, kterou
bude plyn nadlehcovat pytlik, bude tmérna rozdilu hustot plynu uvnit¥
pytliku ppe a okolniho vzduchu py,q. Z té pak uréime hmotnost banant
Amg, kterou usetfime, z nasledujiciho:

F = (pvaa — pue) Vg = Amayg,
kde g je tihové zrychleni a V' objem plynu v pytliku. Pokud kilogram
helia stoji Cre. = 5100 CZK kg~!, pak ndm vychdzi cena banint, pro
kterou by se nam akce vyplatila, jako

C'He .

PHe

Pokud se podivame na dalsi dostupné plyny, tak zjistime, ze jako
vyhodny vychazi asi pouze zemni plyn. Zejména kvili tomu, Ze je levny
a soucasné ma nizsi hustotu nez vzduch.

Normalni — 22-6-1 — Odpor je marny

Zadani Vypocitejte odpor n-rozmérné krychle mezi dvéma nejvzda-
lenéjsimi vrcholy (ty o soufadnicich (0,0,...,0) a (1,1,...,1). Zkuste
zacit od trojrozmérné a pouzijte stejny postup.

K feSeni Uloha je vybrana ze starsiho ro¢niku, kdy jesté nebyly sys-
tematicky zadavany jednoduché tlohy v sérii a celkovy pocet tloh v sérii
byl o jednu mensi. Podle dnesniho t¥idéni by $lo jisté o ,normalni“ ilohu.

Aby si tesitel udélal predstavu o tom, jak to funguje pro obecné n
v néjaké n-rozmérné krychli, je dobré zacit od téch n, ktera si lze jed-
noduse predstavit. Dokonce je dobré zacit v avahach i v 1D, pokracovat
ve 2D a 3D a pak usoudit, jakym zptisobem feSeni zobecnit.
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Prvnim krokem necht je tedy jednorozmérné krychle. Jde pouze o jednu
hranu, kterda ma odpor R. Celkovy odpor je tedy R; = R.

Ve dvou dimenzich mame ¢tverec. Jde o dvojici paralelné zapojenych
vétvi, kde v kazdé jedné jsou dva odpory sériové. Celkovy odpor dosté-
vame jako

1 1 \!
RF(m+m) = f

Nesmime se vSak nechat zméast témito prvnimi dvéma pripady, které
shodou nahod vysly stejné, a pokracujeme ve 3D. To je trochu slozi-
téjsi situace. Zkusme se zamyslet nad pravidly, kterda plati pro kazdy
vrchol a hrany n-rozmérné krychle a ktera by se dala pouzit. Prvni
dulezitou vlastnosti je, ze v n rozmérech bude z kazdého vrcholu n-
rozmérné krychle vystupovat pravé n hran. Druhou dilezitou vlastnosti
je, ze cesta, kterou bude krychli prochazet elektricky proud, bude mit
vzdy cestu dlouhou praveé n hran. Posledni dtlezitou vlastnosti je symet-
rie krychle (pfedpokldadame, Ze vSechny hrany jsou rovnocenné). Pokud ji
oto¢ime, nesmime poznat rozdil. Coz ovSem znamenad, ze muzeme vodivé
spojit vzdy vSechny vrcholy, které maji stejnou vzdélenost od vrcholq,
na které pripojujeme napéti. Zapojeni je ekvivalentni, protoze by i pfi
tomto zapojeni netekl skrze nové vytvorené vodivé spojeni zadny elek-
tricky proud, ale pro vypocet je situace jednodussi.

Na zéakladé predchozich pravidel si pak mtZeme upravit vztah pro 2D
tak, Ze z nultého vrcholu jdou dva rezistory zapojené paralelné a dale
jsou dva rezistory opét zapojené paralelné. Dostaneme stejny vysledek,
ale trochu jinym zptisobem.

Pro 3D krychli uvazime, ze u vstupniho a vystupniho bodu méame tii
rezistory paralelné. Tim jsme uréili 2/3 cesty — ale jesté musime uvazit,
kolik rezistortt bude ve stiedni ¢asti. Protoze z kazdého vrcholu musi
jit tfi rezistory — z nultého bodu jdou tfi do tii riiznych vrcholt, pak
z kazdého musi jit dalsi dva dale. Prostfedni blok ma tedy paralelné
6 rezistoru a dostavame

Dale si uvédomime, ze vyse uvedena pravidla nas navadeéji k tomu, ze
s¢itame vzdy prevracené hodnoty n-tého fadku Pascalova trojuhelniku

50 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

nasobeného n. Po trose rozmysleni dojdeme k obecnému vztahu
n 1
Ry=RY —.
k=0 k- (Z)

Normalni — 32-3-3 — Teplicko v Dysonové sfére

Zadani Jaky polomér by musela mit Dysonova sféra, aby obklopila
hvézdu se zafivym vykonem Slunce tak, ze na vnéjsim povrchu této sféry
by byla teplota ¢t = 25°C? Neuvazujte pfitomnost atmosféry v Dysonové
sfére. Dysonova sféra by méla byt relativné tenkd dutd struktura kulo-
vého tvaru obklopujici danou hvézdu.

K feSeni Dysonova sféra je vdéénym tématem pro tlohy. Jiz nékolik
dloh s timto tématem bylo zadano v ramci FYKOSiho Fyziklani ¢i Fy-
ziklani online. Tentokrat je ikolem odhadnout polomér sféry, aby méla
zadanou teplotu.

Dysonova sféra o poloméru r bude mit vnéjsi povrch S = 4712, ze kte-
rého bude ztracet energii zafenim dle Stefanova-Boltzmannova zakona.
Intenzita zafeni télesa o termodynamické teploté T je M = oT*. Pokud
si vyhledame celkovy zarivy tok Slunce L, pak plati

L=0T*S =4noT*? = r= L 1,74 AU
272V 7w

Pokud bychom si nalezli idaj o solarni konstanté (primérny tepelny
tok, ktery prochéazi jednotkovou plochou ve vzdélenosti 1 AU od Slunce),
pak mizeme vyuzit tu a dostaneme obdobny vysledek. Vysledek je sa-
moziejmé zavisly na aktudlnim tepelném toku pfichazejicim od Slunce
a v pripadé, ze nam stavba bude trvat miliony let, tak se bude teplota
pfi konstantnim poloméru Dysonovy sféry ménit. Také jsme uvazovali,
7e se tepelny tok vyzafuje pouze ven. To je dobfe opodstatnéné tim, ze
pri stacionarnim stavu se vSechen tepelny tok, ktery se vyzari dovnitf
Dysonovy sféry, opét absorbuje na Dysonové sfére. Dokud nebude sféra
uzaviend, tak teplota bude vyznamné nizsi.

Problémova — 31-5-P — Plovouci rtut

Zadani Vymyslete co nejvice fyzikélnich ,figla“, diky kterym by rtuf,
alespoii po omezenou dobu, plavala na kapalné vodé. Cim trvaleji feseni
naleznete, tim lépe.
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K feSeni Problémové tlohy jsou rtiznych druht — tato spada do kate-
gorie, ve které je dulezité kreativni mysleni. Takové tlohy jsou hodnocené
spise co do poctu napadi. Obecny postup u této tlohy je nalézt néjakou
silu, ktera bude ptisobit na rtut proti sile tihové. Piiklady feSeni mohou
byt:

e Jednou moznosti je snazit se vyuzit néjak foukani do vody. To by
ovSem nejspise vedlo ke klesani vétsiny objemu rtuti ke dnu.

e Rtut zmrazime v kapalném dusiku do tvaru lodicky, kterd bude
néjakou dobu plavat, nez roztaje.

e Rtut rozdélime na malé kulicky, které se diky povrchovému napéti
na povrchu vody na ni udrzi. To funguje pro velmi malé kulicky, ale
pokud jich umistime na povrch vody v mensi oblasti vétsi mnozstvi,
pak se k sobé ptiblizi a spoji do vétsich, které jiz povrchové napéti
vody neudrzi.

e Rtut mé od vody odlisnou permeabilitu. Hypoteticky by tedy bylo
mozné vytvaret tak silné magnetické pole, ve kterém by drzela
rtut nad vodou. Prakticky to ale neni realizovatelné, protoze rozdil
permeabilit je nizky a magnet by musel byt monstrézni.

Experimentalni — 22-6-E — Vratné lahve

Zadani Kupte si standardni sklenénou lahev od piva nebo mineralky
a zméite, jak zavisi vyska ténu vydaného po fouknuti na hrdlo na vysce
vodni hladiny v lahvi.

K feSeni Meéfeni je zajimavé tim, Ze jednak lze obvykle snadno namé-
fit jak frekvence, které by odpovidaly jednoduché polouzaviené trubce
s délkou odpovidajici ptiblizné vysce lahve, a tak i dalsi frekvenci, ktera
odpovida dutinovému Helmholtzové rezonatoru. Samotné méfeni je re-
lativné jednoduché. Stadi si ptfipojit k pocitac¢i mikrofon a vyuzit néjaky

kde c¢ je rychlost zvuku v daném prostredi a [ je délka trubky. Dalsi
harmonické frekvence, které je mozné slySet a namérit, jsou pak lichymi
nasobky této zakladni frekvence, tedy 3fy, 5fp atd.
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Zakladni frekvence Helmholtzova rezonatoru je

c S
fu= oV vr
kde S je prifez hrdla rezonatoru, V' jeho objem a L délka.

Serialova — 29-1-S — Zah¥ivaci

Zadani (1. podiloha ze 4) Na rozehfati a sezndmenti se s ¢isly zjis-
téte, do jaké vysky byste mohli zdvihnout prameérného ¢lovéka (70 kg),
vyuZijete-li celou energii bézné tyéinky Mars (okolo 250 Cal pro 50 g
ty¢inku). Také vypoctéte, jaka energie je kT pii pokojové teploté a vy-
jadrete ji také v elektronvoltech (pokud neznate takovou jednotku ener-
gie, vézte, ze je to energie, kterou ziska elektron pfi urychleni na rozdilu
potencialit 1V, a ¢iselné 1eV = 1,602 - 1071 J).

K feSeni Jde o prvni a nejjednodussi tlohu seridlu 29. roéniku FY-
KOSu o termodynamice. Ten se snazil pfiblizit celou sirokou oblast ter-
konceptim jako je entropie ¢i Gibbsova energie.

Uloha je prakticky o pfevodech jednotek energie. Je potieba si uve-
domit, ze 1 Cal = 4200 J a potencialni energii ¢lovéka ur¢ime ze vztahu

EMars = mpgAha

kde Fyars = 1,05 MJ je energie jak tycinky, tak vyuzita pro horolezecky
vystup. Vyska, o kterou bychom ¢lovéka, za zcela idedlnich podminek,
zvedli, je
Ah = EMurs - 5y
= —— =15km.
mMpg

Energie uloZzenad v tepelném pohybu ¢asti pii pokojové teploté, tedy
zhruba 293K, je Fierm = 25 meV. Energie jedné ¢astice je v fadu desitek
milielektronvolta.

Podé&kovani

Fyzikéalni korespondenéni seminai poradd a financuje Matematicko-
fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy. Na organizaci FYKOSu se podili
studenti vysokych skol. FYKOSi Fyziklani a Fyziklani online spoluvy-
hlasuje Ministerstvo skolstvi, mladeze a télovychovy.
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Ustiedni kolo 68. roéniku
Matematické olympiady kategorie A

Jaroslav Svréek, PFF UP, Olomouc

Ustfedni kolo 68. ro¢niku Matematické olympiady v kategorii A uspo-
fadala v letosnim roce krajska komise MO Stiedoceského kraje v Bene-
Sové. Celou soutéz pritom zajisfovali organizatofi predevsim ve spolu-
praci s Gymnéziem BeneSov. Vsichni soutézici a ¢lenové Ustiedni komise
MO byli ubytovani v hotelu BENICA, v jehoz dvou vétsich konferenc-
nich salech se také uskutecénila soutéz v kategorii A. Slavnostni zahédjeni
soutéze vsak probéhlo vecer v nedéli 24. bfezna ve starobylé aule bene-
Sovského gymnézia za pritomnosti zastupct vedeni Stfedoceského kraje
a starosty mésta Benesov. Matematicky tstav AV CR (a JCMF) na této
akci zastupoval jeho feditel RNDr. Jiri Rdkosnik, CSc.

Na zékladé jednotné koordinace tiloh krajského (II.) kola v kategorii A
a reguli soutéze pozvala Ustfedni komise MO k téasti ve IIL. kole 41
nejlepsich fesitelt I1. kola z celé Ceské republiky, mezi nimi bylo 10 divek.
Na TeSeni obou trojic soutéznich tloh méli zaci jiz tradi¢né vyhrazeny
po oba soutézni dny, jimiz byly 25. a 26. brezen, vzdy 4,5 hodiny ¢istého
Casu. Za kazdou tlohu méli soutézici moznost ziskat nejvyse 7 bodu
(s celo¢iselnymi bodovymi zisky).

Organizatofi zavérecné ¢asti MO pripravili pro soutézici a pro cleny
Usttedni komise MO pestry doprovodny program. Odpoledne po prvnim
soutéznim dnu absolvovali soutézici i ¢lenové tstiedni komise MO spo-
le¢énou prochéazku k zamku Konopisté, jehoz interiér si nasledné vsichni
prohlédli. Vecer tyz den pak ucastnici III. kola kategorie A navstivili kon-
cert prazské skupiny Spiritudl kvintent, ktery se uskutecnil v pfijemném
prostiedi auly benesovského gymnazia. Druhy soutézni den odpoledne
absolvovali vSichni ti¢astnici soutéze spoleény vylet spojeny s kratkou
prochézkou na bajnou horu Blanik nedaleko Benesova.

Vyhléaseni vysledkt soutéze a predani cen nejlepsim fesitelim III. kola
v kategorii A se uskutec¢nilo ve stfedu 27. bfezna dopoledne opét v aule
benesovského gymnézia. Slavnostniho aktu se ztcastnili také zastupci
skupiny CEZ, kteii specialné ocenili tii nejlepsi fesitele tistiedniho kola
soutéze. Piedseda UK MO doc. Jaromir Simsa v zévéreéném projevu
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podékoval celému tymu organizatoru III. kola 68. ro¢niku MO v katego-
rii A, predevsim pak fediteli Gymnéazia Benesov Mgr. Romanu Hronkovi
a predsedkyni krajské komise MO ve Stfedoceském kraji RNDr. Sdrce
Gergelitsové, Ph.D., za kvalitni pfipravu a mimofadné zdafily prubéh
celého ustfedniho kola v kategorii A.

Zavérem uvadime piehled vitéz a dalsich tspésnych resiteld 68. roc-
niku MO v kategorii A.

Vitézové:

1. Josef Minatik (8/8, G, tf. Kpt. JaroSe, Brno) 42 b., 2. Karel Chwis-
tek (2/4, Mendelovo G, Opava) 38 b., 3. Matéj DoleZdlek (8/8, G Hum-
polec) 37 b., 4. Radek Olsdk (8/8, Menza G, Praha 6) 36 b., 5. Dominik
Stejskal (8/8, G Krnov) 35 b., 6. Viclav Jandcek (6/8, G, tf. Kpt. Ja-
rose, Brno) 34 b., 7. Lenka Kopfouvd (4/4, Mendelovo G, Opava) 34 b.,
8. Magdaléna Misinovd (6/8, G J. Keplera, Praha 6) 30 b., 9. Vojtéch
David (6/8, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba) 29 b., 10. Jan Vaviin (6/8,
PORG a GaZS o. p. s) 29 b.

Uspé&sni resitelé:

11. Adéla Heroudkovd (5/8, G, t¥. Kpt. JaroSe, Brno) 28 b., 12. Viktor
Fukala (6/8, G J. Keplera, Praha 6) 28 b., 13. Jana Pallovd (8/8, G Ja-
kuba Skody, Pierov) 26 b., 14. Jindrich Jelinek (4/4, G Olomouc-Hejéin)
26 b., 15. Jana Busovd (5/8, G Brno, ti. Kpt. Jarose) 23 b., 16. Richard
V. Krejsa (7/8, G, tf. Kpt. JaroSe, Brno) 22 b., 17. Tomds$ Krizdk (8/8,
G M. Kopernika, Bilovec) 22 b., 16. Michaela Svatosovad (7/8, G M. Ko-
pernika, Bilovec) 22 b., 19. Tomds Sourada (7/8, G, Zamberk) 21 b.,
20. Martin Zimen (8/8, G, Jihlava, J. Masaryka) 21 b.

V pripadé rovnosti bodi rozhodla o poradi vitéza a tspésnych Tesitela
pravidla uvedend v soutéznim fadu MO. Kompletni vysledkovou listinu,
zadani soutéznich tloh i jejich vzorova feseni muizZete najit na oficidlnich
strankach MO www.matematickaolympiada.cz.

Ucast na vybérovém soustfedéni pred 60. mezinarodni matematickou
olympiddou (IMO), které se konalo v pfedvelikono¢nim tydnu v Kos-
telci nad Cernymi lesy, si vybojovalo viech deset vitézt tistfedniho kola
v kategorii A. Z nich pak bylo vybrano Sesti¢lenné ¢eské reprezentacni
druzstvo pro aktualni IMO, ktera se uskutecni od 14. do 22. Cervence
2019 ve Velké Britdnii (Bath). Na tomto soustiedéni bylo vybrano také
Sesticlenné druzstvo (doplnéné dalsimi GspéSnymi Fesiteli z Fad nematu-
rantd) pro 13. ro¢nik Stiedoevropské matematické olympiady (MEMO),
ktera se bude konat v poslednim srpnovém tydnu 2019 v Pardubicich.
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Ustiedni kolo 68. ro¢niku
Matematické olympiady kategorie P

Pavel Topfer, MFF UK Praha

Ustfedni kolo 68. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P (pro-
gramovani) se konalo v BeneSové ve dnech 27-29. bfezna 2019. V této
nejmladsi kategorii Matematické olympiady se soutézi od skolniho roku
1985/86, takze letos to byl jeji 34. ro¢nik. Usttedni kolo kategorie P jako
obvykle bezprostfedné navazalo na soutéz v kategorii A, devét fesiteli
postoupilo do ustfedniho kola Matematické olympiady v obou katego-
riich. Akci vyborné pripravili a organizacné zajistili pracovnici Gymna-
zia Benesov. Pfimo v budové gymnazia probihala prakticka ¢ast soutéze
u pocitact a vyhlaseni vysledkd, zatimco prostory pro zahéajeni katego-
rie P a pro teoretickou ¢ast soutéze poskytl hotel Benica, ve kterém byli
vsichni tcastnici ubytovani.

K ucasti v astfednim kole MO-P bylo pozvano vSech 26 uspésnych
fesiteld krajskych kol a vSichni také na soutéz prijeli. Nejvétsi zastou-
peni mél Jihomoravsky kraj s 10 fesiteli, ze skol mélo nejvice soutézicich
brnénské gymnéazium na ti. Kpt. Jarose, odkud bylo sedm studenti.
Celkem 13 z 26 ucastnikd astfedniho kola MO-P bylo z nematuritnich
roc¢nik.

Soutéz byla zahajena ve stfedu vecer. Po kratkém privitani se soutézici
seznamili s pravidly soutéze a dostali také nezbytné organizac¢ni pokyny.
Ve ¢tvrtek dopoledne probéhla teoretickd ¢ast soutéze, v niz studenti
Fesili t¥i tlohy zaméfené na navrh efektivniho algoritmu. V této ¢asti se
nepracuje na pocitacich, soutézici odevzdavaji svoje Feseni zpracovand
v pisemné podobé. Jedna z teoretickych tloh kazdoro¢né vyuziva néjaky
netradi¢ni vypocetni model, ktery pripravi autoti aloh vzdy pro vSechna
soutézni kola prislusného rocniku Matematické olympiddy. V 68. ro¢niku
MO byl tento model zaméfen na analyzu slozitosti on-line algoritm.
Jedna se o algoritmy, které pribézné zpracovavaji postupné prichazejici
vstupni data, bez znalosti celych vstupnich dat najednou.

Ve ¢tvrtek odpoledne méli soutézici volno s moznosti navstivit rekon-
struovanou sklafskou hut FrantiSsek v nedalekém mésté Sazava. Huf nyni
pusobi jako muzeum skla, seznamuje navstévniky s historii vyroby skla
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a vystavuje sklarska umélecka dila. Ve sklarské dilné si pak mohl kazdy
vypiskovat na sklenicku vlastni ozdobny vzor. Organizatori se v té dobé
vénovali pfipravé pocitaci na praktickou ¢ast soutéze a opravovani ode-
pocitacovych uceben, kde si vSichni mohli prakticky vyzkouset praci na
pocitacich se soutéznim a vyhodnocovacim prostfedim CMS. Soutézici
k nému pfistupuji pomoci webového rozhrani, jehoz prostfednictvim mo-
hou nejen odevzdavat k vyhodnoceni sva vypracovana feSeni soutéznich
uloh, ale mohou také klast dotazy k tloham a dozvidaji se, jak byla ode-
vzdané feSeni ohodnocena. Jedna se o stejné prostiedi, jaké se pouziva i
na mezinarodnich olympiddéch v informatice.

Druhy soutézni den v patek probihal u pocitaci. Soutézici fesili tii
praktické tlohy, v nichz je tfeba napsat a odladit kompletni funkéni
program. Odevzdané feSeni se v prubéhu soutéze okamzité automaticky
vyhodnocuji pomoci pfedem pripravené sady testovacich dat. Pti téchto
testech se uplatnuji ¢asové limity na dobu vypoctu, coz umoznuje roz-
ligit efektivitu zvoleného postupu a tim i kvalitu odevzdaného feSeni.
Kazdy soutézici se ihned dozvi vysledky testti a ma moznost svij pro-
gram opravit a znovu odevzdat, pokud nedosahl o¢ekdvaného bodového
zisku.

P1i pfipravé soutéznich iloh MO kategorie P se pravidelné stfidaji
Ceska a slovenské strana, v Cechach a na Slovensku probiha soutéz ve
stejném terminu a se stejnymi tlohami. Ulohy celého letosniho ro¢niku
pripravili pracovnici z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze. Na misté také pripravili soutézni prostfedi na pocitacich a za-
jistili opravovani odevzdanych feSeni a zpracovani vysledkt. Na opra-
véach teoretickych tiloh se podileli také spolupracovnici z dalsich vysokych
skol — z Fakulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné a z Fakulty
informaénich technologii CVUT v Praze.

Za kazdou soutézni tlohu bylo mozné ziskat nejvyse 10 bodu, v celé
soutézi tedy az 60 bodu. Tohoto vysledku sice nikdo nedoséahl, ale ti
nejlepsi se mu velmi priblizili, absolutni vitéz ustfedniho kola obdrzel
58 bodi. Podle poctu ziskanych bodt se stanovuje vysledné poradi, pfi-
C¢emz vzajemné umisténi fesiteld se stejnym bodovym souctem je odvo-
zeno na zékladé dalsich pomocnych pravidel. Uspésnymi Fesiteli letosniho
ustiedniho kola MO kategorie P se stali soutézici na 1. az 13. misté v cel-
kovém poradi, tedy vsichni, ktefi ziskali alespon 28 bodti. Nejlepsich Sest
z nich bylo vyhlaseno vitézi tistfedniho kola. Diplomy vitézim a dal$im
Gspésnym Tesitelim pfedala predsedkyné Jednoty ceskych matematiki
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a fyziki doc. Alena Solcovd, ktera se slavnostniho zakonéeni MO osobné
zucastnila.

Vysledky ustfedniho kola 68. roéniku Matematické olympiady kate-
gorie P:

Vitézové:

1. Josef Minarik, 8/8, G, ti. Kpt. JaroSe, Brno, 58 b. 2. Michal Jires,
8/8, G F. M. Pelcla, Rychnov nad Knéznou, 56 b. 3. Jiri Kalvoda, 6/8,
G, t¥. Kpt. Jaroge, Brno, 53 b. 4. Jond$ Havelka, 7/8, G, Jirovcova, Ceské
Budéjovice, 52 b. 5. Radek Olsdk, 8/8, Mensa gymnézium, Praha 6, 49
b. 6. Jan Kaifer, 3/4, G Jana Keplera, Praha 6, 48 b.

Uspé&sni Fesitelé:

7. Viktor Fukala, 6/8, G Jana Keplera, Praha 6, 43 b. 8. Viclav
Jandacek, 6/8, G, tf. Kpt. JaroSe, Brno, 41 b. 9. Lenka Kopfovd, 4/4,
Mendelovo gymnéazium, Opava, 41 b. 10. Jakub Sfastny, 8/8, G, Brno-
Reckovice, 40 b. 11. Ondrej Sladky, 6/8, G, Mikula$ské nam., Plzen, 31
b. 12. Matéj Kripner, 8/8, G, Kladno, 30 b. 13. Michal Pdcal, 7/8, G
Jiftho z Podébrad, Podébrady, 28 b.

Vsichni Gspésni fesitelé ustfedniho kola MO-P obdrzeli pozvani na
kratké vybérové soustfedéni, které se uskutecnilo ve dnech 12.-13. 4.
2019 na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze. Na vybérovém sou-
stfedéni probéhla dalsi tii prakticka soutézni kola, program soustfedéni
byl navic doplnén prednaskami s rozborem vsech fesenych tiloh. Konec¢né
poradi pro vybér reprezentanti na mezinarodni olympiady v informatice
bylo stanoveno souc¢tem vysledki z ustfedniho kola a vysledkt dosaze-
nych na vybérovém soustiedéni.

Na konci vybérového soustiedéni byla jmenovana dvé ¢tyiclenna re-
prezentacni druzstva pro obé mezinarodni olympiaddy v informatice. Na
celosvétovou Mezinarodni olympiddu v informatice IOI vysildme vzdy
nase nejlepsi fesitele. Jeji 31. ro¢nik se bude konat v srpnu 2019 v Azer-
bajdzanu v hlavnim mésté Baku. Na stfedoevropské olympiadé v infor-
matice CEOI nés pravidelné reprezentuji mladsi fesitelé, ktefi v prislus-
ném roce jesté nebudou maturovat. Letos probéhne 26. roénik CEOI
v poloviné Cervence na Slovensku v Bratislave.

Na webu http://mo.mff.cuni.cz/| najdete podrobnéjsi informace
o prubéhu celého 68. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P, kom-
pletni vysledkovou listinu, texty soutéznich tloh i jejich vzorova feseni.
Na stejném misté se muizete seznamit i se starsimi ro¢niky této soutéze
a vzdy také se vSemi aktualnimi informacemi o olympiadé.

58 Rozhledy matematicko-fyzikalni


http://mo.mff.cuni.cz/

ZPRAVY

Celostatni kolo 60. ro¢niku Fyzikalni olympiady

Jan K¥iz, Jan Slégr, PrF, Univerzita Hradec Krdlové

Padesat nejlepsich resitelu kategorie A fyzikalni olympiady se seslo po-
sledni inorovy tyden na Prirodovédecké fakulté univerzity Hradec Kra-
lové, kde se konalo celostatni kolo jubilejniho Sedesatého ro¢niku.

Fyzikalni olympiada je po olympiddé matematické druhou nejstarsi
predmétovou olympiadou v Ceské republice.

Konani 60. ro¢niku v Hradci Kralové bylo symbolické — na Pfirodové-
decké fakulté UHK piisobi Ustfedni komise fyzikalni olympiady, véetns
prof. Bohumila Vybirala, ktery je s fyzikalni olympiddou od jejich po-
¢atk, kdy ji spole¢né s prof. Rostislavem Kostalem v roce 1959 zakladal.
Na tyto zacatky prof. Vybiral vzpominal na zahajovacim ceremoniélu.
Ptedsedou Ustiedni komise fyzikalni olympiady je nové jmenovany dékan
Prirodovédecké fakulty UHK doc. Jan K7z, ktery predsednictvi prevzal
v roce 2015 po prof. Tvo Volfouvi.

V dalsich dnech fesili soutézici narocné teoretické ulohy z mechaniky,
termodynamiky, geometrické optiky, elektriny i jaderné fyziky. Experi-
mentalni tloha celostatniho kola, kterou ptipravili pracovnici katedry
fyziky P¥F UHK byla inspirovana diamagnetickou levitaci a spocivala
v méreni relativni permeability vzorku bismutu a odvozeni podminek
levitace.

Vsechny tlohy vyzadovaly nejen hluboky fyzikalni vhled, ale i pouziti
vyssi matematiky.

Vitézi fyzikalni olympiady se stalo celkem jedenact ucastnikt, mezi
kterymi se umistily i dvé divky, Katerina Rosickd (Gymnazium Kutnd
Hora) a Miroslava Novoveskd (Masarykovo gymndzium Plzeti). Absolut-
nim vitézem jubilejniho ro¢niku fyzikalni olympiddy se stal Josef Minarik
(Gymnézium Brno, t¥ida Kapitdna JaroSe), o pouhy ptil bod za nim se
umistil Michal Jires (Gymnézium F. M. Pelcla Rychnov nad Knéznou)
a na tfetim misté skoncil (taktéz se ztratou pil bodu) Jindich Jelinek
z Gymnézia Olomouc-Hejéin.

Kompletni vysledkovou listinu, texty soutéznich tloh i jejich vzorova
feseni naleznete na strankach:

http://fyzikalniolympiada.cz/celostatni-kolo
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Ve dnech 31. 3. az 2. 4. probéhlo vybérové minisoustiedéni s teo-
retickymi a experimentalnimi testy, ve kterém bylo z jedenécti vitézi
celostatniho kola vybrano pét ucastniki rovnéz jubilejniho padesatého
ro¢niku mezinarodni fyzikalni olympiady, ktery se bude konat ve dnech
7. az 15. srpna v izraelském Tel Avivu.

Na zacatku Cervna na vybérové soustfedéni navazalo intenzivni ¢tr-
nactidenni pfipravné soustfedéni, na kterém tucastnici jednak rozvijeli
své experimentélni dovednosti (které na mezinarodni fyzikalni olympiadé
dalece ptekracuji rozsah, ktery je obvykly na stfednich skolach), jednak
vyslechli pfednasky pracovniku katedry fyziky vénované pokroc¢ilym ma-
tematickym metodam, kvantové fyzice, teorii relativity a strategii feSeni
uloh.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Resend diloh ze str.[T7,

Spravne odpovede:

1) jednou; 2) 100; 3) 504,5; 4) 709; 5) 8; 6) 3;

7)9;  8)6051;  9)1010;  10)10;  11)8;  12) 2018/2019;
13) 0; 14) 67; 15) 602; 16) 1 373 734 330;

17) (1, 3, 671) (1, 11, 183) (1, 33, 61) (3, 11, 61);  18)3;  19) 4.

Ulohy boli vybrané a upravené zo zbierok:

[1] Baélint, V. a kol.: PYTAGORIADA, zbierka tloh 25. roénika. Bratislava:
IUVENTA, 2004.

[2] Mihalikova, B. a kol.: Ulohy MO ZS. Bratislava: IUVENTA 2003.

[3] Molnér, J. a kol.: Sborniky soutéze MATEMATICKY KLOKAN. Olo-
mouc: JCMF, 1995-1999.

[4] Uhlifovd, M.: Pocitejte s Klokanem 2000-2004, kategorie Benjamin.
Olomouc: Prodos 2007.

[6] Valaskova, Z. a kol.: Zbierka tloh z pytagoriddy 30. ro¢nik. Bratislava:
IUVENTA, 2009.
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Vyzva k zasilani ¢lanka

Vazené studentky, vazeni studenti!

2 Resdite zajimavou fyzikalni, matematickou ¢i
informatickou praci?

2 Tyka se vase seminarni prace nékterého z vyse

uvedenych obor(?

Podilite se na zajimavém F, M, | projektu?

Chcete predstavit vysledky své prace také ostatnim?

Organizujete seminar, tabor, soutéZ nebo néjakou

jinou akci tykajici se F, M, | pro stfedoskolaky?

2 Mate néjaky jiny ndmét, ktery by se mél objevit

0090

v tomto Casopise?

Napiste clanek a zaslete nam jej do Rozhled!i!

Prijimame clanky shrnujici plvodni prace, prehledové clanky
Ci kratkd sdéleni. Vas prispévek bude po recenzi uverejnén
v jednom z nasledujicich Cisel naseho ¢asopisu.

Clanky zasilejte na adresu: rozhledy@jcmf.cz
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