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MATEMATIKA

Hausdorffova dimenze fraktalnich mnozin

Katerina Panesovd, Gymndzium Teplice

Abstrakt. V tomto clanku se seznamime s pojmy Hausdorffova mira a di-
menze, jejiz vypocet ukazeme na prikladu. Zjistime, ze existuji utvary, které
wylézaji“ ze svého bézného rozméru a nachézi se tak nékde mezi krivkou a
plosnym obrazcem, ¢i mezi ploSnym tGtvarem a prostorovym télesem.

1. Jak zmérit Sierpinského trojihelnik

Fraktdlni dtvar znamy jako Sierpiriského trojihelnik vznika z plos-
ného trojihelnika podle kroku znézornéného na obr. 1. ,Vykusovani“
prostiedniho trojuhelniku ze vsech nové vzniklych trojihelnikt se neu-
stale opakuje neboli iteruje.

Obr. 1: Vychozi trojihelnik a tii iterace Sierpinského trojihelnika

Prirozené se muzeme ptat, jaky je obsah takového utvaru. Z obsahu
1

ttvaru v kazdém kroku ubyde pravé ;, tedy pii kazdé iteraci se obsah
zmensi na % predchozi hodnoty obsahu. Toto opakujme donekonecna,
abychom dosdhli dokonalého Sierpinského trojtihelnika dle definice, ob-
sah je tedy roven limnﬁoo(%)”, pocitdme-li s jednotkovym obsahem pt-
vodniho celého trojtuhelnika. To je zfejmé rovno nule.

Tento fakt je zarazejici, nebot Sierpinského trojuhelnik néjaké misto
na papire zabird a intuitivné se ndm prici prohlasit jej za prazdnou mno-
zinu, protoze i po vSem tom ,vykusovani“ ptreci néco musi zbijt. Nebo ne?

Byva vyhodné si slozitou tlohu zjednodusit a pozorovat platné zako-
nitosti na snéze uchopitelném pripadu. Predstavme si, ze bychom chtéli
zmérit ctverec. Uz tato formulace zni nesikovné — jakou vlastnost ctverce
presné chceme meérit? Samoziejme jeho obsah. Zastavme se zde na chvili

a zamysleme se, pro¢ pravé obsah.
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MATEMATIKA

Kdybychom mérili jeho objem, byl by nulovy, a naopak (ackoli to
zni absurdné) jeho délka) by byla nekoneéna. Objem ani délka by nam
o nasem c¢tverci nefekly vic nez o jakémkoli jiném plosném utvaru —
u vsech by tyto veli¢iny nabyvaly stejnych hodnot: 0 a co.

7Zda se proto dulezité, ve kterém rozméru ¢tverec mérime. Pro prak-
tické ucely méa smysl jej mérit pravée ve 2D. Podobné to bude s Sier-
pinského trojihelnikem: je-li jeho obsah nulovy, zkusme zmérit jeho jed-
norozmeérnou délku.

Existuje krivka, kterd se v limité shoduje s Sierpinského trojthelni-
kem?. Vznika neustalym zakiivovanim sebe sama, jak ukazuje obr. 2.

Obr. 2: Prvnich 6 iteraci ,,Sierpinského kiivky*

Vsimnéme si, ze jeji délka se s kazdou iteraci zvétsi o % své délky, sku-
tecnd délka této kiivky je tedy rovna limn_mo(%)”, je-li délka vychozi
tsecky 1. To se blizi k oo, podobné jako délka dvourozmérného ctverce.
Jelikoz zalezi na tom, v jaké dimenzi utvar mérime, je tfeba mérit Sier-
pinského trojuhelnik v jemu prislusné dimenzi, ktera by mohla byt nékde
mezi 1 a 2. Avsak jesté jsme nedefinovali ani dimenzi, ani to, co myslime
tim, ze néjakou mnozinu mérime. Nez tedy budeme moct pokracovat, je
tfeba podlozit nase intuitivni tvahy pevnym formalnim zakladem.

Dtzn. délka kiivky, kterd Gtverec vypisuje
2)dikaz tohoto tvrzeni viak presahuje odbornost ¢lanku
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MATEMATIKA

2. Hausdorffova mira

Hausdorffovu neboli fraktdlni miru zavedl roku 1918 némecky mate-
matik Felix Hausdorff [1]. Tato mira®) zobeciiuje pojem délky, obsahu
i s-rozmérného objemu, dané s vSak vibec nemusi pfirozené ¢islo! To
umoznuje mérit napt. prave fraktalni mnoziny jako Sierpinského troj-
thelnik.

Hausdorffovu miru H® si predstavme jako funkci (zobrazeni), jejiz
vstupni hodnotou je mnozina®, kterou chceme zméfit. Hausdorffova
mira vezme méfenou mnozinu a celou ji pokryje tzv. pokryvacimi mnozi-
nami ur¢itého zadaného priméru. Na obr. 3 je jedno z moznych pokryti
2. iterace Sierpinského trojihelnika pokryvacimi kruhy.

Obr. 3: Mozné pokryti Sierpinského trojihelniku

Pritom prameér pokryvacich kruhu je co nejmensi, limitné se blizi nule.
Takto vznikaji pokryti, ktera jsou stdle presnéjsi aproximaci skutecného
tvaru mérené mnoziny, at je jakkoli slozita. Funkce H?® poté pro kazdé
pokryti secte obsahy vsech nekonecné malych pokryvacich kruht daného
pokryti. Moznych pokryti je nekonecné mnoho, a H® z obsahti vSech
moznych pokryti vezme jejich infimum, tzn. bud nejmensi obsah (pokud
existuje), nebo hodnotu, ke které se obsahy pokryti seshora limitné blizi.
Tato hodnota je Hausdorffovou mirou mérené mnoziny.

Opravdu zajimavé je ale to, ze Hausdorffova mira timto zptisobem
neméri pouze dvourozmeérné utvary, nybrz dokaze podobné zmérit libo-
volnou podmnozinu prostoru R”.

Nyni uz k formalni definici Hausdorffovy miry:

3)co je to mira obecné a jaké ma vlastnosti, si mizete precist v mé praci SOC
4)podmnoéina R™
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Definice 1. Necht ACR", 0 < s < oo a0 <d < oo. Definujme

&) diaij s 0o .
;Q(S) <2) ‘ AC ]Ejl Cj,diam C; < 5},

H;5(A) = inf {

kde 12
71.8
"D
Zde je I'(s) = fooo e 2 ldx, kde 0 < s < 0o, zndmé gamma funkce.

V definici se objevuji pokryvaci mnoziny C;, kde j € {1,2,3,...}, je-
jichz primér diam C; je mensi nebo roven 4. Tyto mnoziny pokryji celou
vy e diam Cj \ 5 v, v .
méfenou mnozinu A. Dle vzorce a(s)(—5—2)® se uréi s-rozmérny objem
urcité pokryvaci mnoziny C;. Zde je «(s) normaliza¢ni konstanta, spe-
cifickd pro dané s, které odpovida dimenzi, ve které mnozinu A mérime.

Priklad 1. Spoditejme a(s) pro s = 2.

2/2 T

“® =) T

F(Q):/ e Ta?t dm:/ e Txdr =
0 0

o0

:[—e_xx] +/ e_’”dx:O—i—[—e_’c} =1
0 0 0

Tedy «(2) = 7, coz je presné konstanta ve zndmém vzorci pro obsah

kruhu 7r2.

Priklad 2. Pro zajimavost uvedme hodnotu «(s) pro nékterd dalsi
bézna s. 0
T 1
a(0) = = =1
0) L) [ e de

Zde bude H° bézna pocitaci mira, coz znamend, ze pro mnozinu bodt
spocte, kolik bodi dand mnozina obsahuje. Vysledkem bude celé neza-
porné ¢islo (nebo oo) — pocet bod.

)= 5= s

s T3 47

B =55 nz "3
2 4
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MATEMATIKA

Obé konstanty a(1) a a(3)® se objevuji ve vztazich pro délku tsecky,
3

resp. ktivky, a objem koule: délka tisecky d = 2r a objem koule V' = %’TT .
Definice 2. Méjme A a s z definice 1 a definujme s-rozmeéernou Hausdorf-
fovu miru na R™
H(A) = lim H5(A).
6—0
Hausdorffovu miru tedy ziskdme, posleme-li 6 z definice 1 k nule, coz
odpovidd zminénym stéle presnéjsim aproximacim mérené mnoziny A.

3. Hausdorffova dimenze

V definici 2 znaci s dimenzi, ve které danou mnozinu A mérime. Videéli
jsme, Ze pro ¢tverec by se H! limitné blizila nekonecénu a H? by byla
rovna 0. Intuice ndm napovidd, ze pro vsechny dimenze vétsi nez 3 uz
bude H?® ¢tverce 0 a pro vSechny dimenze mensi nez 1 bude ,,nekonecné*.
Dokonce by se nam libilo, kdyby tento zlom, pri kterém se nekonecna
H?® méni na nulovou, byl jen jeden, konkrétné v s = 2.

Nagtést! to plati. Lze dokézat®, ze pro urcitou mnozinu A C R”
nastane zlom mezi H*(A4) = oo a H*(A) = 0 pravé jednou. Tomuto
bodu budeme fikat Hausdorffova dimenze mnoziny A.

Definice 3. Hausdorffova (fraktdlni) dimenze podmnoziny A prostoru
R™ je
Haim(A) =inf{0 <t < oo |H'(A) =0} =
=sup{0 < s < oo | H*(A) = o0}.

Poznamka 1. Zapisy inf a sup znamenaji infimum a supremum. Infi-
mum je nejvyssi dolni mez mnoziny, supremum nejnizsi horni mez. Tyto
pojmy jsou nadfazeny pojmum minimum a maximum mnoziny, které
nemusi vzdy existovat, zato je-li mnozina zdola, resp. shora omezena,
nutné uz ma infimum, resp. supremum.

Priklad 3. Jakd je Hausdorffova dimenze Sierpinského trojihelnika?

Svyéisleni integralti [ (e~%y/x)dz a [;° (e_xx%)dr svou ndro¢nosti presahuje
odbornost tohoto ¢lanku
6)Ditkaz naleznete v mé praci SOC nebo v [2]
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MATEMATIKA

Mnozinu tvorici Sierpinského trojihelnik oznacme S. Nejprve vyjad-
reme Hausdorffovu miru Sierpinského trojtihelnika, a to tak, ze spocteme
H3(S) pro § = (%)”, kde n znadi, o kolikdtou iteraci tvorby tohoto frak-
talu se jednd. Zrejmé Sierpinského trojihelnik dostaneme pro n — co.

Potom

H(S) = lim. [3%(8)(2;")8} = {“(8) a (23”

Hledejme zlomovy bod pro H*(S) v zévislosti na s. Cleny a(s) a 27°
jsou pro dané s konstanty, zato clen (Ql)" pro n — oo se muze bud
limitné blizit 0, je-li argument exponencialy mensi nez 1, nebo ,,jit do
nekonecna®, je-li argument exponencialy vétsi nez 1. Zlom tedy nastane

pro & =1 a z toho uz

Haim(S) = log, 3 = 1.58496.

Uloha 1. Prokazte (napf. vypoétem), ze Hausdorffova dimenze ,Sier-
pinského kiivky“ (obr. 2) je rovna dimenzi Sierpinského trojihelnika.

Uloha 2. Prohlédnéte si nékolik prvnich iteraci fraktdlu na obr. 4 a
odhadnéte jeho fraktalni dimenzi v porovnani s Sierpinského trojuhelni-
kem. Ovérte vypoctem.

Je tedy zfejmé, ze samotné prokazani shodnosti dimenze jesté ne-
znamend, ze si jsou fraktdly rovny, jako je tomu v pripadé Sierpinského
trojihelnika a kiivky. Danou dimenzi mtize mit vice fraktald, stejné jako
existuje mnozstvi riznych plosnych utvart.

Uloha 3. Aby to nevypadalo, Ze viechny fraktaly maji dimenzi 1,58496,
vypoététe Hausdorflovu dimenzi Kochovy hvézdy (obr. 5).

Pro lepsi predstavu o fraktdlech doporuc¢ujeme video [3].

6 Rozhledy matematicko-fyzik3Ini
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Py
e i

Obr. 4: Prvnich 5 iteraci fraktalu z tlohy 2

/NIAESES

Obr. 5: Vychozi trojihelnik a prvni tTi iterace Kochovy hvézdy
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Ortocentrické Ctvefice bod( a trojihelnikd

Jiri Lach, Gymndzium Matydse Lercha, Brno

Abstrakt. Clanek se zabyva vlastnostmi &tvefice bodi, které tvoii vrcholy
obecného trojihelniku a jeho ortocentrum. Téchto vlastnosti pak vyuzijeme
v konstrukéni tloze a dale také zjistime, jakou vlastnost tyto body mayji,
budeme-li uvazovat orticky trojihelnik k danému trojihelniku.

Uc¢ivo o trojuhelnicich je nedilnou soucasti kazdého vzdélavaciho pro-
gramu jak na zakladnich, tak i stfednich skolach. Kazdy z vés si jisté
nékterou cast tohoto uciva vybavi. V nasem c¢lanku se sezndmime s po-
zoruhodnymi vlastnostmi ¢tveric bodu, které dostaneme, kdyz ke trojici
vrcholi A, B, C obecného trojuhelniku ptripojime jako ¢tvrty bod V —
prusecik jeho vysek AP, BQ, CR, zvany ortocentrum trojihelniku ABC.
Dva druhy takovychto ¢tveric bodu vidite na obr. 1, nalevo pro ostro-
uhly trojuhelnik a napravo pro trojihelnik tupothly, u kterého je treba
chapat vysky jako primky, nikoliv jako tsecky. Jisté si snadno rozmys-
lite, pro¢ v ¢lanku o takovychto ctvericich bodi pomineme pravoihlé
trojihelniky.

R

N

Obr. 1: Body A, B, C' a V v ruznych pozicich

Ortocentrem kazdého obecného (dédle vzdy nepravoihlého) trojihelniku
ABC je jediny bod V jeho roviny, pro ktery plati konjunkce t¥{ kolmosti

AB LCV ABC LAV A AC L BV,

8 Rozhledy matematicko-fyzik3Ini
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Jisté jste si povsimli, zZe oba nacrtky na obr. 1 jsou az na oznaceni
Ctverice bodu pismeny A, B, C a V geometricky shodné. Navic, jak
mozna s prekvapenim zjistite, na obou z nich je kazdy ze ¢tyr bodu A,
B, C a V ortocentrem trojihelniku tvoreného zbylymi tfemi body. (Do-
porucujeme, abyste treba vSechny t¥i vysky trojihelniku ABV dvojicemi
jejich bodu uréili.) Rovnocennost roli bodu A, B, C, V v takové situaci
privedla matematiky k néasledujici definici.

Definice 1. Rekneme, 7e ¢tvefice K, L, M, N navzajem riiznych bodi
téze roviny je ortocentrickd, jestlize jsou navzajem kolmé jak primky KL
a M N, tak primky KM a LN a také primky KN a LM. V této situaci
¢tverici trojuhelnika KLM, KLN, KMN a LMN, jejichz ortocentra
jsou po fadé body N, M, L a K, nazveme ortocentrickou.

Po zavedeni nového pojmu nas pfi zkoumani vlastnosti ortocentrické
¢tverice trojuhelnikt asi nejprve napadne otazka, zda kazda ortocent-
ricka ctverice trojuhelnikt K LM, KLN, KMN a LMN vypada tak,
jako na obr. 1: tTi z téchto trojihelniki jsou tupotihlé a stykaji se podél
spole¢nych stran tak, ze jejich sjednocenim je zbyvajici ¢tvrty trojthel-
nik, ktery je ostrothly. K dikazu kladné odpovédi na tuto otazku, kterou
uvedeme vzapéti jako vétu 1, vyuzijeme poznatek, ktery zndme z hodin
planimetrie ve skole: Dany trojuhelnik je ostrouhly (resp. tupodhly) pravé
tehdy, kdyz jeho ortocentrum lezi uvnitr (resp. vné) daného trojihelniku.

Véta 1. Nektery z libovolné ortocentrické ctverice bodi lezi uwvnitr troj-
uhelniku s vrcholy v ostatnich trech bodech této ctverice.

Drikaz. Staci ukazat, ze zadné tii z bodu K, L, M, N tvoricich ortocent-
rickou ¢tverici nelezi v jedné primce a ze vsechny ¢tyti body K, L, M, N
nejsou vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku. K ovéreni obou tvrzeni sporem
vyuzijeme nacrtku z obr. 2. Kdyby napt. body K, L, M lezely v jedné
ptimce, z relaci KN L LM, LN 1. KM a MN | KL by vyplynulo,
ze bod N by musel lezet na kazdé ze znazornénych kolmic k, [, m, které
jsou ovsem rovnobézky a nemaji tedy zadny spolecny bod.

Kdyby body K, L, M, N byly vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku jako
na obréazku, jeho navzajem kolmé uhlopiicky KM a LN by se protaly
v bodé P. Z podminky KL 1 MN by vyplynulo, ze pfimka M N by
musela byt rovnobézna s primkou p vedenou bodem P kolmo k primce
K L. Tato primka vSak rozdéluje pravy thel KPL, a tedy i k nému
vrcholovy tthel M PN, a tak body M a N oddéluje. Nemiuze proto platit
MN || p. O

Ro&nik 95 (2020), ¢islo 3 9
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k / m
N
M
[ [ [ B
K L M K L
p

Obr. 2: K dikazu véty 1

Dokazana véta 1 ma pro zkoumani ortocentrickych ctveric velky vy-
znam. Vzdy totiz muzeme predpoklddat, ze dana ortocentrickd ¢tverice
je tvorena tfemi vrcholy ostrothlého trojuhelniku a jeho ortocentrem.
Uplatnime to v dalsim textu s velkou vyhodou.

Podivejme se nyni, jak s tématem ortocentrickych c¢tveric souvisi vy-
znamné body trojuhelnikt, paty vysek. Je ziejmé, ze pokud priseciky
kolmic KL a MN, KM a LN, respektive KN a LM, o kterych se pise
v definici ortocentrické ¢tverice K, L, M, N, oznacime P, @, R, pak tyto
body jsou patami vysek vsech c¢tyr trojuhelnika K LM, KLN, KMN
a LMN (ptipomete si obr. 1 s pomyslnou zdménou boda A, B, C a V
¢tverici K, L, M, N v jakémkoliv poradi). Protoze jeden z trojuhelniku
KLM, KLN, KMN a LMN je vzdy ostroihly, jsou paty vysek P, Q,
R vnittnimi body jeho stran, coz znamend, Ze nelezi v jedné primce a
tvori tedy vrcholy trojuhelniku. Jsou-li tedy AP, BQ a C'R vysky obec-
ného trojtihelniku ABC, pak vzdy existuje trojihelnik PQR. Rikdme,
ze trojihelnik PQR je orticky trojuihelnik daného trojthelniku ABC.

V predchozim odstavci jsme vysvétlili, ze pokud je trojihelnik PQR
orticky k nékterému trojihelniku, je dokonce spole¢nym ortickym troji-
helnikem alespon ¢tyr trojihelniki. Jak nyni ukdzeme, naopak pro kazdy
trojihelnik PQR v roviné existuji prave ¢tyri trojuhelniky s patami vy-
sek v danych bodech P, @, R. Je jasné, ze tyto ¢tyri trojuhelniky tvori
ortocentrickou ¢tverici a my v feSeni nasledujiciho prikladu ukazeme, jak
tuto Ctverici sestrojit.

Priklad 1. V roviné jsou dany body P, @, R, které nelezi v jedné
primce. Sestrojte trojihelnik s patami vysek P, @, R.

Reseni. Na zakladé predchozich poznatki jiz miizeme ¥ict, ze kazdjm
feSenim této tlohy bude ortocentricka ¢tverice bodu A, B, C, V, kterou
tvori ostrotihly trojuhelnik ABC a tii tupothlé trojihelniky ABV, ACV

10 Rozhledy matematicko-fyzik3Ini
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a BCV (viz obr. 3). Jejich konstrukéni nalezeni bude spocivat v nésle-
dujicich tvahach. Vzhledem k tomu, ze vysky trojihelniku jsou vzdy na
jeho strany kolmé, jsou trojuhelniky ABQ a ABP pravouhlé s pravymi
uhly u vrchold P a Q. Z toho vyplyva, ze body P a @ lezi na Thaletove
kruznici nad prumérem AB, jak muzeme vidét na obr. 4 vlevo.

C
0
P
4
A R B
Obr. 3: Ortocentricka ¢tverice trojihelniki s patami vysek P, Q, R
C C
0 0
P P
4
@ Q :
A R B A R B

Obr. 4: Thaletovy kruznice nad pruméry AB a AC

Césti této kruznice je oblouk AQ, jemuz nélezi obvodové thly ABQ
a APQ), které maji stejnou velikost. Vyjadrime ji z pravothlého troja-
helniku ABQ: [XABQ| = [ APQ| = 90° — a.

Nyni se podivejme na Thaletovu kruznici nad pramérem AC, ktera
je zndzornéna na obr. 4 vpravo. Lez{ na ni oblouk AR, jemuz prislusi
obvodové ihly RC'A a RPA. Z pravotuhlého trojihelniku ARC plyne, ze

X RCA| = |XRPA| = 90° — av.
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Dokazali jsme tedy rovnost |[X APQ| = | RPA|. Podobné bychom mohli
ukdzat, ze plati rovnosti |[XPQB| = |[XBQR| a |[XQRC| = |[XCRP|.
Timto jsme dokazali, ze vysky AP, BQ a C'R hledaného ostroihlého
trojihelniku ABC' lezi na osdch vnitinich thla jeho ortického trojihel-
niku PQR.

Nyni jiz 1ze konstrukci feseni prikladu 1 snadno popsat. V trojihel-
niku PQR sestrojime osy vnitinich thli a jejich prusecik oznacime V.
V dalsim kroku vedeme kazdym z boda P, @, R kolmici k sestrojené ose,
kterd z tohoto bodu vychazi (obr. 5). Pruseciky téchto ti{ kolmic ozna-
¢ime A, B, C. ReSenim piikladu 1 pak jsou pravé étyfi trojuhelniky:
ostrothly trojihelnik ABC' a tii tupothlé trojihelniky ABV, BC'V a
ACYV.

B

Obr. 5: Konstrukce feseni prikladu 1

Reseni pifkladu 1 ukonéime ditkazem spravnosti konstrukee z obr. 5.
Ten provedeme, kdyz ukazeme, ze body A, B, C, které jsme urcili jako
pruseciky t¥i primek vedenych vrcholy trojihelniku PQR kolmo k osam
PV, QV, RV jeho vnitinich thlu, lezi po fadé na téchto oséch. (To pak
totiz bude znamenat, ze body P, @, R jsou skutecné patami vysek ctyr
sestrojenych trojtihelnikt.) Vysvétleni je snadné: sestrojené tii kolmice
jsou osami vnéjsich ihlu trojihelniku PQR, takze napiiklad bod A ma
stejnou vzdélenost od primek PQ a RQ i stejnou vzdalenost od piimek
PR a RQ), a tak lezi na poloptimce PV. Podobné se vysvétli potrebné
polohy bodti B a C. Tim je uplné reseni prikladu 1 ukonceno.

Podané tplné feseni prikladu 1 prinasi jesté jedno vyznamné pouceni.
Podle konstrukce z obr. 5 je bod V stfedem kruznice vepsané trojihel-
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niku PQR, ma tedy od ptimek PQ, PR a RQ stejnou vzdélenost. Jak
jsme v zavéru reseni dokazali, tuto vlastnost maji i body A, B, C, takze
jsou stredy tri dalsich kruznic, které se vsech tii primek PQ, PR, RQ
dotykaji a kterym rikame kruznice pripsané jednotlivym stranam troj-
thelniku PQR. Vidime je na obr. 6, ktery ilustruje zajimavy a dosti
prekvapivy pohled na obecnou ortocentrickou ¢tverici bodu. Plyne z na-
Seho Teseni prikladu 1 a vyjadiime ho zavérec¢nou vétou 2, kterou jsme jiz
vlastné dokazali. Pred tim jesté uptfesnéme, ze kruznici pripsanou kupfi-
kladu strané AB daného trojihelniku ABC rozumime kruznici, kterd se
dotyké strany AB v jejim vnitfnim bodé a soucasné se dotyka primek
AC a BC vné trojuhelnika ABC.

Véta 2. Kazdd ortocentrickd ctverice bodi je tvorena stredy ctyr kruz-
nic, z nich? jedna je vepsana nékterému trojihelniku PQR a ostatni tri
pripsany jeho jednotlivym strandm. Naopak kazZdy trojuhelnik PQR takto
urcuje jedinou ortocentrickou ctverici A, B, C, V (obr. 6).

Obr. 6: Vepsana a pripsané kruznice
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Algebraické identity a cirkulaCni matice

Oliver Bukoviansky, Gymndzium Praha 5, Na Zatlance

Abstrakt. Seznidmime se s algebraickou identitou a® + b* + ¢* — 3abc =
= (a+b+c)(a®+b*+c* —ab—ac—bc). a predstavime si jeji diilezité vlastnosti.
Zejména se budeme vénovat jejimu vyjadreni ve tvaru determinantu cirkulac¢ni
matice (dale jen CM). Zaméfime se i na determinanty CM jinych fadu, které
budeme rozklddat na soucin ireducibilnich polynomi s vyuzitim pravidel pro
determinanty. Déle definujeme Kroneckertiv soucin a zminime jeho souvislost s
mocninami determinanti CM. V zavéru je uveden pokrocilejsi problém tykajici
se koeficientti vyslednych determinantt CM.

1. Algebraické identity

Asi kazdy s elementarni znalosti matematiky ma povédomi o nasledu-
jicich trech algebraickych vzorcich, vztazich nebo jinak feceno identitach:
a® 4 2ab + b* = (a + b)?,
a® —2ab + b* = (a — b)?,

a? —b* = (a+b)(a—b).
Kromé téchto zakladnich identit zname i komplikovanéjsi vzorce:
a® +b® = (a +b)(a* — ab+ b?)
nebo
a” —7a% + 21a°b* — 35a*b® + 35a>b* — 21a%b° + Tab® — b" = (a — b)".

Vsechny uvedené vztahy davaji do rovnosti dvé moznd vyjadieni stejného
vyrazu. Jsou zapsané tak, aby na levé strané rovnosti byl polynom v tzv.
roznasobené podobé a na pravé strané polynom v tzv. rozlozené podobé.
Tohoto pojmenovani se budeme déle drzet.

Krasu podobnych rovnosti mizeme néalezité ocenit pridanim tieti pro-
ménné ¢, diky ¢emuz vznikne rada zajimavéjsich vztaha. Jednim z nejjed-
nodussich a nejelegantnéjsich polynomiu tii proménnych je zndma iden-
tita

a® + b3 + & — 3abe = (a + b+ c)(a® +b* + 2 — ab — ac — be).
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Moznéa jste na ni uz narazili, je totiz celkem oblibena v algebraickych
ulohéach, naptiklad pri dpravach vyrazu. Skutecné plati, ze velmi jedno-
duchy vyraz na levé strané rovnosti lze rozlozit na komplikovany soucin
dvou zavorek. K odvozeni vztahu samoziejmé postacuje roznasobit pra-
vou stranu (a + b + ¢)(a? + b? + ¢ — ab — ac — be) a secist leny lisic
se jen koeficientem — tim dostaneme levou stranu a® + b + ¢ — 3abc
v roznasobené podobé.

7 takového postupu ale nevyplyne hlubsi divod, pro¢ pravé mezi té-
mito polynomy plati rovnost. Podstatu rovnosti mizeme nalézt pti upra-
vovani vyrazu a® + b3 + ¢ — 3abe, ze kterého se budeme pokouset vy-
tvorit vySe zminény soucin dvou zdvorek (rozlozit polynom na soucin).
Po nékolika tipravach skutecné dojdeme k pravé strané, pricemz budeme
vyuzivat elementarni algebraické manipulace, jako napriklad vytykani
zavorky nebo zndamé vzorce:

a® 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b)® + ¢* — 3abc — 3a*b — 3ab* =
= (a+b+c)(a+b)?—(a+b)ec+c?] —3abla+b+c)=
= (a+b+c)(a® +2ab+ b* — ac — be + ¢* — 3ab) =
= (a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be).

Diilezité je zminit, ze zavorka (a® + b* + ¢ — ab — ac — be) je jiz déle
nerozlozitelna na souc¢in polynomi nizsich stupna s redlnymi koeficienty.
Z toho diivodu nazvéme polynom (a2 +b2+c? —ab—ac—be) ireducibilnim
nad mnozinou R a spokojme se s jeho soucasnou podobou.

Polynom a® + b + ¢® — 3abc a jeho rozklad

(a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be)

maji zajimavou vlastnost, ktera se v souvislosti s algebraickou identi-
tou Casto zminuje. Predstavime ji na ¢iselném triku: Posluchacovi fek-
neme, aby nam sdélil tri ¢isla, jejichz soucet je roven nule. Posluchac
nam bude jisté chtit ztizit situaci a nadiktuje ndm tii velkd Cisla, sa-
moziejmé v souladu s nasi pocatecni podminkou: 589, 437, —1026. My
ho poté prekvapime tvrzenim, ze se soucet tretich mocnin téchto tii ¢i-
sel rovnd trojnasobku jejich souc¢inu. Ohromeny posluchac s kalkulackou
v ruce dojde v obou pripadech ke stejnému vysledku: —792 255 654. Du-
vod je prosty. Hledana tri ¢isla ozna¢me proménnymi a, b, ¢. Rovnost
a® + b3 + ¢3 = 3abc nastane napiiklad tehdy, kdyZ pro a, b, ¢ plati pii-
vodni podminka a + b + ¢ = 0, jelikoz se pak bude rovnat nule i cely
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soucin (a + b+ c)(a? + b? + ¢ — ab — ac — be), pticemz, jak vime, tento
soudin je jen jinym vyjadfenim polynomu a® + b3 + ¢ — 3abc.

2. Cirkulac¢ni matice a jejich determinanty

Identita a®+b%+c® —3abe = (a+b+-c)(a?+b*+c? —ab—ac—bc) nabizi
dalsi zajimavost. Lze ji totiz vyjadrit jako determinant takzvané cirku-
lacni matice. Nejprve ke druhému pojmu nazvu. Matice je tabulka cisel
nebo jinych matematickych objekt, neboli prvkid, obecné obdélniko-
vého tvaru. Casto vyuzivané jsou, zejména v linearni algebie, ¢tvercové
matice se stejnym poctem tadku jako sloupci. Cirkula¢ni matice jsou
specidlnim typem c¢tvercovych matic. Jejich prvky se cyklicky opakuji,
¢ehoz si muzeme vsimnout na obecném zapisu cirkulac¢ni matice a jejiho
zkraceného znaceni:

Ci C2 C3 ... Ch—1 Cp
Ch, C1 C2 ... Cph—2 Cpn—1
Cn—1 Cp C1 -.. Cp—3 Cp—2 .
Chm = = Circ(c1,¢2,¢3, ..+, Cn_1,Cn)-
C3 C4 Cy ... C1 C2
Cy C3 C4 ... Cp C1

Pro ¢tenare, ktefi pojem determinant matice slysi poprvé, se ho poku-
sfme struéné vysvétlit (korektni definice viz [1]). Determinant lze pocitat
pouze ze Ctvercovych matic. Pokud jsou prvky matice A pouze redlna
¢isla, vysledkem determinantu matice A bude soucet clenti tvorenych
realnymi ¢isly, tudiz cely determinant bude roven redlnému cislu. Deter-
minant se definuje pomoci permutace mnoziny {1,2,...,n} a znaménka
dané permutace:

a1l ai2 - aip
a21 Q22 - -- A2n
|[Annl =1 . Lo = § Sgn(ﬂ—)al,‘n’(l)aZﬂ(Q)"'an,rr(n)-
: : M e
Un1l Ap2 *** Qpn

Struc¢né feceno, prvky matice se sklddaji do jednotlivych ¢lenti takovym
zpusobem, aby byly v kazdém c¢lenu obsazeny prvky ze vSech radka a
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ze vsech sloupct ¢tvercové matice pravé jednou. A znaménko sgn(m)
vyjadiuje, zda je podet inverzi v dané permutaci 7 sudy (sgn(w) = 1)
nebo lichy (sgn(w) = —1). Pfi¢emz inverze v permutaci = je dvojice
prvki (i,7), 4,5 € {1,2,...,n}, takovd, ze i < j a zdroven m(i) > 7(j).
Zkusme nyni spocitat determinanty z cirkulac¢nich matic (déle v textu
znac¢ené CM) obsahujicich proménné. Determinant CM 1 x 1 (1. fadu)
je pouze samotna proménnd a. Determinant CM 2. fadu je ponékud
zajimavéjsi, jedna se dokonce o algebraickou identitu zminénou vyse:

ab

b :a2—b2:(a—|—b)(a—b).

Nyni se dostavame k vypoctu determinantu CM 3. fadu. Zde se opét
objevuje polynom a? + b3 4 ¢3 — 3abc.

abc
cabl=a*+b+c —3abc=(a+b+c)(a® +b*+c* — ab— ac — be).

beca

Seznamime se i s determinanty CM c¢tvrtého a vyssich rada. Nejprve
nés ale bude zajimat rozlozend forma polynomu. Po vypoc¢tu determi-
nantu ¢isté z definice jsme obdrzeli vyraz a® + b3 + ¢* — 3abc. Mohli
bychom vypoctem determinantu jinym zptsobem obdrzet ihned rozloze-
nou formu (a + b+ ¢)(a? + b* + ¢ — ab — ac — be)? Odpovéd na otdzku
zni ano, nejprve ale bude treba zminit nékolik pravidel pro praci s de-
terminanty (viz [1]).

1. Determinant horni trojihelnikové matice je roven soucinu prvku
na hlavni diagonale.

2. Determinant matice obsahujici linedrné zavislé radky ¢i sloupce je
roven nule.

3. Jestlize matice B vznikla z matice A prohozenim dvou radku nebo
dvou sloupcti, pak plati |A| = —|B].

4. Jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho radku
nebo sloupce redlnym éislem ¢, pak plati ¢|A| = |B].

5. Jestlize matice B vznikla z matice A pri¢tenim libovolného ndsobku
radku k jinému radku nebo libovolného nésobku sloupce k jinému
sloupci, pak se determinanty matic A, B rovnaji.
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Diky vyse uvedenym pravidlim bude velmi snadné determinant CM
3. fadu vyjadrit v rozlozené formé:

abc at+b+cbe 1be¢
cabl=|cta+babl=(@+b+c)|lab|l=
beca b+c+aca lca

=(a+b+c)(a®+b*+c? —ab— ac — be).

V prvnim kroku jsme pouzili pravidlo 5. (pficetli jsme druhy a tieti
sloupec k prvnimu a determinant se nezménil), ve druhém kroku jsme
pouzili pravidlo 4.

Rozklad na soucin jednotlivych polynomi vzniklych vypoctem z de-
finice determinantu je témér neproveditelny jednoduchym algebraickym
vypoctem. Je to zfejmé u polynomu

at — bt 4t — dt — 262 + 202d? — 4abd + dab®c — 4bc*d + dacd?,

ktery je roven determinantu CM 4. rddu. Tento polynom ¢tyi promén-
nych lze upravit do tvaru souc¢inu t¥i ireducibilnich polynomi. Vypocet
je slozity nejenom diky prilisné délce vyrazu (coz samo o sobé nemusi
byt podminkou naroéného vypoctu), ale predevsim kvili nutnosti pouzit
radu sofistikovanéjsich algebraickych tprav pusobicich trikoveé. Rozklad
na soucin muzeme ovSsem mnohem elegantnéji provést pomoci tprav de-

terminantu, stejné jako jsme dospéli k rozkladu
(a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be)

v minulém odstavci. Nejdrive k prvnimu sloupci prictéme vsechny zbylé
sloupce podle pravidla 5.:

abcd a+b+c+dbcd

dabd d b b
det(Circ(a, b, ¢,d)) = @b _|eratbrea “l.

cdabd c+d+a+bdabd

becda b+c+d+acda
Nyni si vzpomenme na 4. pravidlo a z determinantu vytknéme vyraz
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(a4+b+c+d). V prvnim sloupci diky této tpravé zbudou samé jednicky:

1bcd
labec
1dab|
lecda

(a+b+c+d)

Je dobré zminit, ze vytknutd zavorka je jiz jednim ze tii hledanych
polynomu tvoricich rozklad. Nyni se z determinantu pokusime vytknout
druhou zdvorku pomoci vyse zminénych pravidel. Sc¢itani sloupcu ale
nikam nevede, asi nelze sestavit vyraz, ktery bychom mohli vytknout
s vyuzitim 4. pravidla. Zamérme se proto na radky. Pri¢teni vsech radkua
k prvnimu opét nikam nevede. K libovolnému radku determinantu mi-
zeme pricist ale i libovolny nasobek jiného radku, jak ndm rika 5. pra-
vidlo. Proto od prvniho rddku muzeme odecist druhy a ¢tvrty radek a
nasledné pricist treti radek:

l1-1+1-1b—a+d—cc—b+a—-dd—c+b—a

1 a b c

(a+b+c+d)
d a b
1 c d a

Nejen ze se zbavime jednicek, ale po vytknuti —1 ze vzniklych vyrazi
ziskame shodnou zévorku, kterd nasobi vsechny prvky prvniho radku:

0—(a—b+c—d) (a—b+c—d) —(a—b+c—d)
1 b

(a+b+c+d) “ ¢ ,
1 d a b
1 c d a

pri¢emz je ziejmé, Ze nulu lze pfepsat takto: 0(a — b + ¢ — d). Nyni je
jasné, ze zavorku lze vytknout pred determinant:

0-11-1

1 a b c
=(a+b+c+d)(a—b+c—d)

1 da

1 ¢ da
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Pokud bychom se snazili ze zbylého determinantu vytknout dalsi ire-
ducibilni polynom, nase snaha by se ndm nevyplatila. Vysledek determi-
nantu je totiz ireducibilni polynom. Proto ndm nezbude nic jiného, nez
determinant spocitat z definice nebo vyuzit Laplacetiv rozvoj, abychom
dospéli ke kompletnimu rozkladu na soucin polynomi.

Laplacetuv rozvoj je dalsi metodou slouzici k zrychleni vypoctu deter-
minantu. Pomoci rozvoje jsme schopni determinant matice n-tého fadu
upravit na soucet determinantia rfddu n — 1, coz muze v mnoha pfipa-
dech vypocet usnadnit. Definici Laplaceova rozvoje je mozné nalézt napt.
v [1].

Ukézeme, jak k tpravé determinantu

0 -1
1 a

1 d
1 ¢ da

-1

c

e o =

dojdeme pomoci rozvoje. Kvuli usnadnéni vypoctu pomoci rozvoje upra-
vime determinant tak, aby jeden z jeho radka nebo sloupcii obsahoval
co nejvetsi mnozstvi nul. Pokud se ndm podaii takovy radek ¢i slou-
pec sestavit pomoci znamych tprav, budeme mit Sanci, ze se tim vy-
pocet velmi zredukuje. Mnoho determinanti nizsich fadu se vynuluje
kvuli tomu, Ze je budeme nasobit pravé nékterymi nulovymi prvky se-
staveného radku nebo sloupce. V nasem pripadé je nejvhodnéjsi rozvoj
provadeét podle prvniho radku, ktery upravime. Treti sloupec pricteme
ke ¢tvrtému sloupci a druhy sloupec pricteme ke tfetimu sloupci:

0-1 0 0
1 a a+bb+c
1 ddtaatb|
1 ¢ c+dd+a
Tim vzniklo v prvnim rfadku dostatecné mnozstvi nul. Pouzijeme Lapla-
ceuv rozvoj (viz [1]) a dostaneme:
la+bb+c
(-D)(-D)""?* 1 d+a a+bl|.
let+dd+a
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N&s vypocet tak presel k vypoctu determinantu matice 3 x 3. Vysledkem
je ireducibilni polynom a? 4 b? + ¢ + d? — 2ac — 2bd. Cely rozklad pak
vypada nasledovné:
det(Circ(a, b, ¢,d)) =
=a' — b+t — d* — 2a2P + 20%d% — 4a®bd + 4ab®c — 4bPd + dacd?® =
=(a+b+c+d)(a—b+c—d)(a®+b>++d® — 2ac — 2bd).

3. Kroneckertuv soudin

Co kdybychom nékterou proménnou nebo proménné v CM nahradili
nulou? Tim se bezpochyby cirkula¢nost matice nezméni. Podstatné se ale
zmeéni vysledny determinant, jak je vidét v ukazce, kde u determinantu
CM 3. rddu doslo k nahrazeni proménné ¢ nulou:

det(Circ(a, b,0)) = a® + b* = (a + b)(a* + b* — ab).

My budeme vénovat pozornost predevsim pravidelnému nahrazovani pro-
ménnych nulou. Pokud nahradime napiiklad v determinantu CM 4. fadu
kazdou druhou proménnou nulou, vznikne nésledujici polynom v rozlo-
zené formé, ktery je roven druhé mocniné determinantu CM 2. radu:

a0cO

det(Circ(a, 0, ¢, 0)) = 2 g 2 ; = [(a + ¢)(a — &)]? = (det(Circ(a, ¢)))>2.

0cOa

Podobné nahradou ¢ty z proménnych v CM 6. fadu obdrzime velmi
podobny vysledek:

det(Circ(a, 0,0,d,0,0)) = [(a + d)(a — d)]* = (det(Circ(a, d)))?.

Nebo nahradou za kazdou druhou proménnou, ovSem znovu s determi-
nantem CM 6. radu, obdrzime:

det(Cire(a, 0,¢,0,e,0)) =
= [(a+c+e)(a® + & + e* — ac — ae — ce))* = (det(Circ(a, c, €)))?.
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7Zda se, ze s jakou frekvenci proménné nahrazujeme nulami, takové
ziskavame mocniny determinant CM nizsich tada. Nasi hypotézu lze
dokazat pomoci Kroneckerova soucinu. Kroneckeruv souc¢in dvou matic
dava matici treti, kterou spocitdme pomoci nasledujicitho schématu:

ailp ai2 -+ Ain bi1 b1z -+ by
az1 az2 -+ d2n bar bag -+ by
Apn @Bry=1 . . . |®
Am1 Am2 *°° Amn bkl bk2 e bkl
a11Br; a12By; -+ a1, By
a21 By, a22By; -+ a2,B
Am1 B ama2Br -+ Gmn B

My vyuzijeme pro dikaz hypotézy vétu (1) z ¢ldnku [2], spojujici deter-
minant matice a Kroneckertuv souéin. Pro Kroneckeruv soucin ¢étverco-
vych matic A, m, By, plati vztah:

n m

1)

Am,m & Bn,n = ‘(Am,m) (Bn,n)

Vztah piisobi elegantné, ovSsem velmi ,nedobytné®. Pro¢ néco takového
plati? Pouze napovime, ze dukaz véty vyuziva vlastnich ¢isel matic.

Pokud zminény vztah pro determinant Kroneckerova soucinu apliku-
jeme na nas problém, je ditkkaz nasi hypotézy velmi snadny. Chceme doka-
zat, ze pro determinant obecné CM Circ(cy, ¢a,¢3, ..., Cn_1,Cn) 8 prvky
stridavé prolozenymi radou k nul

det(Circ(eq,0,0,...,0,¢0,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...,
———— ———— ——
kx kX kx
ceyCn1,0,0,...,0,¢,))
———
kX
bude platit, ze vysledny determinant vyjde jakozto jeho k + 1 mocnina

(det(Circ(cr, c2, ¢35+ -y Cno1,cn)))FHL
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Nejprve se zaméfme na nejjednodussi pripad cirkula¢ni matice rozsi-
fované nulou

a0b0
0a0Db
b0aoO
0b0a

Circ(a,0,b,0) =

Rozsitenou cirkulacni matici lze prepsat jako Kroneckerav soucin pt-
vodni cirkula¢ni matice s jednotkovou matici 2 x 2, protoze nuly v jed-
notkové matici zpusobi vlozeni nul a jednicky ponechani prvki ptvodni
matice:

a<1o>b<1o> a0bo
ab 1oy | \o1) \o1)| |oa0b
(ba>®<01>_ b<10>a<10> |boao0

01) \o1 0b0a

Je zrejmé, ze i libovolnou matici

Circ(cq,0,0,...,0,¢2,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...,¢,-1,0,0,...,0,¢,)
— N—— — N——
kx kx kx kx
lze vyjadrit jako Kroneckerav soucin prislusné Circ(cq, ca, ..., Ch1,Cn)

a jednotkové matice fddu o jeden vysSsi nez pocet vlozenych nul, tedy
k+1:

€1 Cy C3 -+ Cpne1 Cp 100---00

Cp €1 Co " Cp_2 Cp_1 010---00

Cp—1 Cp C1 * " Cp—-3 Cp—2 001---00
®

c3 €4 C5 -0 C Co 000---10

Cyg C3C4-++ Cp C1 000---01
—_— ——

I

Nyni to uz bude velmi snadné, jelikoz jednotkova matice I libovolného
radu ma determinant roven jedné.
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Pouzitim vztahu (1) dostédvame:

)

det(Circ(cy,0,0,...,0,¢2,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...
—— —— ——
kX kX kX
...,cn,l,0,0,...,O,cn)) =
——

kX
= det((Circ(cq, e, €3, oy Cn—1,¢n)) @ Ipt1)
= det(Circ(er, ¢, €3, - -y Cn1,¢n)) ¥ (det (I 1))
= det(Circ(cy, co,C3, ...y Cr_1, cn))kH.

Tim je dikaz hotov.

Uloha pro &tenéfe

Na zaveér uvedme zajimavost, kterou jsme vypozorovali pro ¢leny CM.
Pokud se zamérime na determinanty CM sudych radt, nikde zde nena-
jdeme clen, ve kterém by byly obsazeny vSechny proménné. Naopak pro
liché fady bude platit, ze tu vzdy bude ¢len se vSemi proménnymi. Du-
kaz obou téchto vlastnosti ponechavame jako tikol pro ¢tenate. Napovime
jen, ze k feseni je prihodné vyuzit vlastnosti permutaci a modularni arit-
metiky.

Podékovani

Dékuji doc. Ing. Lubomite Dvorakové, Ph.D., za nabidku k napsani
¢lanku v souvislosti s moji praci SOC. Vazim si jeji obétavé pomoci se
strukturou a celkovou formou ¢lanku.
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Jak budu splacet hypotéku

Pavel Pokorng, VSCHT Praha

Jak budu splacet hypotéku? To je otdzka, kterou by si mél polozit
(a zodpovédeét) kazdy, kdo uvazuje fesit otdzku bydleni hypotékou. Tento
¢lanek vam sice neporadi, kde sehnat finanéni prostiedky na splatky hy-
potéky, ale podivame se na matematické souvislosti spojené s vypoctem
vyse splatek.

Urok

Hypoteéni Gvér (zkracené hypotéka) je avér zajistény zdstavnim pra-
vem k nemovitosti. Dluznik se s véritelem dohodnou na vysi pujcené
Castky (jistina), na dobé, kdy bude pujcka splacena, a na odméné za
pujcku. Vyse této odmeény je obvykle timérna vysi jistiny v jistém po-
méru a udava se v procentech za rok (latinsky per annum, zkratka p. a.).

Napt. kdyz si pujéime 100000,~ Ké s trokem 4 % p. a., tak za rok
dluzime 100 000 x 1,04 = 104 000,— K¢. Pokud tuto ¢astku nevratime, tak
za dalsi rok uz dluzime 104000 x 1,04 = 108 160,— K¢. Pokud tirokovou
miru (napf. 4 % p. a.) vyjadifme koeficientem ¢ (zde ¢ = 1,04), tak po
n letech, pri pocatecni jistiné ag, dluzime

n
an = ao q

a to je castka, kterou bychom méli vériteli vratit, pokud se domluvime,
ze dluh splatime najednou ve stanovenou dobu.

V pripadé hypotec¢niho uvéru, ktery banka poskytuje fyzické nebo
pravnické osobé, se ale splaceni vétsinou provadi v konstantnich mésic-
nich splatkach. Uvazujme tedy casovy krok jeden mésic, ptijcenou ¢astku
ap, konstantn{ pravidelnou (mésiéni) splatku s, drokovou sazbu vyjidie-
nou (mési¢nim) koeficientem ¢. Na zacatku dluzime bance ag korun. Po
jednom meésici naroste dluh v poméru ¢ a klesne o vysi splatky s, tedy
bude

a1 = apq — S.

Po dvou mésicich bude dluh
as = a1q — s = (apq — 8)qg — s = apq®> — 5q — S.
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Po trech mésicich bude
ag = asq — s = (a0q” — 5 — 5)q — 5 = apq® — 5¢° — sq — 5.
Po n mésicich bude dluh
an =aoq" —s(L+q+-+q""). (2)

Vyraz v zavorce je soucet geometrické posloupnosti, pro ktery si odvo-
dime jednoduchy vztah.

Soucet geometrické posloupnosti

Oznacme
r=1+q+--+q" "

To Ize také zapsat

n—1

S

i=0

Je-li g =1, je r = n. Pro ¢ # 1 vynasobime tento vztah hodnotou ¢
rq=q+q¢*+---+q",
odecteme r a dostaneme (protoze vétSina ¢lent se vyrusi)
rqg—r=q" —1

a po vydéleni nenulovym vyrazem (g — 1) dostaneme pro soucet geome-

trické posloupnosti
n—1 qn _1
T = ql = .

Vypocet splatky
Tedy vyraz (2) pro dluh po n mésicich bude

m—1
an:aoq"fsq .
q—1

Nasim cilem je nastavit vysi splatky s tak, ze po n pravidelnych splatkach
bude dluh zcela splacen, tedy

an:07
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tedy
n—1
apq"™ — 52 =0
q—1
Tak dostavame po jednoduché tpraveé vztah mezi poc¢ateénim dluhem ag,
vysi splatky s, poctem splatek n a urokem vyjadienym koeficientem ¢
ve tvaru

q—1

S = aom.

Napf. pri puajcené ¢astce ag = 100000,— K¢, dobé spldceni 5 let, tedy
n = 60 mésica (zde pro jednoduchost uvazujeme vsechny meésice stejné
dlouhé; presnéji bychom tedy misto o mésici méli hovorit o dvanactiné
roku) a drokové mife 4 % p. a., tedy koeficient odpovidajic{ jednomu
mésici je ¢ = 1,04T12 = 1,003 27, vychazi vyse pravidelné meésicni splatky

s = 1838, K¢.
Celkova castka, kterou bance zaplatime bude
ns = 110 306,— K¢.

Nékteré banky kromé troku vyzaduji i dalsi platby spojené s poskytnu-
tim Gvéru, napt. poplatek za vyrizeni tvéru, poplatek za vedeni ictu, po-
platek za odhad ceny nemovitosti, pojisténi nemovitosti, pojisténi schop-
nosti splacet. Aby bylo mozné porovnavat nabidky uvért od ruznych
bank, je rozumné sledovat ¢islo RPSN (ro¢ni procentni sazba nakladu).
To je ¢islo, které udava procentudlni podil z ptijcené castky, ktery mu-
sime celkem zaplatit. Od 1. 1. 2002 jsou poskytovatelé tvéru v Ceské
republice povinni RPSN uvadét v nabidce uvéru.

Jaké disledky bude mit prodlouzeni doby splaceni Gvéru? Napf. po-
kud v nasem ptikladu zvysime dobu splaceni z 5 na 30 let, tedy z 60 na
360 meésicu, bude mésicni splatka s = 473,— K¢, tedy vyrazné nizsi nez
splatka 1838,— K¢. Nepriznivy dusledek je, ze celkova zaplacena c¢astka
bude ns = 170389,- K¢. S prodluzovanim doby splaceni tvéru klesa
meésicni splatka, ale roste celkova splacend castka.

Obr. 1 ukazuje, jak dluzna castka klesd v case z pocatecni hodnoty
ag = 100000,— K¢ na kone¢nou hodnotu azgy = 0. Na obrazku je také
zakreslena tsecka spojujici krajni body, aby bylo dobre vidét, ze ¢asova
zéavislost vyse dluhu na case neni linearni, ale je mirné prohnuta nahoru
(konkdvni). To je ddno tim, Ze konstantni mési¢ni splatka se sklada ze
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splatky troku a splatky jistiny (imoru). Na zac¢atku je splatka droku
vy$si a dluh (hodnota nesplacené ¢asti jistiny) klesd pomalu, na konci
obdobi je splatka troku nizsi a dluh klesa rychleji.

Pro velmi velky pocet splatek (n — 00) se vyse splatky blizi hodnoté
ap(q — 1), tedy vysi samotného troku, ale celkovd splacend ¢éstka roste
do nekonecna. Prosté splacime pouze trok, ale vyse dluhu ziistava, tedy
splacime stale.

100 000
80 000
60 000
40 000

20 000

U S S ST S S S S S S S S S ST ST S S SN S ST S SN T S SR S S |

- 50 100 150 200 250 300 350

Obr. 1: Z&vislost vyse dluhu v korundch na ¢ase v mésicich (silnd prohnutd
krivka), kterd ukazuje, ze pokles nen{ linedrni, ale zpocatku je pomalejsi a
ke konci obdobi je rychlejsi. Pro srovnéani je zakreslena jesté uisecka spojujici
krajni body

Exponencialni rast a exponencialni pokles

Ukéazali jsme si, ze bez prubéznych splatek ndm bude dluzné castka
v dusledku droku exponencidlné rist v ¢ase. Takovyto exponencialni rust
pozorujeme nejen u dluhu, ale také v radé biologickych, chemickych,
fyzikalnich i spolec¢enskych jevi.

Napr. pokud maji bakterie dostatek zivin a prihodné podminky, tak
jejich pocet roste exponencidlné s casem. Za urcité obdobi se kazda
bunka rozdvoji a z jedné bunky vzniknou dvé nové. To se v case opakuje,
dokud maji dost potravy.

Na podobném principu pracuje fotonasobic. To je pristroj, ktery umoz-
nuje detekovat velice slabé elektromagnetické zareni. Kdyz dopadajici
foton uvolni z katody elektron, je tento elektron urychlovan vlozenym
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elektrickym polem. Pfi dopadu na dalsi elektrodu vyrazi vétsi pocet
elektront, které jsou nasledné opét urychleny, aby vyvolaly emisi jesté
vétsiho poctu elektronti. Nakonec proud elektronti dopada na anodu a je
detekovan. Celkové zesileni miize dosahnout az 108, tak lze detekovat i
jednotlivé fotony.

Podobné ve spolec¢enskych hrach typu letadlo (anglicky Ponzi scheme)
se organizatofi snazi presvédcit ticastniky, aby kazdy ziskal alespon dva
dalsi ticastniky (ktef{ zaplati vstupni poplatek), aby inkasovali velké od-
meény.

Ve vsSech téchto pripadech je duilezité, ze k exponencidlnimu riastu
muze dojit pouze po prechodné pocatecni obdobi, dokud se nevycerpaji
zdroje.

Spoleénym rysem téchto systému je, ze Casovy prirustek je imérny
stavu systému (pocet jedinct nebo koncentrace). Matematicky takovy
dynamicky systém muzeme popsat diferen¢ni rovnici

Up41 = 4 Qnp,

kterda ma reseni

an = aogq".
Nebo diferencialni rovnici
da
— = ka,
dt

kterd mé reseni

a(t) = a(0)e.
Pro ¢ > 1 ¢i k > 0 hovorime o kladné zpétné vazbé. Vysledkem je expo-
nencidlni rist. Pro 0 < ¢ < 1 ¢& k < 0 hovotfime o zaporné zpétné vazbé
a vysledkem je exponencialni pokles. V pripadé biologického systému do-
chazi k odumirani jedinca. V pripadé chemického systému jde o rozpad
chemickou reakci prvniho rddu. Mezi znamé fyzikdlni systémy s timto
typem chovani patri napt. radioaktivni rozpad, vybijeni nabitého kon-
denzéatoru pres konstantni odpor, chladnuti horkého predmétu vedenim
tepla nebo snizovani koncentrace latky difuzi. Cas, za ktery sledovana
veli¢ina a(t) klesne na polovinu, se nazyvéa polocas rozpadu.
noduchymi linearnimi diferenénimi nebo diferencidlnimi rovnicemi, je
tento linedrni popis uzitecny alespon jako aproximace v okoli rovnovaz-
nych stavu napf. pro vysetfovani jejich stability.
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Permutace s opakovanim
a rozmistovani do prihradek

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstrakt. This article describes how to derive the number of ways in which
n identical objects can be located in r boxes.

Nejprve si pripomeneme, ze permutace s opakovanim z n prvka je
usporadand n-tice, v niz je kazdy z danych n prvka zastoupen ve sta-
noveném poctu, kazdy aspon jednou. Pocet téchto permutaci z prvka
ai, a2, .., a, obsahujicich ki-krat prvek aq, ko-krat prvek ao, ..., k,-krat
prvek a,, budeme znadit P'(ki, ko, ..., ky). Proki =koe=... =k, =1
dostavame permutace bez opakovani, které tak lze povazovat za zvlastni
pripad permutaci s opakovanim. Jisté si také vzpominate, ze pro pocet
P'(ky, ks, ..., ky,) permutaci s opakovanim z n prvki plati

(k1 + ko4 -+ k)l

Pk, ko, ... k) =
(k1 ko, ..o kn) kilks! ... Ky

Jako cviceni na pouziti tohoto vzorce urcime pocet zpusobu, jimiz lze
sefadit vSechna pismena slova MATEMATIKA tak, aby v zadném jejich
poradi nebyla vedle sebe t¥i pismena A.

Hledany pocet zpusobu urc¢ime tak, ze od poctu vsech moznych po-
radi deseti pismen tvoricich slovo MATEMATIKA odec¢teme pocet téch
poradi, v nichz tri pismena A stoji vedle sebe.

Pocet vsech moznych potradi deseti pismen slova MATEMATIKA je
ziejmé P’(2,3,2,1,1,1), nebot jde o permutace s opakovanim, v nichz
M se opakuje dvakrat, A trikrat, T dvakrat a zbyvajici pismena E, I, K
kazdé jednou.

Pocet poradi z danych deseti pismen, v nichz tfi pismena A stoji
vedle sebe, zjistime tak, Ze trojici AAA budeme povazovat za jedno pis-
meno, které oznacime treba X, a ur¢ime pocet vSech poradi tvorenych
pismeny M, M, T, T, E, I, K, X. Protoze pocet téchto potradi je roven
P'(2,2,1,1,1,1), je hledany pocet zpisobu roven rozdilu
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P'(2,3,2,1,1,1) — P'(2,2,1,1,1,1) =
2+34+2+1+1+1)! 24+24+1+1+141)!

- 2131211111 1! B 20201111111
10! 8l 7.8
213120 2121 2

Ukéazeme si nyni, jak lze téchto poznatkl o permutacich s opakova-
nim pouzit k feseni tloh o rozmistovdni nerozlisitelngch predmeti do
prihrddek.

Dejme tomu, ze méame devét nerozlisitelnych predmétn, které se maji
rozmistit do péti prihradek tak, ze nékteré mohou zustat prazdné. Chceme
urcit, kolika zptisoby to lze provést. Dvé rozmisténi pritom povazujeme
za ruzna, existuje-li predmeét, ktery neni v obou rozmisténich ve stejné
prihradce. K vyreseni pouzijeme schéma, ve kterém kazdy z deviti ne-
rozlisitelnych predmétu je zndzornén krouzkem a kazdé ze CtyT prepé-
zek mezi péti prihradkami odpovida svisla ¢arka. Napriklad rozmisténi,
v némyz jsou v prvni prihradce dva predmeéty, ve druhé tii, ve tieti jeden,
ve ¢tvrté zadny a v paté tri, je zndzornéno schématem

00 | 000 | 0 | | 00o0.

Podobné schéma
olo|o]o]ooooo

predstavuje rozmisténi, ve kterém je v prvni, ve druhé, ve teti i ve ¢tvrté
prihradce jeden predmét a zbyvajicich pét je v prihradce paté.

Je ziejmé, ze kazdému rozmisténi deviti nerozlisitelnych predmétt
do péti prihradek odpovida jediné takovéto schéma a ze také obracené
kazdému takovémuto schématu odpovida jediné rozmisténi téchto pred-
métl; znamenad to, ze poCet moznych rozmisténi je roven poc¢tu schémat.
Protoze vsak kazdé takovéto schéma je vlastné permutace s opakovanim
ze dvou prvki, z nichz jeden se opakuje devétkrat a druhy ctyrikrat,
mame vysledek: Pocet zptuisobt rozmisténi deviti nerozlisitelnych pred-
métu do péti prihradek, z nichz nékteré mohou zustat prazdné, je dan
&slem P'(9,4) = 43

Jak se tento vysledek zméni, budeme-li pozadovat, aby zadna pri-
hradka prazdna nebyla? Dosdhneme toho tak, ze do kazdé z péti pri-
hradek vlozime pravé jeden z deviti predmétu (je jedno ktery, protoze
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jsou nerozlisitelné) a zbyvajici ¢tyfi rozmistime libovolné. Dostaneme
tak: Pocet zpusobu rozmisténi deviti nerozlisitelnych predmétia do péti
prihrddek tak, Ze Zddnd nezustane prazdnd, je ddn ¢islem P’(4,4) = %iu'

Snadnym zobecnénim obou predchazejicich tloh dostaneme:

Pocet zpisobi rozmisténi n nerozlisitelngch predmeétu do r prihrddek
v pripadé, Ze

a) pripoustime prazdné prihradky, je:
(n+r—1)"!
nl(r—1)!"
b) nepripoustime prdzdné prihrdadky, je:

(n—1)!

(n—r)(r—1)"

P'(n,r—1) =

P(n—rr—1)=

Poznamenejme jesté, ze je zbytecné si tyto vzorce pamatovat; uvede-
nym zpusobem si je v pripadé potteby jisté odvodite sami. Miizete si to
overit hned v nésledujici tloze.

Uloha. Urcete, kolika zptisoby se dé mezi sedm déti rozdélit dvacet
modrych a patnact cervenych kulicek, jestlize kulicky téze barvy jsou
nerozlisitelné a

a) pripoustime, Ze nékteré déti nemuseji dostat zddnou kulicku;

b) kazdé dité dostane aspon dvé modré a jednu ¢ervenou kulicku.

Resend. a) Nemusi-li nékteré déti dostat zadnou kulicku, d4 se dvacet
modrych kulicek mezi né rozdélit P'(20,6) = % zpusoby a patndct
kuli¢ek Cervenych P'(15,6) = 2h; . Protoze kazdému rozdéleni mod-
rych kulicek lze pritadit P’(15,6) zpusobtu rozdélen{ kulic¢ek Cervenych,
je hledany pocet zpusobti rozdéleni kulicek obou barev roven soucinu
P'(20,6) - P'(15,6).

b) Aby pozadovand podminka byla splnéna, ddme kazdému ditéti
prave dvé kulicky modré a pravé jednu cervenou; zbyvajicich Sest mod-
rych a osm cervenych rozdélime libovolné. Pocet zptisobii rozdéleni ku-
licek obou barev je v tomto piipadé roven souc¢inu P’(6,6) - P'(8,6).
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Zareni v atmosfére Zemé — od rozptylu a absorpce
ke globalnimu otepleni

Jan Bedndr, Jaroslav Kopdcek, Michal Zdk
Katedra fyziky atmosféry MFF UK, Praha

Obdobné jako v minulém c¢isle tohoto casopisu nabizime ¢tenéri zaji-
mavé ¢teni z knihy Jak vznikd pocasi [1].

ENVIRONMENALNI TEXTY 1

V tomto clanku budeme mimo jiné hledat odpovédi na otazky, proc je
obloha nékdy modra a jindy spise bélava, jak mohou vzniknout prizemni
mraziky a ¢im je zpusoben sklenikovy efekt. Pivodni text knihy byl pro
potteby tohoto ¢lanku mirné upraven.
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SLUNECNI ZARENT

Slunecni zareni, jez predstavuje zdkladni zdroj energie pro veskeré
procesy probihajici v atmosfére a na zemském povrchu, lze rozdélit na
dvé ¢asti, a to sluneéni zafeni piimé a rozptylené (difuzni). Primé slu-
necni zareni prichazi do oka pozorovatele od slunec¢niho disku a vzhledem
k velké vzdalenosti Zemé od Slunce tvori svazek prakticky rovnobéznych
paprsku. Rozptylené slunecni zdreni vznika nésledkem rozptylu primého
slune¢niho zareni na molekuldch plynnych slozek vzduchu, na vodnich
kapickach, ledovych c¢asticich a na nejriznéjsich aerosolovych casticich
vyskytujicich se v zemském ovzdusi. Rozptylené sluneéni zareni pozoru-
jeme jako zareni oblohy a bez néj by se nebeska klenba jevila i béhem
dne cernd s ostre zaricim slunecnim diskem a s hvézdami.

Slunecni zafeni je elektromagnetické zareni o charakteristickém spek-
tru vlnovych délek A, které se pred vstupem do zemské atmosféry pii-
blizné podoba spektru dokonale ¢erného télesa o povrchové teploté pri-
blizné 6 000 K. Zastoupeni jednotlivych vinovych délek v tomto spektru
si muzeme znazornit spektralni funkci Ey, kterou vidime na obr. 1.

S o A (um)

Obr. 1 Znazornéni spektra slunecniho zatfeni pred jeho vstupem do zemské
atmosféry

Slunecni zafeni muzeme rozdélit nas:

1. wiltrafialové slunecni zarend s vlnovymi délkami mensimi nez 400 nm,
které tvor{ pred vstupem do zemské atmosféry energeticky asi 7 %
celkového slunecniho zareni a je z velké ¢asti absorbovano atmo-
stérickym ozonem ve stratosfére,

2. wviditelné slunecni zdreni s vlnovymi délkami priblizné od 400 do
750 nm (asi 48 % energie celkového sluneéniho zafen{ pred vstupem
do atmosféry) vytvarejici spektrum barev od fialové po Cervenou,
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3. infracervené slunecni zdrend, které ma vinové délky vétsi nez 750 nm
a pred vstupem do atmosféry predstavuje asi 45 % energie slunec-
niho zareni.

Vinova délka Ay, = 475 nm odpovidajici pred vstupem do atmosféry
maximu spektralni funkce F) (viz obr. 1) se naléza ve viditelné oblasti
spektra a odpovidd nazelenale modrému barevnému odstinu. Zékladni
veli¢inou pri popisu primého slunecniho zareni je jeho intenzita I, kterou
definujeme jako mnozstvi zarivé energie, jez za jednotku casu dopada na
jednotkovou plochu orientovanou kolmo ke sluneénim paprsktim. Mnoz-
stvi prfimého slunec¢niho zafeni dopadajici za jednotku ¢asu na jednot-
kovou plochu horizontdlniho zemského povrchu nazyvame insolaci I’ a
7 elementarni geometrické vahy okamzité vyplyva vztah

I'’=TIsina nebo I' = Icosb, (3)

kde « znaéi thlovou vysku Slunce nad idedlnim (geometrickym) obzorem
a 6 dhlovou vzdalenost Slunce od zenitu (tzv. zenitovy thel Slunce).
Ve vztazich (3) predstavuje I intenzitu piimého sluneéniho zafeni na
zemském povrchu, kterou lze vyjadrit vzorcem
R2
I=1-2%%p 4
5 (1)
v némz I, znaél tzv. soldrni konstantu (soldrni konstanta — intenzita
slunec¢niho zareni vné zemské atmosféry ve vzdalenosti od Slunce, jez se
rovna stiedni vzdélenosti Zemé-Slunce, I, = 1,36 kW -m~2), Rogz, resp.
Ry stfedni, resp. okamzitou vzdalenost Zemé od Slunce a P propust-
nost zemské atmosféry pro piimé sluneéni zafeni.!) Maximalni vzdéle-
nost Zemé od Slunce je priblizné 152 miliontd km a minimélni vzdalenost
asi 147 miliont km. Hodnota faktoru RZ,/R% proto v pribéhu roku
kolisad v rozmezi zhruba £0,035 kolem jedné, coz znamend, ze intenzita
primého sluneéniho zareni pii vstupu do zemské atmosféry I se muze od

D7Zname-li hodnotu solarni konstanty, mizeme zhruba urcit celkovy pfikon P slu-
necniho zareni dopadajiciho na Zemi. Vzhledem k vyznamu a fyzikalni jednotce so-
larni konstanty (kW~m*2) staci, kdyz ji vynasobime obsahem ,zemského kotouce*
(kruhu o zemském poloméru Ryzg). Pro piikon pak dostdvdme P = IS = I*TER%E =
= 1,36 - 10% - 3,14 - (6,38 - 10)2 W = 2. 107 W. Pro zajimavost dodejme, zZe je
to témér o 4 faddy (10000krat) vice nez vykon, se kterym disponuje souc¢asnd lidskd
civilizace. Na Ctenari nechdavame pripadny fddovy vypocet vykonu Slunce, ktery je
spojeny s elektromagnetickym zafenim. (Vyjde P = 4 -10%% W.)
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solarni konstanty I, maximéalné ligit asi o 3,5 % jeji hodnoty. Nejblize je
Zeme ke Slunci (perihelium, prisluni) na poc¢atku ledna, v nejvétsi vzda-
lenosti (afelium, odsluni) se naléza na pocétku cervence. P¥imé slunecéni
zareni je v atmosfére zeslabovano rozptylem a absorpci.

Rozptyl

Pokud jde o rozptyl, povsimnéme si jeho dvou zdkladnich typt, a to
rozptylu na molekuldch vzduchu (molekuldrni rozptyl) a rozptylu na vét-
sich édsticich pritomnych v atmosféfe (vodni kapicky, ledové ¢astice,
rizné prachové &astice apod.). Uéinnost molekuldrniho rozptylu i je
umeérna ¢tvrté mocniné prevracené hodnoty vinové délky A rozptylova-
ného zareni, tj.

1

a z tohoto diivodu jsou v rozptyleném slunecnim zareni nejvice zastou-
peny kratké vinové délky prislusejici v oblasti viditelné ¢asti slunec¢niho
spektra predevsim fialové a modré barvé. Naproti tomu rozptyl slunec-
niho zareni na ¢asticich, jez jsou ve srovnani s molekulami o nékolik fadu
vétsi, ma vzhledem k vlnové délce neutralni charakter, tzn., ze rtizné
vlnové délky jsou stejné tcinné rozptylovany a rozptylené svétlo ma pfti-
rozenou bilou barvu. Z téchto skutec¢nosti okamzité vyplyva vysvétleni
modré az modrofialové barvy bezobla¢né oblohy, pusobené slunecnim
zaérenim rozptylenym predevsim molekulami vzduchu, a bilé barvy oza-
renych oblakl, nebot v tomto pripadé vnimame slunec¢ni zareni rozpty-
lené zejména oblacnymi kapkami nebo ledovymi c¢asticemi. V pripadé
vyraznéjsiho zakaleni atmosféry prachovymi ¢asticemi nebo produkty
kondenzace vodni pary (drobné kapicky), které rozptyluji slune¢ni zéreni
neutralné vzhledem k vinové délce, je modra (modrofialovd) barva ob-
lohy tlumena a nebeskd klenba nabyva bélavého vzhledu. Naproti tomu
tmavé modra az fialova barva svédéi o velké pruzrac¢nosti vzduchu.

Dalsi rozdil mezi rozptylem slune¢niho zareni na molekulach vzduchu
a na vétsich ¢asticich spociva v odlisném rozlozeni ucinnosti rozptylu
do ruznych sméri vzhledem ke sméru dopadajicich piimych sluneénich
paprski. Na obr. 2a vidime prostorovy diagram, tzv. rozptylovou indika-
trici, kde vodorovna sipka znézornuje smér dopadajicich primych slunec-
nich paprski, rozptylujici element objemu vzduchu se naléza v bodé O a
zakreslend kiivka znézornuje rozlozeni intenzity rozptyleného zareni do
ruznych sméri. Z tohoto obrazku je patrno, ze molekularni rozptyl ma
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symetricky charakter vzhledem k roviné kolmé ke sméru dopadajicich
paprsku a prochazejici bodem O, tj. mnozstvi zareni rozptylovaného do
smért, které se smérem puvodniho paprsku sviraji tthel mensi nez 90°,
je stejné jako mnozstvi zareni rozptylovaného do sméru svirajicich se
smérem tohoto paprsku thel vétsi nez 90°. Na obr. 2a dale plati

(0Ay] = |0As| = 2|0By| = 2|0B,),

tzn., ze rozptyl kolmo na smér paprski primého slunecniho zareni je po-
lovinou rozptylu piimo do jejich sméru nebo do sméru presné opacného.

B1
g T B pem TR
Y \,\ ‘/1\
A ~. 0.~ A
1, ol \ A2
a) . L >
£ 2 R f
2 T
& ~ i ~
S SO A
B,
IR
/’//’ ="\
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e ]
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Obr. 2 Prostorovy diagram rozptylu sluneéniho zdreni a) molekuldrni rozptyl,
b) rozptyl na aerosolovych ¢asticich

Obr. 2b ukazuje typicky rozptyl slunecniho zareni na ¢asticich radové
vétsich ve srovnani s molekulami vzduchu. Jak je patrné, mé rozptyl
v tomto pripadé silné asymetricky charakter, vétsina rozptyleného zé-
feni smétruje do pomérné tzkého thlu kolem sméru puvodnich primych
sluneénich paprskia. Skutecnost, ze vétsi (aerosolové, oblacné) ¢astice
rozptyluji svazek rovnobéznych slune¢nich paprskt predevsim sméroveé
doptedu, muze na prvni pohled vypadat podivné, ale fyzikalni vysveét-
leni je evidentni. Jde predevsim o pusobeni ohybu paprski na konturach
optického prirezu téchto ¢astic kolmého ke sméru dopadajicich paprski.

Absorpce

Druhym c¢initelem ovliviiujicim pruchod slunecniho zareni atmosférou
je absorpce. Bezoblacna atmosféra absorbuje sluneéni zareni pomérné
slabé&, asi 15-20 % z jeho vstupujiciho mnozstvi. Na této absorpci se nej-
vétsi mérou podili vodni para, a to predevsim v infracervené oblasti spek-
tra, ultrafialové zareni je intenzivné absorbovano atmosférickym ozonem
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a z dalsich plynnych slozek ovzdusi se na zminéné absorpci uréitou mirou
podili zejména oxid uhli¢ity. Pokud by si ¢tenar pral ponékud blize se se-
znamit s matematickym popisem prichodu slunec¢nich paprski zemskou
atmostérou, lze ho odkazat napf. na publikaci [2].

Oznacime-li J mnozstvi rozptyleného (difuzniho) sluneéniho zéfeni
dopadajici za jednotku ¢asu na jednotku plochy horizontalniho zemského
povrchu, potom soucet

S=1+J,

v némz I’ predstavuje insolaci, nazyvame globdlnim slunecnim zdrenim.
Teplo, jez ziskava jednotka plochy zemského povrchu za jednotku casu
absorbovanim slunec¢niho zafeni, je zfejmé rovno

S(1—A),

kde A znadi albedo (odrazivost) zemského povrchu definované jako pomeér
mnozstvi slunecniho zareni odrazeného a dopadlého.

7 realnych povrchi méa v prirodé nejvétsi albedo snéhova pokryvka
(popf. zalednéné oblasti), nebot ¢isty cerstvé napadly snih odrdzi asi
70 % a nékdy i vice z dopadajictho sluneéniho zareni. Ostatni pfiro-
zené povrchy pludy a vegetacniho krytu maji albedo vétsinou v rozmezi
0,05-0,30 (tj. odrazeji 5-30 % dopadajictho slune¢niho zafeni), pficemz
relativné vysoké hodnoty maji zejména povrchy piski (pousté) nebo po-
vrchy porostlé ridkou suchou travou. Albedo vodnich ploch velmi vyrazné
zavisi na vysce Slunce nad obzorem. Velké albedo pri malych vyskach
Slunce se napft. k veceru projevuje zrcadlovym leskem vodnich ploch
a malé albedo pfi polohach Slunce vysoko nad obzorem naopak jejich
tmavym odstinem v polednich hodinach.

Pomér mnozstvi slunec¢niho zareni odrazeného Zemi jako planetou do
kosmického prostoru ku mnozstvi téhoz zareni vstupujictho do zemské
atmosféry se nazyva planetarni albedo Zemé a podle druzicovych mé-
feni je priblizné rovno 0,30, tzn., ze Zemé jako celek odrazi zhruba 30
% slunecnfho zafeni, které na ni dopadd. Na planetarnim albedu Zemé
mé nejvetsi podil odraz slunecniho zareni od oblaku, jejichz vlastni al-
bedo se nejéastéji pohybuje v rozmezi 0,50-0,80 (tj. 50-80 %), déle se
na ném podili zpétny rozptyl slunecniho zareni na molekulach plynnych
slozek vzduchu (rozptyl smérem vzhiru, ktery je u molekuldrnfho roz-
ptylu slune¢niho zafeni stejné velky jako rozptyl k zemskému povrchu)
a v oblastech bez obla¢né pokryvky i vlastni albedo zemského povrchu.
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DLOUHOVLNNE ZARENI, SKLENIKOVY EFEKT,
GLOBALNI OTEPLENI

Kromé absorbovani slunec¢niho zareni zemsky povrch sam vyzaruje
dlouhovInné neboli tepelné zareni a tim se ochlazuje. Slunecni i zminéné
dlouhovinné zareni jsou fyzikdlni podstatou elektromagneticka zareni,
ale 1isi se vlnovymi délkami. Zatimco nejvétsi ¢ast slunecniho zateni pri-
slusi vlnovym délkdm 10~7-10~% m a zastoupeni vlnovych délek vétsich
nez 5-107% m je ve spektru sluneéniho zafeni z energetického hlediska
prakticky zanedbatelné, je dlouhovlnné zareni nejvice tvoreno vinovymi
délkami fadové 107°-10~* m. Spole¢né schematické zndzornéni spektra
vlnovych délek slunecniho a dlouhovlnného zafeni vidime na obr. 3.

\_ _——————— _ _ _  _ A(um)

0 5 10 15 20 25

Obr. 3 Spektrum sluneéniho a dlouhovinného zareni

Pravé zminénd schematicnost zobrazeni spociva v tom, ze pomeér vysek
dvou zndzornénych maxim (ostré maximum v oblasti vlnovych délek
odpovidajicich sluneénimu zareni a ploché maximum pro vinové délky
prislusejici dlouhovinnému zareni) je v realité velmi vyrazné vétsi nez
lze technicky zobrazit na tomto obrazku.

Kdyby zemsky povrch vyzaroval jako dokonale ¢erné téleso, bylo by
mnozstvi zareni ddno Stefanovym-Boltzmannovym zakonem

G=oT,, (6)

kde G znaci mnozstvi zareni za jednotku casu jednotkou plochy povrchu
cerného télesa o teploté T, (v kelvinech) a o predstavuje Stefanovu—
Boltzmannovu konstantu. Pro redlny zemsky povrch vsak spise plati
vztah

G =coT,, (7)
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v némz ¢ je kladné ¢islo bez fyzikdlniho rozméru mensi nez jedna, které
nazyvame vyzarovaci schopnost daného povrchu nebo téz emisivita. Pro-
toze u vétsiny typu zemského povrchu je € pouze o malo mensi nez jedna,
lze v ptripadech hrubsiho priblizeni i pro redlny zemsky povrch pouzivat
e = 1 a povazovat tak zemsky povrch v oboru dlouhovlnného zareni za
prakticky cerny.

Dlouhovlnné zareni vyzafuje i zemskd atmosféra a tok této radiace
smeérujici doli a méreny v drovni zemského povrchu nazyvame zpétné
zareni atmosféry. Na vzniku zpétného zareni se z plynnych slozek at-
mosféry zdaleka nejvétsi mérou podili vodni para, avSak nezanedbatelny
dopliikovy ucinek prislusi oxidu uhli¢itému. Ostatni plynné slozky pri-
rozeného ovzdusi prispivaji ke zpétnému zareni velmi malo, ale jeho sil-
nym zdrojem jsou oblaky. Oznac¢ime-li E tok zpétného zareni dopadajici
na jednotku plochy zemského povrchu, potom podle tzv. Kirchhoffova
zdkona tato jednotka plochy absorbuje za jednotku ¢asu mnozstvi dlou-
hovlnného zareni rovné eE. Protoze vSak, jak jsme jiz uvedli, hodnota
vyzarovaci schopnosti € je pro vétsinu typu redlného zemského povrchu
pomérné blizka jedné, lze v prvém (,,hrubém*) ptiblizeni predpokladat,
ze vsechno dopadajici zpétné zareni je zemskym povrchem absorbovano.

Pro radia¢ni rezim zemského povrchu ma velky vyznam tzv. efektivni
vyzarovani E*, které za zjednodusujictho predpokladu ¢ = 1 zavadime
jako rozdil vlastniho vyzarovani zemského povrchu G a zpétného zareni
atmosféry F, tj.

E*=G-E, (8)

Protoze vlastni vyzarovani zemského povrchu G je zpravidla vétsi nez
zpétné zareni atmosféry E, pusobi efektivni vyzarovani radia¢ni ochla-
zovani zemského povrchu a v noci, kdy chybi kompenzujici prikon slu-
necniho zareni, tak muze dochazet k vytvareni prizemnich radiac¢nich
inverzi teploty nebo za vhodnych podminek ke vzniku prizemnich mra-
ziku radia¢niho puvodu. Efektivni vyzarovani vyrazné roste se zvétsujici
se teplotou zemského povrchu, klesd s rostoucim obsahem vodni pary
ve vzduchu a je vyrazné zeslabovano oblac¢nosti. Vysokych hodnot proto
dosahuje pfi jasné obloze.

Dlouhovlnné zatreni smérem k zemskému povrchu pusobi jeho oteplo-
vani a vytvari tak tzv. sklenikovy efekt zemské atmosféry. Tento pojem
vsak predstavuje jen formalni analogii k ptsobeni stén skleniku, které —
obdobné jako zemskd atmosféra — relativné dobte propoustéji slunecni
zareni dovnitt, avsak vyznamné omezuji inik dlouhovlnné tepelné radi-
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ace ven. Oteplujici vliv skleniku vsak souvisi téz s tim, ze jeho stény brani
zchlazovani pusobenému v prirodé vnéjsi ventilaci. V soucasné dobé je
prumeérna teplota zemského povrchu v planetarnim meéritku vyhodno-
covéna jako blizka 15 °C (288 K). Jednoduché vypocty vSak spolehlivé
ukazuji, ze v pripadé neexistence sklenikového efektu, tj. absence zpét-
ného zareni atmosféry, by tato teplota byla nizsi o priblizné 33 K, tj.
dosahovala by asi —18 °C (255 K).

Ze slozek zemské atmosféry se na vzniku sklenikového efektu zda-
leka nejvétsi mérou podili vodni para, popr. téz voda zkondenzovand
v oblacich. Mensinovy, avSak zdaleka nikoli zanedbatelny podil vsak
prislusi oxidu uhli¢itému COs. Ke kontinudlnimu ristu obsahu tohoto
plynu v zemské atmosfére dochazi po celou dobu priumyslové éry lidské
civilizace. Je to zpusobeno predevsim rostouci intenzitou nejriznéjsich
spalovacich procestu (energetika, prumysl, doprava atd.). Pokud by tento
trend pokracoval i v bezprostfedni budoucnosti, 1ze se obavat zesileni
sklenikového efektu a urcitého otepleni zemského povrchu s velice za-
vaznymi disledky. Obecné se to dnes oznacuje jako problém globalniho
oteplent (oteplovint).

Zemska atmosféra je vsak velice dynamickym systémem a kazda zména
v globalnim rozlozeni teploty se pak nutné musi projevit zménami v at-
mosférické cirkulaci. Je zrejmé, ze pravé zminéné globalni otepleni by
se mélo vice projevit v polarnich oblastech, a to predevsim z divodu
zdejsi nizsi trovné prirozeného energetického prikonu slunecniho zareni.
Je velmi pravdépodobné, ze s touto skutecnosti se setkdvame jiz dnes.
Otepleni Arktidy a Antarktidy se evidentné projevi zmensenim rozsahu
polarniho zalednéni a naslednym zvysenim hladiny svétového oceanu
s tézkymi disledky pro nizko polozené pobtezni oblasti a ostrovy. Dojde
vSak i ke snizeni teplotniho kontrastu mezi polarnimi a rovnikovymi ob-
lastmi, jenz je do zna¢né miry odpovédny za soucasné prevladajici tzv.
zonalni typ atmosférické cirkulace, tj. za skutecnost, ze prevazujici at-
mostéricka cirkulace probihd podél rovnobézek. Dusledkem zminéného
globalniho otepleni pak zrejmé bude podstatné zhorseni podminek pre-
nosu vlahy z ocednskych do kontinentdlnich oblasti zemského povrchu
a zintenzivnéni tzv. meridiondlnich slozek atmosférické cirkulace pod-
minujicich nap¥. vpady arktického (antarktického) vzduchu do mirnych
zemépisnych Sitek nebo naopak vysouvani se tropického vzduchu smeé-
rem k polarnim oblastem. Evidentnimi dusledky by pak napr. v radé
oblasti Zemé byl rist suchosti klimatu, mnohde sklon k vétsi variabilité
priubéhu pocasi a zfejmé i vzrist ¢etnosti vyskytu extrémnéjsich pocaso-
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vych forem (anomadlni srdzky, boufe, extrémné suchd obdobi, jarni nebo
podzimni mrazové epizody apod.).

Antropogenni priciny zesileni sklenikového efektu zemské atmostéry a
s tim souvisejici rizika tzv. globdlniho otepleni se vsak dnes neuvazuji
jen v souvislosti s ristem obsahu COy v ovzdusi. Obdobny, a z hlediska
kvantitativniho hodnoceni diisledkti zrejmé srovnatelny vyznam mé cely
soubor tzv. sklenikovych (radiaéné aktivnich) plynt, jejichZz emise se
dnes dostavaji z antropogennich pri¢in do vzduchu. V této souvislosti
jde zejména o metan (CHy), oxidy dusiku (predevsim oxid dusny N,O)
nebo radu dalsich latek typu halogenovanych uhlovodikta. Mezi skleni-
kové plyny patti i ozon.

Nasemu ¢tenari je zfejmé znamo, ze zde strucné pripomenutd proble-
matika antropogenniho, tzv. globalniho otepleni je dnes povazovana za
zcela zasadni problém na soucasném stupni civilizacniho rozvoje lidské
spolec¢nosti. Evidentné obsahuje podstatna a velmi znepokojujici rizika,
a to nejen pro c¢lovéka, ale doslova pro cely globalni ekosystém Zeme.

Literatura
[1] Kopécek, J., BednéF, J., Zak, M.: Jak wvznikd pocasi. Karolinum, Praha,
2020.

[2] Bedndf, J.: Meteorologie: Uvod do studia déjic v zemské atmosfére. Portél,
Praha, 2003.

Fyzikalni toulky: Kfizem krazem republikou

Véra Koudelkovd, KDF MFF UK, Praha

Na webovém portdlu matfyz. cz vychdzel toto léto seridl o fyzikdlnich
zajimavostech Cech, Moravy a Slezska. Se svolenim autorky vdm pri-
ndsime jeden dil tohoto seridlu [1]. Nechte se jim inspirovat a téste se
fyzikou kolem vas!

Kde svisle neni svisle

Ptiblizné 5 km jihozapadné od centra dnesni Karviné stoji nejSikme;jsi
stavba u nas. Kostel sv. Petra z Alkantary [2] byl postaven v roce 1736
na mirném vrsku v centru tehdejsiho mésta Karvinna, kde nahradil pt-
vodni drevény kostel sv. Martina. Obrat v rozvoji puvodné nendapadné
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zemeédélské vsi zalozené ve 13. stoleti znamenal nélez cerného uhli z konce
18. stoleti. Méstem se Karvinnd stala v roce 1923, pred 2. svétovou val-
kou zde zilo ptes 20 tisic obyvatel. A to az do roku 1949, kdy byli kvl
tézbé obyvatelé ptivodniho mésta a nékolika sousednich obci presidleni
— vznikla tak dnesni Karvind s pozménénym nazvem.

Z puvodniho mésta s mnoha reprezentativnimi budovami se do dnesni
doby zachoval jen jeden z kosteli — ten dnes stoji osamocen mezi lou-
kami, lesy a odkalisti v mistni ¢asti Karvina-Doly jako pamatka na kdysi
prosperujici mésto. Od roku 1854 bylo pod kostelem vytézeno 27 sloji
¢erného uhli o celkové mocnosti skoro 50 m. Kostel, ktery pavodné stél
na mirném vrsku, je dnes na roviné — béhem nékolika desitek roki po-
klesl o 37 metrt a naklonil se o 6,8° jiznim smérem. Jen dvé desetiny
stupné naklonu mu tak chybi, aby dohnal slavnou véz v Pise. Pokud
vejdete dovniti, budete mit pocit, Ze na vas zdi padaji a ze se vSe houpe
jako na morti. Svisle jsou zde jen povésené lustry.

Socha pred sikmym kostelem

v Karviné

Kde se potkava geometrie s fyzikou

vvvvv

je zapsana v seznamu UNESCO. Zalo-
7zil ji v 2. poloviné 17. stoleti biskup Karel II. z Lichtenstejna-Kastelkornu
v geometrickém stylu francouzské zahrady. Z leteckého pohledu je vidét
pravidelnd symetrie zahrady — jeji severni Cast tvori ¢tverec o strané
220 m, ktery je rozdélen na 4 mensi ¢tverce, z nichz kazdy je tvoren dal-
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§imi 4 ¢tverci. Uprostied celého tvaru je osmiboké rotunda. Za navstévu
urc¢ité stoji kolondda na jedné strané zahrady. Puvodné slouzila jako
hlavni vstup do kvétné zahrady, historicky vchod zdobi pozvani , Vstupte,
hosti!“ i v latiné ,, Ingredere Hospes!“. Uvniti kolonady je 44 soch predsta-
vujicich fecké a fimské bohy i vyznacné osobnosti tehdejsiho vefejného
zivota. Z fyzikalniho pohledu jsou ale zajimavéjsi konce kolonddy, které
diky svému tvaru slouzi jako akustické zrcadlo. Pokud promluvite do zdi
na jedné strané, uslysi vas na druhém konci 244 m daleko.

Budete-li zde v dobé, kdy je oteviend rotunda uprostied zahrady, mu-
zete navstivit 1 Foucaultovo kyvadlo. To sem umistil v roce 1908 mistni
gymnazialni profesor Frantisek Nabélek — zlatd koule demonstrujici zem-
skou rotaci visi na provazku délky 25 m, svou drahu kresli do jemného
pisku na kamenném stole.

Kolondda v Kvétné zahradé
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Kde je zima i v 1été

V Ceské republice je nékolik mist, kterd jsou i v 1été vyrazné chlad-
néjsi nez jejich okoli. Jednim z nich je rokle Apatyka na Kokofinsku [4].
Ta se jmenuje podle 1é¢ivych bylin, které se tu hojné sbiraly. V 1uzké
hluboké rokli dochézi k teplotni inverzi — na jare se prohriva jen horni
vrstva vzduchu, proto tu zustava dlouho lezet snih. V 1été sem stéka
studeny vzduch z okoli a teply stoupd nahoru. Tim je zpusobena vege-
taéni inverze — chladnomilné druhy, které jsou typické pro vyssi nadmot-
ské vysky, rostou hluboko v rokli. Naopak teplomilné rostliny z nizkych
nadmorskych vysek rostou nad rokli.

Podobny jev muzete pozorovat i v soutésce Sibir v Teplickych ska-
lach — priimérna rocni teplota se zde pohybuje jen okolo 7 °C.

Kde voda kon¢i ve tfech morich

Hora Klepy neboli Klepaé¢ na hranici Ceské republiky a Polska v po-
hoti Krélicky Snéznik je vysoka 1145 m, pricemz Ceska strana je o metr
nizsi. Polsky nazev jinak nevyznamného vrcholu napovida, proc¢ stoji za
to se sem vydat: Trojmorski Wierch. Pokud vylijete vodu na zadpadni
(polsky) svah, stece do Kladské Nisy a dotece do Baltského mote. Voda
z vjchodnich svaht stece do feky Moravy, kterd patii do imoif Cerného
mote. A z jiznich svahi vodu odvadi Lipkovsky potok, ktery se vléva do
Tiché Orlice, voda tak dotece do Severniho mote. Vrchol je proto obcas
oznacovan i jako stfecha Evropy.

Zdroje
[1] Fyzikdlni toulky: Kiizem krdzem republikou: https://www.matfyz.cz/
clanky/fyzikalni-toulky-krizem-krazem-republikou

[2] Kostel sv. Petra z Alkantary v Karviné: https://www.karvina.cz/mesto-
karvina/sikmy-kostel-sv-petra- z-alkantary-rarita-v-celem-cesku

Ccs

[4] Soutéska Apatyka na Kokofinsku: https://www.kudyznudy.cz/aktivity/
rokle-apatyka-na-kokorinsku
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Stredoevropska olympiada v informatice CEOI 2020

Pavel Téopfer, MFF UK Praha

Rok 2020 nebyl pro mezinidrodni predmétové olym-
piady priznivy. S ohledem na probihajici celosvéto-
vou epidemii koronaviru byla vétsina planovanych
a jiz pripravenych mezinarodnich soutézi zcela zru-
Sena nebo probéhla néjakym nahradnim zptsobem
distan¢né. Vzacnou vyjimkou se tak stala letosni
Stredoevropska olympidda v informatice (CEOI —
Central European Olympiad in Informatics), jejiz 27. ro¢nik se uskutec-
nil klasickou prezen¢ni formou, jak jsme byli u olympiad po léta zvykli.
Tedy formou, kterda prinasi nejen zarucenou objektivitu pri soutézi, ale
také spoustu zajimavych cestovatelskych zazitka pro vSechny ucastniky.

Stredoevropska olympidda v informatice CEOI 2020 se konala ve
dnech 23.—29. 8. 2020 v Madarsku ve mésté Nagykanizsa. Ptivodné pla-
novany termin byl z konce ¢ervna kviili koronaviru o dva meésice odloZen.
Soutéz probihala v pocitacovych ucebnach mistniho gymnéazia Lajose
Batthyany. Soutézici studenti byli ubytovani v nedalekém hotelu O&zis,
zatimco vedouci bydleli v druhém hotelu Central. Bylo velmi prijemné,
ze do mista konani soutéze vsichni dosli ze svych hoteli pohodlné pésky
béhem nékolika minut. Celkem soutézilo 55 studentt ze 13 zemi. Vedle
osmi tradi¢nich ti¢astnickych stfedoevropskych sttt (Ceska republika,
Chorvatsko, Madarsko, Némecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko, Slovin-
sko) se navic zucastnili jako hosté soutézici z Itédlie, Litvy, Nizozemi,
Rakouska a Svycarska. Pofadatelskd zemé postavila v souladu s pravi-
dly CEOI dvé soutézni druzstva.

Letosni pandemie koronaviru nezpisobila jenom zménu terminu ko-
nani CEOL. I pres posunuti terminu na konec srpna se druzstva z nékte-
rych zemi nemohla nebo nechtéla soutéze ztcastnit prezencné. Organi-
zatori proto mimoradné umoznili témto zemim soutézit online formou,
podobné jako bude probihat v poloviné zaii i celd letosni Mezinarodni
olympidda v informatice IOI. Tuto distancéni formu tcasti zvolili soutézici
z Chorvatska, Italie, Litvy, Rakouska, Rumunska a Slovinska.

Reprezentaéni druzstvo Ceské republiky bylo sestaveno na zakladé vy-
sledkti dosazenych v tstrednim kole 69. ro¢niku Matematické olympiady
kategorie P, které probéhlo na konci biezna 2020 formou online soutéze.
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Kvili opatfenim spojenym s epidemii nebylo letos mozné uskutecnit tra-
di¢ni vybérové soustiedéni. Na celosvétovou informatickou olympiddu
TOT 2020 (online soutéz konand v zafi 2020) byli proto vysldni ¢tyfi nasi
nejlepsi studenti z ustredniho kola MO-P, pro ucast na CEOI 2020 byli
vybrani ¢tyri soutézici s nejlepsimi vysledky praktickych tloh, kteri jesté
nejsou v maturitnim roc¢niku. Nasi mladsi soutézici tak dostali prilezi-
tost ziskat na CEOI cenné zkuSenosti, které mohou nasledné vyuzit pri
tspésné reprezentaci Ceské republiky na IOI v pFistim roce. Letos se
CEOI zucastnili tito studenti:

Jiri Kalvoda, student gymnéazia na tt. Kpt. Jarose v Brné,

Viclav Jandcek, student gymnézia na t¥. Kpt. Jarose v Brné,

Adam Blazek, student gymnéazia na MikulaSském nam. v Plzni,

Ondrej Sladky, student gymnéazia na Mikulasském nam. v Plzni.

Vedoucimi ceské delegace byli doc. RNDr. Tomas Pitner, Ph.D.,
z Fakulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné a doc. RNDr. Pavel
Tépfer, CSc., z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz se tradi¢né odehrava v pribéhu dvou soutéznich dni.
V kazdém dni soutézici resi tti tlohy, na které maji vzdy pét hodin casu.
Vecer pred soutézi vedouci vsech delegaci spolecné schvali soutézni tlohy
navrzené poradatelskou zemi, upravi podle potreby jejich formulace a
prelozi je pak do mateiského jazyka svych studentii. Cest{ studenti tedy
dostali jak anglickou, tak i ¢eskou verzi zadani tloh.

Kazdy soutézici pracuje na pridéleném osobnim pocitaci s nainstalova-
nym soutéznim prostredim, které umoznuje vyvijet a testovat programy
a odesilat je k vyhodnoceni. Vysledné programy jsou testovany pomoci
pripravené sady testovacich dat a se stanovenymi casovymi limity. Tim je
zajisténa nejen kontrola spravnosti vysledki, ale pomoci ¢asovych limit
se také odlisi kvalita pouzitého algoritmu. Pti testovani kazdé tlohy se
pouzivaji sady testovacich dat rtzné velikosti a rizné slozitosti, takze
teoreticky spravné Teseni zalozené na neefektivnim algoritmu zvladne
dokoncit vypocet pouze pro nékteré, mensi a jednodussi, testy. Takové
reseni je potom ohodnoceno ¢astecnym poctem bodi.

Soutéz byla jiz tradicné doplnéna také zajimavym doprovodnym pro-
gramem, ktery byl navic letos mimoradné bohaty. Hned v prvnim dnu
pobytu probéhlo nejen slavnostni zahdjeni, ale vSichni ticastnici se mohli
seznamit i s pocitaci a se soutéznim prostredim a také s historickym cen-
trem meésta Nagykanizsa. Odpoledne po prvnim soutéznim dnu vsichni
spolecné navstivili mistni rekreacni oblast s jezerem Boating lake. Mezi
obéma soutéznimi dny byl ponechan jeden volny den, ve kterém se ticast-
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nici olympiddy vypravili do nové budovaného vyzkumného a technologic-
kého centra Zala u mésta Zalaegerszeg, které se vénuje vyvoji a testovani
autonomné rizenych vozidel a pocitacové simulaci. Odpoledne jsme se
premistili do nedalekého mésta Keszthely na prohlidku zamku a na vy-
jizdku lodi po jezere Balaton. Po druhém soutéznim dnu nejprve vsichni
spole¢né navstivili mistni tovarnu Tungsram na vyrobu svitidel LED,
studenti pak jesté univerzitu Pannon a vedouci delegaci misto toho ar-
boretum Budafa. Na zavér pobytu v Madarsku stravili soutézici jeden
den v zabavnim parku Zobor, zatimco vedouci se jeli podivat na jezero
Kis-Balaton (Maly Balaton) a do jeho okoli.

Posledni den probéhlo slavnostni zakonceni soutéze s vyhlasenim vy-
sledki. Kazda ze soutéznich tloh byla hodnocena maximélné 100 body,
takze celkové bylo teoreticky mozné ziskat az 600 bodu. To se letos ni-
komu nepodarilo, tlohy byly pomérné narocné, takze i celkovy vitéz
Tomasz Nowak z Polska ziskal pouze 466 bodt. Jednu ze soutéznich
soutézicich dostava na CEOI medaili, pricemz zlaté, stiibrné a bronzové
medaile se rozdéluji v priblizném pomeéru 1 : 2 : 3. Na CEOI 2020 byly
udéleny celkem 4 zlaté, 10 stiibrnych a 14 bronzovych medaili. Stredo-
evropska olympidda v informatice je soutézi jednotlivel, zadné poradi
zicastnénych zemi v ni neni vyhlasovano.

Nasi reprezentujici dosahli nasledujicich vysledku:
3. Jiri Kalvoda, 437 bodu, zlatd medaile,

32. Ondrej Sladky, 198 bodt,

33. Vaclav Janacek, 188 bodt,

46. Adam Blazek, 118 bodu.

Zisk zlaté medaile je pro nas velkym tspéchem, zlatou medaili ziskal
nas reprezentant na CEOI naposledy v roce 1995, tedy pred 25 lety.

vvvvv

zemi na CEOI bylo tradicné Polsko se dvéma zlatymi a dvéma stiibrnymi
medailemi.

Veskeré informace o soutézi, texty tdloh i podrobné vysledky vsech
soutézicich lze nalézt na Internetu na adrese http://ce0i2020.inf.
elte.hu/.

Nésledujici 28. ro¢nik Stredoevropské olympiady v informatice CEOI
2021 se bude konat v Chorvatsku v Zahrebu.
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Upoutavka na knihu Ivo Krause a Stefana Zajace
Ceska a slovenska fyzika 1945-2005

Zdenek Janout

Publikace Ceskd a slovenskd fyzika 1945-2005 ¢asové navazuje na
knihu Fyzika za proni republiky, kterou vydalo nakladatelstvi Academia
v roce 2017 v edici Prvni republika. Stejné jako v predchézejici knize,
kde se autofi neomezuji pouze na mezivaleéné obdobi (¢asovym presahem
tam byla kapitola II. Tradice ceskoslovenské fyziky od zalozZeni prazské
univerzity do roku 1918), tak i v novéjsi monografii se neomezuji pouze
na léta ohranicena letopocty 1945 a 2005. Uvedené roky jsou symbo-
lické mezniky. Rok 1945 je rokem, kdy skoncila druha svétova valka, kdy
byla znovu obnovena vyuka na ¢eskoslovenskych vysokych skoldach a kdy
u nas zacal Siroky rozvoj fyzikalniho vyzkumu. Rok 2005 je rokem, kdy
celosvétove fyzikové vzpomnéli stého vyroci prikopnickych praci A. Ein-
steina vyhlasenim Svétového roku fyziky (OSN). Je prirozené a logické,
7e monografie ma casové presahy pres uvedené roky.

Monografie je rozdélena na Ctyri c¢asti. Prvni Cast, Fyzika v ceskych
zemich, za¢ind obdobim pred rokem 1945, konkrétné protektoratem Boh-
men und Méhren, kdy byly ¢eské vysoké skoly uzavieny a jejich profesori
a studenti ikanovani. Pozornost je vénovana ¢innosti Ceské akademie a
védeckych spolecnosti. Vyuka fyziky probihala pouze na dvou némeckych
vysokych skolach, a to v Praze a v Brné. Dale je pak, v obdobi od 1945
do 2005, popsana vyuka fyziky a vyzkum na vysokych skolach, orga-
nizace védeckého vyzkumu, stanoveni hlavnich smérti vyzkumu, ¢innost
fyzikalnich tstavu a vyzkum v atomové a jaderné fyzice. V zavéru této
¢asti je pojednéno o ceskych fyzicich, kteri trvale pracovali v zahranici.

Druha c¢ast, Fyzika na Slovensku, pojednava o fyzice v obdobi Sloven-
ského statu 1939-1945, déle o vyuce a vyzkumu ve fyzice na slovenskych
vysokych skolach po roce 1945 a o vyzkumu ve Slovenské akademii véd
od roku 1953.

Treti cast, Technicky pokrok ve druhé poloviné 20. stoleti ve sveté a
v Ceskoslovensku, je vénovana technickému pokroku, jsou zde popsana
technicka zatizeni ¢eskoslovenské konstrukce a vyroby, materidlové inze-
nyrstvi, pokroky v silnoproudé a slaboproudé elektrotechnice.

Ctvrtou ¢ast knihy tvoii Biografickd hesla; jde o téméF 150 kratkych
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Zivotopisu vyznacnych fyzika diskutované doby. Autori ¢erpali informace
o fyzicich z ¢eskych i zahrani¢nich prament, jmenovité z biografickych
slovniku, autobiografii, casopisi, memoaru, nekrologt, z hesel na inter-
netu, ale i z archivii. Kromé toho shromazdovali a ovérovali potrebné
informace o fyzicich a jejich vyzkumech béhem svych zahrani¢nich cest
a pracovnich pobytu na zahrani¢nich univerzitach a institutech.

Monografie je doplnéna triceti Sesti obrazky, portréty osobnosti, foto-
grafiemi titulnich list vysokoskolskych ucebnic, univerzitnich budov, fy-
zikalnich pristroja, pamétnich medaili a dalsimi dokumenty, které vhodné
dopliuji text. V zavéru je uveden seznam literatury a jmenny rejstiik.

Autory monografie jsou pedagogové Fakulty jaderné a fyzikalné inze-
nyrské CVUT v Praze. Prof. RNDr. Ivo Kraus, DrSc., patif mezi nase
piedni odborniky na déjiny pifrodnich véd. Doc. Ing. Stefan Zajac, CSc.,
byl mnohaletym ptredsedou Jednoty c¢eskych matematika a fyziktu. Jeho
odbornou specializaci jsou magnetické vlastnosti materidlt a na fakulté
prednasi teorii pevnych latek. K napsani této monografie se autori pri-
pravovali nékolik let. Monografie je vysledkem cilevédomé, systematické
a vytrvalé prace autort.

Monografie je napsana ¢tivé a svym pojetim jisté upouta ¢tenare z rad
siroké verejnosti, zejména zajemce o historii prirodnich a technickych

véd. Vhodné rozsituje a doplnuje in-

formace obsazené v ucebnicich fyziky,
matematiky a déjepisu stiednich i vy- B ik
sokych skol. Pokud je mi znamo, po- - o g™
dobna monografie nebyla u nas dopo- g ©
sud vydana. Monografie Ceskd a slo- o © -
venskd fyzika 1945-2005 vysla v Cer- - " o

venci 2020 v Nakladatelstvi Acade-
mia v edici Galileo.

Knihu lze zakoupit na .
http://www.academiaknihy.cz CESKA
nebo

http://www.eknihy.academia.cz. & SLOVENSKA
FYZIKA
1945-2005

Ivo Kraus, Stefan Zajac

academia
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Fyzikalni ¢tvrtky na MFF

Ustav teoretické fyziky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy poradé jiz mnoho let velmi zajimavé fyzikalni seminafe s ndzvem
Filozofické problémy fyziky a Predndsky z moderni fyziky.

V letosnim akademickém roce budou jednotlivé prednasky obou semi-
nara zivé streamovany a zaroven nahravany. Zaznamy téchto prednasek
se objevi na webovych strankach seminai.

FILOZOFICKE PROBLEMY FYZIKY

Seminar se vénuje filosoficky motivovanym témattim ze soucasnosti i
historie fyziky s dirazem na jeji prirodovédny a kulturni kontext.

—

Seminaf se kona jednou za ¢trnact dni ve ¢tvrtek od 18.15.
V zimnim semestru akademického roku 2020/2021 jsou pfipravena
nésledujici témata:

8. 10. Pavel Krtous: Smér toku a casu
22. 10. pracovnici MFF a AsU AV: Nobelova cena 2020 za cerné diry

5. 11. Pavel Krtous: Feynmanova—Wheelerova casove symetrickd
elektrodynamika

19. 11. Jiti Podolsky: Rdd casu podle Carla Rovelliho
Rozpad casu

3. 12. Jifi Podolsky: Rdd casu podle Carla Rovelliho
Svét bez casu a Zdroje casu

17. 12. Pavel Krtous: MiizZe cas bézet pozpdtku?

7. 1. Pavel Krtous: Svobodna vule v deterministickém vézeni
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Vice informaci, véetné odkazi na videozdznamy prednések z minulych
let, naleznete na webovych strankach seminare:
https://utf.mff.cuni.cz/seminare/filos.pl.

PREDNASKY Z MODERNI FYZIKY

Tento semindf je tradiénim (letos jiz 50.) podzimnim cyklem pred-
nasek pro stredoskoldky, tentokrat na téma Velké teorie a observatore
dnesni fyziky.

Seminaf se kona jednou za ¢trnact dni ve ¢tvrtek od 18.30.

Na letosni rok jsou naplanovany nasledujici prednasky:

15. 10.

29. 10.
12. 11.

26. 11.

10. 12.

prof. J. Podolsky: Kosmické poselstvi elektromagnetickijch
vin

prof. J. Podolsky: Kosmické poselstvi gravitacnich vin
prof. R. Leitner: Minulost, soucasnost a budoucnost
cdsticové fyziky

dr. M. Prouza: Proc¢ a jak pracuji cesti fyzikové

na celosvéetovych projektech?

prof. J. Ridky: Kosmické poselstvi cdstic s ultravysokou
enerqgii

Vice informaci, véetné odkazi na videozaznamy prednéasek z minulych
let, naleznete na webovych strankach seminare:
http://utf.mff.cuni.cz/popularizace/PMF/.
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@ Objednavky casopisu W

Od roku 2020 vyTtizuje objednavky c¢asopisu
Rozhledy matematicko-fyzikalni

spole¢nost

MediaCall, s. r. o.
Videnska 546/55

639 63 Brno

tel: 4420 532 165 165

e-mail: export@Qmediacall.cz

Objednavky lze realizovat i pres web:

www.zahranicnitisk.com

Tato informace se netyké ¢lentt JCMF. Pro né vy-
fizuje objednavky predplatného sekretariat JCMF
a predplatné je hrazeno spolu s ¢lenskymi prispévky.

Elektronicka verze ¢isla 3/2020 je ke stazeni na
adrese:
https: //rozhledy.jemf.cz/wp-content /uploads/RMF-95-3.pdf
heslo: Cip9sek
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Pokyny pro autory

Prispévky dodavejte na adresu redakce v elektronické podobé. Nejlépe napsané
ve formatu IWTEX, prijatelny je i format PlainTEX, je akceptovatelny i text
pripraveny editorem Word ¢i podobnym.

Pokud jde o obrazky, je zddouci, aby byly pripraveny v reprodukovatelné
podobé. Kazdy obréazek necht je v samostatném souboru, nejlépe ve formatu
eps nebo pdf. Pripustna je téZ bitmapa v dostateéném rozliseni.

Ke kazdému zasilanému ptispévku (ne u soutézi, zprav a recenzi) prilozte
kratkou anotaci v Ceském jazyce. Déle je zadouci, aby u kazdého prispévku
byla uvedena literatura, na kterou je v textu odkazovano.
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