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MATEMATIKA

Pocitani mnohothelnikd

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

1. Uvod

Uvazujme n vzajemné ruznych bodu nepravidelné rozmisténych na
kruznici. Tyto body spojime tsefkami, kazdy s kazdym. Tyto tsecky
vytvoii nepravidelné mnohotuhelniky. Zabyvejme se otazkou, kolik tako-
vych mnohotihelnikii vznikne. Poéitame pouze ty ,,malé* mnohotuhelniky,
které uz nejsou rozdéleny tuseckou na mensi. Predpokladame, Ze nedo-
chézi k pruseciku tif a vice tsecek ve spole¢ném bodé nikde uvnit# kruhu.
Jsou-li body na kruznici rozmistény ndhodné, mé situace, kdy dochazi
k takovému priseciku, nulovou pravdépodobnost.

Obr. 1: Priklady obrazci, které vzniknou spojenim n bodi tiseCkami pro n €
€{3,...,8}

Oznafme m(n) pocet mnohouhelnikd, které vzniknou spojenim n

bodt tse¢kami. Pro n = 1 mame jediny bod, zadnou tsecku, tedy zadny
mnohothelnik. Proto m(1) = 0. Podobné pro n = 2 dostaneme jedinou
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MATEMATIKA

asecku a opét Zaddny mnohothelnik. Proto m(2) = 0. Z obrazku[lvidime,
ze m(3) = 1, protoZe tfi body vytvoii jeden trojuhelnik. Dale m(4) = 4,
protoze ¢ty body vytvori jeden &étyfuhelnik, ktery je rozdélen dvéma
thloprickami na ¢tyfi trojuhelniky.

2. Rekurentni vztah

V,

Obr. 2: Vlevo: pavodni obrazec, zde napf. pro n = 6 bod. Vpravo: pridani
nového bodu, zde vrchol V7, vytvori nové mnohothelniky

Kdyz se nam nepodaii nalézt rovnou jednoduchy vztah pro zéavislost
poc¢tu mnohothelnikd m(n) na poc¢tu bodi n, pokusme se najit nejprve
vztah, jak spolu souvisi m(n + 1) a m(n). Takovy vztah se nazyva reku-
rentni zadani posloupnosti nebo také diferencni rovnice. To znamena, jak
se projevi pridani dalstho bodu. Obr. 2] ukazuje tuto situaci pro n = 6.
Vlevo vidime 6 vrchold, zde oznacenych Vi az Vi, a jejich spojnice, které
vytvaii mnohotuhelniky. Vpravo vidime pfidany novy bod V7. Pridani
nového bodu V,, 41 vytvoii jednak n — 1 trojihelniki, na obr. 2] ozna-
¢ené hvézdickou, pro které je novy bod vrcholem. Dale pfidani nového
bodu V41 vytvoii n novych tsecek, spojnic s n starymi body. Nékteré
z téchto novych tsecek roziiznou nékteré staré mnohothelniky a vytvoii
tak nové mnohothelniky. Usecka V1V, 41 a tsecka V,V,41 zadny stary
mnohothelnik nefiznou. Ale ostatni usecky ano. Vyberme si jednu tako-
vou usecku V;V,,11. Na obr. 2l je to napt. usecka V3V7, tedy i = 3, ktera
je vyznacdena tlustou C¢arou. Tato tiseCka je rozdélena na nékolik malych
asecek spojnicemi mezi ostatnimi body. Kazdé z téchto malych tsecek
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(kromé té, kterda ma za jeden sviij krajni bod vrchol V;,11) vytvaii jeden
dalsi mnohotuhelnik tim, Zze prefizne jeden ptivodni mnohothelnik na dvé
Gasti. A pocet téchto malych tsecek je roven po¢tu spojnic mezi body
na obou stranach této tusecky. Vrchol V; rozdéli vrcholy na dvé skupiny,
v jedné jsou vrcholy s menSim indexem, téch je ¢+ — 1, a ve druhé sku-
piné jsou vrcholy s vétsim indexem, téch je n —i. TakZe pocet spojnic je
(i—1)(n—1). Na obr.2je to 2 x 3 = 6. Tedy tsecka V;V,,+1 vytvori fezem
(¢ = 1)(n — 4) novych mnohouhelniki. Tento pfiristek zapoc¢itame pro
v8echny vrcholy, tedy pro i € {2,...,n—1}. Ale mohli bychom také uva-
Zovat ¢ € {1,...,n}, protoze proi =1 a proi =n je soudin (i —1)(n—1)
nulovy. Tak dostavame dulezity rekurentni vztah
n
m(n+1)=m(n)+n—1+» (i—1)(n—1) (1)
i=1
s pocatecni podminkou
m(3) = 1. (2)
Jak si ukdZeme podrobné dale, tuto diferen¢ni rovnici s touto pocatecni
podminkou Fesi posloupnost

m(n) = 2—14(71 —1)(n—2)(n* —3n +12) (3)

a jeji ¢leny pro nékolik vybranych hodnot n ukazuje tabulka

n||1(2{3|4] 5| 6| 7| 8] 9
m|[0[0|1]4] 11|25 |50 |91 | 154

Dva dalsi zpisoby feSeni této tlohy lze najit v [1] a [2].

3. Soucet aritmetické posloupnosti

Nejprve si pfipravime nékolik pomocnych vysledki.
Aritmeticka posloupnost je posloupnost ¢isel, kde rozdil mezi sousedy
je konstantni. My zde budeme uvazovat posloupnost

ai:i.

Ukazeme si ¢tyTi zptsoby, jak spocitat soucet aritmetické posloupnosti

n 1
Zi = §n(n +1).
i=1
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Prvni zptisob bude nejjednodussi. Ostatni jsou sice pifi znalosti toho
prvniho zptisobu zbyteéné, ale pro nés budou uzite¢né, protoze podobné
najdeme soucet kvadratické posloupnosti Y -, i%. I aritmetickou i kva-
dratickou posloupnost mtzeme séitat od ¢ = 0 nebo od ¢ = 1, vysledek
je stejny.

3.1. Jak to séital maly Gauss

Tento zpusob je spojovan s némeckym matematikem jménem Carl
Friedrich Gauss (1777-1866). Kdyz chodil maly Gauss jesté do $koly, pan
uditel chtél mit chvilku volno, tak zadal svym zaktm zdanlivé tézky tkol,
totiz secist prirozena ¢isla od 1 do 100. Zatimco se ostatni Zaci trapili
s dlouhym vypo¢tem, maly Gauss seCetl prvni a posledni &islo a dostal
101. Pak secetl druhé a pfedposledni a dostal opét 101. Kdyz secteme
dvé ¢&isla stejné vzdélena od konci, dostaneme vzdy 101. A téchto pari
je 50. Takze soucet je 50 x 101 = 5050.

Kdyz si napiSeme obecnou aritmetickou posloupnost ay, ..., a, délky
n a pod ni stejnou posloupnost v opa¢ném pofadi a tyto dvé seCteme a
vydélime dvéma, tak dostaneme

- n
;ai = 5((11 + ay).

3.2. Graficky

Souéet 1+ 2+ --- 4+ n je soucet ploch obdélniki o Sifce 1 a vysce i,
viz obr. [3l

1 2 3 4 5

Obr. 3: Soucet aritmetické posloupnosti 1 + 2 + - - - + n 1ze nalézt jako obsah
velkého trojuhelniku a obsahy malych trojihelnika

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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A velikost této plochy dostaneme jako plochu velkého pravoihlého
trojihelniku o zékladné n a vySce n, kdyz pfidame plochy n malych
pravouhlych trojuhelnika o zakladné 1 a vySce 1, tedy

n 1 n n

. 2
Y i=in?4 o =(n+1).
i 1’L 271 2 2(7’l )

3.3. Diskrétni derivace a diskrétni integral

Jedna se o obdobu derivace a integralu. Ve skole se bohaté procvic¢uji
vztahy pro derivaci mocninné funkce

(xn)/ _ nxn—l

napf. (z2) = 2z a neurcity integral, tedy anti-derivace

$n+1
/x”dm:n+1, pron # —1.

Méné pozornosti byva vénovano obdobnym operacim pro posloupnosti.
Lze zavést diskrétni derivaci (téZ nazyvana diference) pro posloupnost

’
a,, = Gp41 — Gn,

napt. (n?) = (n+1)2 —n?=2n+1.

To neni jediny zptsob, jak zavést diskrétni derivaci. V dodatku uva-
dime dals{ moznosti.

A jak lze pouzit diskrétni derivaci pro vypocet souc¢tu posloupnosti?
Plati-li pro dvé posloupnosti

b=4d,
tedy
b, = Gn41 — An,

pak muiZzeme psat

bp = a1 —ag a1 = ag + by

by =az2 —ay az = a1 +bi=ap+by+ b1

by = a3 —as az = as + b =ag+ by + b1 + b2

b3 = a4 — as a4 = az +bs = ap + by + b1 + b + bs,

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 3 5
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obecné

n
Ap+1 = ag + ZbL
=0

To 1ze pouzit pro vypocet souctu

timto zpusobem. Ze znalosti
(n?) =2n+1

miZzeme psat

n
E bi = Gny1 —ag
i=0

i(2z’+ 1) =(n+1)?

=0

Zii+(n+1): (n+1)2
=0

<
3

. (n+1)?—(n+1) _

5 (n+1).

|3

=0

3.4. Metoda neurcitych koeficienti

Tento zptsob je z naSich zptsobl nejobecnéjsi. Casto se stane, Ze
zndme (nebo uhodneme) tvar FeSeni dlohy, ale nezname hodnoty koefi-
cienti v tomto vysledku. Napf. pro soucet mocnin je vysledek ve tvaru

Z %= ko + kin + k2n2 + k;3n3 + k4n4.
1=0

A jak najdeme neznamé koeficienty kg, ..., k47 Staci zvolit 5 hodnot n
a dostaneme soustavu rovnic pro neznamé koeficienty.
Pro nas pripad

n
Zi = k0+k1n+k2n2
=0

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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zvolime n = 0, 1,2 a dostaneme soustavu rovnic
ko =0
ko+ki+k =1
kO + le + 4k2 37

ktera maé FeSeni
1 1
0 07 1 2 ’ 2 9 3
takze vysledek je

- 11 n
i=1
ve shodé s nasimi predchozimi zavéry.

4. Soucet kvadratické posloupnosti
Kvadratickou posloupnosti nazyvame posloupnost ¢isel a;, které jsou
kvadratickou funkci indexu i. My budeme uvaZovat posloupnost

a; :ZQ.

Pro soucet aritmetické posloupnosti jsme si ukazali ¢tyfi zptisoby vypo-
¢tu. Kromé toho prvniho, jak to pocital maly Gauss, ktery je krasny,
miiZzeme v8echny t¥i ostatni pouzit i pro soucet kvadratické posloupnosti

4.1. Graficky

Soucet kvadratické posloupnosti

n
> 7
=0

je roven objemu pyramidy sestavené z jednotkovych krychliéek, viz obr.[d]
kde v i-té vrstvé (&islovano odshora) je i2 krychli¢ek. Tento objem je ro-
ven souc¢tu objemu ¢tyfbokého jehlanu o vysce n a délce strany ¢tvercové
zékladny také n a objemu ¢asti krychli¢ek, které vyénivaji ven z jehlanu.
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Obr. 4: Soucet kvadratické posloupnosti 1% 422 +- - - 4+n? lze nalézt jako objem
soustavy krychli¢ek srovnanych do pyramidy (levy obrazek), kde v i-té vrstvé
je i? krychli¢ek. Ten se rovna souétu objemu &tyfbokého jehlanu (prostiedni
obrazek) a objemu ¢asti krychli¢ek na hibetu a sikmych bocich, které ¢astecnd
vy¢nivaji z jehlanu, jak ukazuje pravy obrazek.

Obr. 5: Vlevo: kostka na hibetu ma ¢ast o velikosti % v jehlanu a Gasti o ve-
likosti % vyéniva ven. Vpravo: kostka na ikmém boku ma &ast o velikosti 1

2
v jehlanu a ¢asti o velikosti 3 vy¢niva ven.

Vy¢nivajici krychli¢ky jsou dvojiho druhu.

e Na hibetu, ktery vede od horniho vrcholu pyramidy do nejvzda-
lengjsiho vrcholu ¢étvercové podstavy, je n krychlicek, které maji
s velkym jehlanem spole¢nou ¢ast ve tvaru malého jehlanu o ob-

2

jemu % a Casti o objemu 5 vy¢nivaji ven, viz obr. [l leva ¢ast.

. v e, . ™ .y . 2
Celkovy vy¢nivajici objem téchto krychlicek je $n.

e Dva sikmé boky vedouci od hitbetu dolii k podstavé obsahuji kazdy
142+ 4n—1= g(n—l)
krychli¢ek (krychlicky na hibetu sem uZ nepatii), které maji po-

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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lovinu svého objemu v jehlanu a polovina vy¢niva ven, viz obr.
prava ¢ast. Celkovy vyé¢nivajici objem téchto krychli¢ek je

n 1 n
2—(n—-1)==—=-(n—-1).
-5 =5 —1)
Podstava a svislé boky jsou rovné, tam zadné krychlicky nevycénivaji.
Tedy celkovy objem krychli¢ek a soucet kvadratické posloupnosti je

n

3
5 N 2 n n
=—+-n+-(n—-1)==(n+1)2n+1).
i 3 3n 2(n ) 6(n )(2n+1)

Il
=]

i

4.2. Soucet kvadratické posloupnosti pomoci diskrétni derivace

Podobné jako pro soucet aritmetické posloupnosti i pro soucet kvad-
ratické posloupnosti muZzeme pouzit diskrétni derivaci posloupnosti.
Ze znalosti
(n3) =3n*+3n+1

mizeme psat

n
E bi = Gny1 — ag
i=0

n

> B +3i+1) = (n+1)°
1=0

n
3
32i2+§n(n+1)+n+1=(n+1)3

i=0
a po drobnych tupravach opét dostavame

n
ZiQ = %(n+ 1)(2n+1).
i=0

4.3. Metoda neuréitych koeficientti pro soucéet kvadratické po-
sloupnosti

Postupujeme podobné jako pro aritmetickou posloupnost. Hledame
vysledek ve tvaru

n
ZZQ =ko+ kin+ ]CQTLQ + k3n3.
1=0

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 3 9
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Zvolime n = 0,1, 2,3 a dostaneme soustavu rovnic

ko =0
ko + ki + ko + k3 =

ko + 2k + 4ko 4 8ks
ko 4+ 3k1 + 9ko + 27ks = 14,

Il
o

kterd méa feSeni

takze vysledek je opét

n
i? = E(n +1)(2n+1).
i=0
ve shodé s na8imi pfedchozimi zavéry. Tento zptisob vypoctu lze s vyho-
dou provést na pocitaci, nap¥. pomoci pocitacového algebraického sys-
tému Mathematica témito piikazy

In[1] := Unprotect [Power];
In[2]:= 00 = 1;

In[3]:=n = 3;
In[4]:= a = Table[i~j, {i, 0, n}, {j, 0, n}];
In[5]:= b = Table[Sum[i~2, {i, k}], {k, 0, n}];
In[6]:= k = Inverse[a].b

1 1 1
Out[6]= {0, -, -, -}

6 2 3

Ale kdyZ uz mame tak silny nastroj, jako je Mathematica, tak miZzeme
pouzit pfimo prikaz

In[1]:= Sum[i~2, {i, n}]

n (1 +mn (1+2mn)
Out[1]= —————-—mmmmmmm oo
6

a ziskdme vysledek jedinym Fadkem.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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5. ReSeni diferenc¢ni rovnice

Nyni méme pfipravené nastroje pro poctivé vyreSeni diferen¢ni rov-

nice ()

n
m(n+1)=mn)+n—1+Y (i—1)(n—1).
i=1
Roznasobenim pravé strany dostaneme souéty konstantni, aritmetické a
kvadratické posloupnosti, které jiz umime secist, takze dostaneme pro
zévislost m(n) po¢tu mnohothelniki na poctu vrchola n diferenéni rov-
nici 1
m(n+1) —m(n) = g(n?’ —3n% 4+ 8n —6)

s pocatecni podminkou
m(3) = 1.

Ta nam dovoluje postupné poéitat hodnoty m(n) pro n = 3,4,5,...
A pomoci metody neuréitych koeficient nebo pomoci diskrétn{ derivace
najdeme piimo Feseni (3]

1

= ﬂ(n —1)(n —2)(n* — 3n + 12).

m(n)

Je pffjemné, Ze tento vztah da m(1) = 0 v souladu s pozorovanim,

ze jeden bod nevytvari zadnou tsecku ani zddny mnohouhelnik. A také

m(2) = 0, kdy dva body sice vytvoii jednu tsecku, ale zadny mnoho-
thelnik.

6. Pocitani mnohothelniki na pocitaci

Vyse odvozeny analyticky vysledek pro m(n), ktery udava vztah pro
vypocet po¢tu mnohothelnikii pro libovolny pocet bodi, je nejlepsi mozny
zévér. Pro nékteré tlohy se nam ale nepodaii takto pékny vysledek zis-
kat. Pak se musime spokojit alesponi s numerickym experimentem.

Pojdme se jesté podrobngji podivat, jak mnohothelniky pocitame.
Obvykle si na papir na¢rtneme nékolik mélo bodi, ty spojime tseckami
a spoc¢itame vzniklé mnohothelniky. Pro maly pocet bodi to zvladneme
pouhym okem, pro vétsi pocet bodi je dobré si tuzkou délat znacky do
mnohothelniki, které jsme jiz zapocitali.

Jak lze tuto tlohu provést na pocitaci? Lze s vyhodou pouZzit mate-
maticky software Mathematica a nasledujici program

Roénik 96 (2021), ¢islo 3 11
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n=6;

uhly = Table[2Pi/n*(i+0.2*Sin[Sqrt[32]1*i]),{i,n}];

body = Transpose[{Cos[uhly], Sin[uhly]}];

dvojice = Subsets[body, {2}];

obrazek = Graphics[Line[dvojicel];

rastrovanyobrazek = Rasterize[obrazek, RasterSize ->1000];
binarizovanyobrazek = MorphologicalBinarize [rastrovanyobrazek];

slozky = MorphologicalComponents[binarizovanyobrazek] ;
m = Max[slozky]-1

Co jednotlivé radky délaji? Nejdrive si pfipravime pocet bodi, zde n = 6.
Pak si pfipravime thly urcujici body na kruznici. Je tfeba thly volit ne
rovnomérné, protoze pak by mohl nastat prusecéik tif nebo vice tsecek,
jako tomu je napft. pro pravidelny Sestitthelnik. Toto je tkol, ktery si
vyzaduje peclivéjsi pristup. Pozdéji vytvorime obrazek a ten budeme
rastrovat. Rozlozime jej na velky pocet Fadkia a sloupci, tedy matici
malych obdélnikd, mizeme jim fikat pixely. Kdybychom méli dokonalé
nekoneéné rozliseni, tak by nadm vyhovovalo téméf libovolné nahodné
rozloZeni bodi na kruZnici. Ale protoze musime pracovat pouze s konec-
nym rozliSenim, je dobré, aby vzniklé mnohothelniky nebyly pfili§ malé.
To je snadné pro velmi maly pocet bodu n, ale pro vétsi n je potieba pec-
livé volit ,,zndhodnéni* hla. Po vétsim poctu pokusii se ndm osvédcila
pravé tato volba. Vyraz

27 .
—i, 1=1,...,n
n

by dal rovnomérné rozlozeni bodi. Kdyz misto ¢ pouzijeme
i+ 0,2sin(iv32),

tak vytvorime nepravidelné odchylky s amplitudou 0,2.

Dalsi radek pripravi pomoci funkci Sin a Cos soufadnice boda v ro-
viné. Pak si pfipravime pomoci pifkazu Subsets vSechny dvojice bodi,
koncové body tseéek. A piikazem Graphics vytvorime obrazek. Ten
rastrujeme prikazem Rasterize s rozlisenim 1000 x 1000 bodu. Rastro-
vany obrazek prevedeme piikazem MorphologicalBinarize na binarni,
kde kazdy pixel muZe nabyvat pouze jedné ze dvou hodnot. A nako-
nec pifkazem MorphologicalComponents obrazek rozdélime na souvislé
komponenty a vznikne matice, kde kazdy prvek matice obsahuje ¢&islo
komponenty, kam dany pixel patfi. Jedna komponenta je okoli, proto
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pocet mnohouhelnika je o jednu mensi nez nejvétsi ¢islo komponenty.
Prikazem

Export["obrazek.pdf",obrazek] ;

muzeme obrazek ulozit do souboru obrazek.pdf.

Takze mame pocitac¢ovy program, ktery muzeme pouzit na vypo-
Get prvnich par ¢lent posloupnosti m(n), nap¥. pro n = 3,...,9. Nyni
chceme objevit néjakou zakonitost v téchto datech. Jedna moznost je po-
stupné pocitat rozdily sousednich ¢lent. To je vlastné pocitani diskrétni
derivace. Tim vznikne nova posloupnost, kratsi o jeden ¢len. Tento krok
mizeme nékolikrat opakovat. Vysledky si zapiSeme do nésledujici ta-
bulky

1 4 11 25 50 91 154
3 7 14 25 41 63
4 7 11 16 22
3 4 5 6
1 1 1

Kdyz po nékolika krocich dostaneme konstantni posloupnost, zna-
mené to, %e nase vychozi posloupnost m(n) je mnoho¢len, jehoz argu-
ment je index n. Rad mnohoclenu je roven poctu kroki vedoucich ke
konstantni posloupnosti, zde 4. Jeho koeficienty najdeme Fesenim sou-
stavy rovnic, kde polozime rovny hodnoty mnohoclenu a ¢leny nasi po-
sloupnosti. Tedy mame tvar mnohoé¢lenu

m(n) = ko + kin + kan® + ksn® + kyn?

a soustavu rovnic pron =3,...,7

ko + 3k1 + 3%ka + 3%ks + 3%ky = 1

ko + 4ky + 4%ko + 43k3 + 4%k, = 4

ko + 5k1 + 5%ke + 5%ks + 5%k, = 11

ko + 6k1 + 6%ko + 6%ks + 6%ky = 25

ko + Tky + 7%k + T3ks + T*ky = 50.
Regenfm je

ko=1, ki=—= Fky=~—
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a tedy posloupnost je dana vztahem

7 23 1 1
—1_1 2 Loz b4
m(n) 4n+24n 4n +24n
1
=—(n—1)(n—2)(n*—-3n+12).
24
Pro kontrolu mtzeme tento mnohoclen vyéislit jesté pron =8 an =9

a dostaneme

1

m(8) o4

(8—1)(8—2)(8% —3x8+12) =91

m(9) = i(g —1)(9-2)(9> -3 x9+12) = 154

v souladu s nagimi vysledky.

7. Encyklopedie posloupnosti

KdyZz postupnym diskrétnim derivovanim posloupnosti dojdeme ke
konstantni posloupnosti, vime, Ze puvodni posloupnost je vysledek mno-
hoclenu, jehoz argument je index ¢lenii posloupnosti. Ale co kdyz zkou-
méame posloupnost, kterd neni vysledkem mnohoc¢lenu? Nagtésti existuje
Encyklopedie posloupnosti (The On-line Encyclopedia of Integer Sequen-
ces), kterou zalozil Neil Sloane v roce 1963. Ptivodné ji vydaval v knizni
podobé, dnes je dostupné na Internetu na adrese www.oeis.orga v srpnu
2020 obsahovala informace o vice nez 336000 posloupnostech. Kdyz na
této strance vlozime na8i experimentalné nalezenou posloupnost

1, 4, 11, 25, 50, 91, 154,

tak za méné nez jednu vtefinu dostaneme odpovéd, Ze tato posloupnost
se nachazi v uvedené databézi pod ¢islem A006522, véetné prvnich asi
50 ¢lent, nékolika odkazii na souvisejici odborné ¢lanky, rtizné vyznamy
této posloupnosti, véetné toho naseho, tedy ,,pocet oblasti vytvorenych
stranami a thloptickami konvexniho n-tthelniku v obecné poloze® a také
nékolik matematickych vztaha pro pfimy vypocet libovolného ¢lenu po-
sloupnosti.

Je to nddhera, zabyvat se matematikou v dobé, kdy mame volné k dis-
pozici takovéto nastroje.
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8. Dodatek

V hlavnim textu jsme zavedli diskrétni derivaci pro posloupnost vzta-
hem a), = an+1 — an. Pak napft.

(n?)" =2n+ 1.

Na zakladé zkuSenosti s derivacemi funkci bychom si mohli prat, aby
vysledek byl pouze 2n. Také vyvstava otazka, proc¢ se posunovat dopiredu
¢lenem a,41, pro¢ se neposouvat dozadu? Je to mozné. Mohli bychom
zavést diskrétni derivaci vztahem a), = a,, — a,—1. Pak napf.

(n?) =n*-(n—-1>%*=2n-1.

To bohuZel opét neni pouhé 2n. Ale kdyZ tyto dva zpusoby zpraméru-
jeme, tak dostaneme tfeti moZznou definici diskrétni derivace
Gn41 — An-1
a, = —

Pak ) )

(712)/ — (’I’L+ 1) — (’I’L — 1)
2

To je v souladu s nasim pranim na zakladé zkuSenosti s derivacemi funkei.

Ale bohuzel pro vys8i mocniny uz to tak hezky nedopadé, napf.

= 2n.

(n+1)3—(n-1)3

5 =3n%+1.

(’I’LB)/ —

Zaver je, ze zadny z téchto zpisobi, jak zavést diskrétni derivaci pro po-
sloupnosti, neni v dokonalé forméalni shodé s derivaci funkci. Ale kazdy
z téchto zpisobi 1ze pouzit pro vybudovani teorie pro praci s posloup-
nostmi. My zde pouzivame prvni zptsob

’
Qp = Qp4+1 — Gp-
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Extremalni alohy

Alena Filipcukova, PFF MU, Brno

Extremalni tlohy mohou studenti vnimat velice pozitivné, pokud uvidi
jejich jasné aplikace. Vé&tSinou se studenti sami pidi po informacich, kde
danou ¢ast matematiky mohou pouZit, jenze pii takovych alohach mohou
narazit na rizné problémy.

Jednak jde o ulohy slozitéjsi, ¢asto je tfeba je rozdélit na nékolik men-
gich a jednodussich poduloh, a druhym problémem je nezvykly zépis tiloh
s mnoha fyzikalnimi veli¢inami a u této zméti ,,pismenek* je t¥eba rozli-
8it, které prislusi optimaliza¢ni proménné a které ne. Studenti uvadéji, ze
praveé velky pocet ,,pismenek® je v tlohach casto dési a zpisobuje chaos
pii jejich feSeni tlohy.

Studenty je ale potieba k feSeni takovych tloh ptivést, protoze je ¢eka
odména, kterou je vyfeseni opravdového problému.

V nésledujicim odstavci si popiSeme postup pii FeSeni extreméalnich
aloh.

Reseni extremalnich aloh

Extremalni alohy podobné jako jiné komplexn{ tlohy v matematice je
vhodné pfi feSeni rozdélit na nékolik mensich a jednodussich poduloh a
fesit jednu po druhé.

Nejprve je nutné vytvorit z poskytnutého zadani funkci, jejiz globalni
extrém budeme hledat. Na stfedni skole musi jit o funkci jedné pro-
ménné. Casto se extremalni lohy pouZivaji k uréeni extrémnich hodnot
obvodi a obsahti rovinnych tutvari a povrchi a objemi téles nebo také
fyzikalnich ¢i chemickych veli¢in. Pti sestavovani funkce ¢asto vyuzivame
ruznych geometrickych a fyzikalnich vzorct, zavisi tedy také na znalos-
tech studentt z téchto oblasti.

Dalsi diléi dlohou je urceni intervalu, na kterém budeme extrémy se-
stavené funkce hledat. Tento interval ¢asto vyplyne z povahy funkce a
proménnych nebo z fyzikalnich ¢ chemickych znalosti. Vétsinou se jedna
o rozméry obrazci ¢i téles nebo fyzikalni veli¢iny a interval je tak omezen
na nezaporné d¢isla.

Znéme-li funkci a interval, extremélni tloha pfejde v tlohu hledani
globalniho extrému funkce na daném intervalu. P¥i urcovani globalnich
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extrémii funkce, ktera je spojita v uzavreném intervalu (a,b), postupu-
jeme tak, Ze nejdfive najdeme v8echny lokalni extrémy funkce v (a,b),
které mohou nastat ve stacionarnich bodech nebo v bodech, ve kte-
rych funkce nemé derivaci. Vypoc¢tenim hodnoty druhé derivace funkce
v téchto bodech zkontrolujeme, zda se skute¢né jedna o lokdni maxi-
mum ¢ minimum. Pokud je hodnota druhé derivace v bodé zaporné, ma
funkce v tomto bodé lokalni maximum. Naopak je-li hodnota druhé de-
rivace v bodé kladné, jedna se o lokdlni minimum. Dale jesté vypocteme
hodnoty f(a), f(b). Potom porovname vSechna nalezena lokalni maxima
a minima a hodnoty f(a), f(b) a vybereme z nich nejvétsi a nejmensi.
To bude globalni maximum a minimum.

Z uvedeného postupu vidime, Ze i takovou tlohu lze rozdélit na vi-
cero podiloh. Pro studenty je tak mnohem jednodussi vyfeSit nékolik
téchto na sebe navazujicich kratkych podiloh nez Fesit ilohu celou bez
jakéhokoliv systému. Studenti si na tento systém prace zvykli a ¢asto
se jiz sami dozaduji po nadiktovani jednotlivych kroki za sebou, mohou
se tak drzet jakési kuchaiky. Rozsahly postup lze tak snadno zredukovat
do nékolika stru¢nych heslovitych kroki. Jesté vice nez ¢islovany seznam
krokti se mi vS8ak osvédéilo shrnout postup do schématu, ktery muzeme
trochu s nadsézkou nazyvat vyvojovym diagramem. Piiklad takového
schématu uvadi nésledujici obrazek. Ukazalo se mi, Ze kreativité se meze
nekladou a ¢im napaditéjsi jsou tvary v diagramu, tim jsou pro studenty
vice u¢inné a snadno zapamatovatelné.

proved’

vytvof najdi kontrolu ) \-'):E:erl .
funkci ze interval z drubié nejmensi/nejvetsi
zadani podminek ? derivace hodnotu

najdi lokélni
extrémy
funkce

vypoditej
hodnoty
funkce

vytvor
funkci jedné
proménné

Obr. 1: Postup feSeni extremalni ulohy

V tvodnich hodinach vénovanych extremélnim tdloham je velmi diile-
Zity vhodny vybér tloh s ohledem na jejich naro¢nost. Doted si vybavuji
své pedagogické zacatky, kdy jsem v tivodni hodiné pocitala prvni feSe-
nou ulohu, na kterou jsem v ucebnici narazila. Hledani rovnoramenného
trojuhelniku, ktery méa pii daném obvodu maximéalni obsah, rozhodné
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nebylo tim spravnym zacatkem. O tom mé presvédéily vydésené a zma-
tené pohledy studentii, které mam dosud Zivé pred o¢ima.

Je proto vhodné zacit napft. ulohou typu: ,Najdéte takové kladné
¢islo, aby jeho soucet s ¢islem k nému prevracenym byl minimalni.*, kde
sestaveny soucet je pfimo funkci jedné proménné. Dale do vyuky zara-
zuji napf. ulohu typu: ,,éislo 28 rozlozte na dva séitance tak, aby jejich
soudin byl minimé&lni.”, ktera zprvu vede na funkci dvou proménnych,
po dosazeni ze zadani dostaneme pak pro sou¢in funkci jedné proménné.
Teprve pak bych zaradila nasledujici ulohu a pozdéji i alohy aplika¢ni.

Piiklad 1. Najdéte pravouhelnik, ktery ma pfi daném obvodu maxi-
malni obsah.

Na této typické tloze je dobré studenttim ukézat spise ,,hezké* vtipné
feseni. Casto se v matematice setkavame s tlohami, kdy je zadana veli-
¢ina bez jednotky. Tady si miizeme za jednotku vzit obvod pravouhelniku
a tim si zjednodusit cely postup. Také tim vysvétlime, proc¢ se ve fyzice
jednotky zavedly rtzné. Pokud se zamyslime se studenty nad historic-
kym vyvojem jednotek délky, pfipomenou si tfeba lokty, palce, sahy nebo
kroky, ur¢ité mohou délku obvodu svého pravothelniku i néjak hezky po-
jmenovat — tfeba takhlepresnédlouhiprovaz. Jako kouzelnici pak mizeme
zéroven kousek provazu vytahnout z kapsy a ukazat. To je nova jednotka
délky, ktera pak méri obsah v jednotkich na druhou, a miizeme ukazat
tfeba takhlepiesnédlouhyprovaz na druhou nakreslenim pomoci provazu
na tabuli (a zde studenty muZeme nechat premyslet i nad druhou, tieti
nebo ¢tvrtou dimenzi).

Resent. Oznaéme a a b délky stran hledaného pravotuhelniku. Jeho obvod
je jeden takhlepresnédlouhyprovaz a obsah S je dan znamymi vztahy

1=2a+2h, S=a-b.

Nasim tkolem je najit pravothelnik, ktery ma maximalni obsah.

Na vztah S = a - b pro vypocet obsahu se tedy muzeme divat jako na
funkci dvou proménnych a, b.

Pro vysSetfeni globalnich extrému funkce vSak potfebujeme funkci
jedné proménné. Muzeme vyuzit zadaného obvodu 1 = 2a + 2b a jednu
z proménnych z néj vyjadrit. Vyjadiime-li a, dostavame

1-26 1

5 3 b (1)

a
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a po dosazeni do vztahu pro obsah S méme funkci jedné proménné b:

S@):(%—b)-b:%b—b? (2)

Na tomto misté studentiim nabizim elegantnéjsi feSeni bez pouziti dife-
rencidlniho po¢tu, ve kterém se studenti jesté neciti bezpecné. Navic si
tim zopakujeme a ozivime uéivo z nizsich ro¢niki, coz studenti v ramci
opakovani pred maturitou velmi oceni.

Hned na prvni pohled miZeme vidét, Ze nalezena funkce

S@:—w+§

je funkci kvadratickou. Jejim grafem je parabola, ktera vzhledem k za-
pornému koeficientu u kvadratického ¢lenu je oteviend smérem doli. Je
tedy zfejmé, ze maximum této funkce nastane pravé ve vrcholu paraboly.

Pojdme si tuto zavislost znazornit graficky, studenti tak lépe vidi, co
vlastné poéitaji. Sta¢i najit priseciky paraboly s vodorovnou osou. Ty
najdeme FeSenim rovnice

1
—§+5b:m
kterou vytknutim b pfevedeme do sou¢inového tvaru:

1
()=

Vidime, ze priiseéiky paraboly s vodorovnou osou nastanou v bodech

by = 0 a by = %. Vrchol paraboly a zaroveii i maximum funkce S(b)
lezi pfesné mezi témito body — tedy v b = i. Z (@) vidime, ze také
a= % — % = i. Vzpomeneme-li si, Ze délku obvodu naseho pravotuhelniku

jsme pojmenovali jako takhlepresnédlouhyprovaz, lezi maximum funkce
ve ¢tvrtiné takhlepresnédlouhéhoprovazu.

Ted muZeme studentiim ukdzat, Ze pouziti derivace vede k témuz
vysledku, protoze S'(b) = —=2b+ 1 = 0.

Druhou derivaci dostavame S”(b) = —2. Zaporna hodnota druhé de-
rivace potvrzuje, Ze v bodé b skuteéné nastava maximum.

Hledanym pravothelnikem s maximalnim obsahem je tedy Ctverec
o strané délky ¢tvrtina takhlepiesnédlouhéhoprovazu. Obsah tohoto pra-
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votuhelniku je samoziejmé
1 2
S=a®= <1 takhlep%esnédlouhéhoprovazu) =

1
=16 takhlepiesnédlouhéhoprovazu®.

b

o
e
N | o

Obr. 2: Graf zavislosti obsahu pravothelniku na délce strany b

Chceme-li studenty trochu potrapit, miaZzeme tulohu fesit jesté dalsim
zpusobem piipadné toto feSeni jim zadat jako domaci cviceni. Predpis
funkce S(b) si mohou studenti upravit na druhou mocninu dvojélenu
(tzv. na Gtverec). Z takto upraveného predpisu pak jiz snadno uréi primo
soutfadnice vrcholu paraboly.

Nasledujici tloha je velmi oblibend mezi studenty.

Piiklad 2. Z obdélnikového papiru o rozmérech 8 cm a 5 cm vystiih-
neme ve viech rozich stejné ¢tverecky a slozime krabicku. Urcete stranu
¢tverecku tak, aby po slozeni vznikla krabicka maximélniho objemu.

Samotnému feSeni tlohy totiz predchazi stfithani papiru, skladani kra-
bicek, zjistovani jejich objemu a porovnavéni s ostatnimi spoluzéaky. Stu-
denti se snazi uhodnout spravnou délku strany ustiizeného &tverecku.
VyfteSeni tlohy a potvrzeni odhadt studenti je pak uz jen tfe$nickou na
dortu.
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Teprve az studenti za¢nou nabirat jistotu pii FeSeni jednoduchych
tloh, se odvazime k feSeni tuloh z fyziky.

Extremalni ulohy z fyziky

Nésleduji extremalni dlohy z fyziky Jedna tloha je z oblasti optiky,
druhé z oblasti elektfiny. Obé tyto oblasti byvaji zafazeny do vyuky
v poslednich dvou ro¢nicich studia stfedni Skoly, kdy se studenti zaci-
naji profilovat. Je proto velmi dilezité, aby technicky zaméreni studenti
vnimali tzkou souvislost mezi matematikou a fyzikou. Casto se stava,
ze studenti toto propojeni nevnimaji, a proto je nutné ho budovat od
pocatku.

Studenty nesmime odradit komplikovanymi formulemi. To je ale pe-
dagogicky velmi tézky tkol. Studenti jsou z matematiky zvykli na tlohy,
které jsou vymysleny tak, aby v pribéhu feSeni nevychazely slozité vztahy
a i samotny vysledek se libil. Jak to zarucit u aplikovanych tloh z fyziky?
Nejjednodussi je pouziti barev. Vizualni odliSeni je totiz pro nas mozek
velice u¢inné. Pokud je v tloze moc ,,pismenek®, optimaliza¢ni promén-
nou oznacéime tfeba ruzové, aby na nas z formule porad mrkala. Pokud
to podpofime vtipnou glosou, studenttim ani nepfijde formule moc slo-
zitad. Osvédcilo se mi, ze ¢im §ilenéjsi barvu pouziji, tim vic studentim
pomiiZze.

Piiklad 3. Jak daleko je tfeba umistit pfedmét od tenké spojné cocky
o ohniskové vzdalenosti f, aby vzdalenost jeho skute¢ného obrazu od
predmétu byla nejkratsi?

Reseni. Oznacme vzdélenost skutecného obrazu od predmétu d, dale
z fyziky zname znafeni a jako vzdalenosti predmétu od ¢ocky, a’ jako
vzdalenosti obrazu od ¢ocky a f je vzdalenost predmétového ohniska F
nebo obrazového ohniska F” od ¢o¢ky — tzv. ohniskovéa vzdalenost.

Velmi vhodné je nakreslit si obrazek pro lepsi pfehlednost. Pfedmét ve
tvaru modré Sipky je za pouziti zelenych vyznacnych paprskt zobrazen
¢ockou. K zobrazeni sta¢i pouzit dva vyznaéné paprsky, napr. paprsek
jdouci rovnobézné s optickou osou o, ktery se po prichodu ¢oc¢kou lame
do obrazového ohniska F’, a paprsek jdouci stfedem cocky, ktery po
prichodu ¢oc¢kou pokracuje v ptivodnim sméru. Po protnuti vyznaénych
paprsku vznika skuteény obraz opét ve tvaru modré Sipky.

DTyto tilohy jsem zamérnd vybirala ze sbirek, ve kterych nejsou feseny. Ctenari
tak budou mit k dispozici dalsi vzorové priklady.
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a’ obraz
' - i L .
_____ ) I"tLJJ;— = e g e ____E
pre e . [}
: F ¢ F
- ohnisko g
d
v
spojna

cocka
Obr. 3: Priklad 3

Mezi veli¢inami a, a’ a f plati tzv. zobrazovaci rovnice ¢ocky:

1 1 1
E—l—;:?. (3)

Do tohoto mista vétsinou studenti zvladaji pracovat sami. U&ivo optiky
pro né byva Cerstvé zazité. Proto i obrazek nechavam na tabuli kreslit
studenty, ktefi si navzajem napovidaji. Déle jiz do feSeni musim zasah-
nout a studenty spravné nasmeérovat.

Co chceme najit? Mame ur¢it vzdalenost a pfedmétu od cocky, je
dobré ji ted razoveé oznacit i v obrazku a v kazdém kroku ji pak razové
psat.

Vzdélenost mezi pfedmétem a obrazem mizeme podle obrazku vyja-
drit jako

d=a+d. (4)

Dle zadani mé tato vzdélenost byt nejkratsi. Budeme tedy hledat glo-
balni minimum funkce pro vzdalenost d. V tuto chvili je d = a+a’ funkei
dvou proménnych a a a’. Vyjadieme si proto ze zobrazovaci rovnice (3]
proménnou a’:

= — = a4 =

fa a—f

1 a-—f , fa
a

Po dosazeni o' do (@) a tpravé na spoledny jmenovatel dostaneme
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funkci jedné proménné a:

2 _ 2
d(a) =a+ fo _a fa+fa: @
a—f a—f a—f
Dale musime zjistit interval, na kterém budeme hledat globalni extrémy
funkce d(a). Funkce d(a) vyjadfuje vzdalenost, ktera nikdy nebude za-
porné. Tuto podminku zapiSeme jako

uz

a—f

Vzhledem k tomu, Ze pro a? plati vidy a® > 0, je podminka splnéna
pro a — f > 0 tedy pro a > f. Tady je dobré ukazat tuto nerovnost na
obrazku a vysvétlit nerovnost i na fyzikalni podstaté.

Zadany priklad tedy vede na hledéni globalntho minima funkce
d(a) = ”’”’_Zf pro a € (f,00).

Zatneme hledanim lokalniho extrému funkce d(a). Provedeme tedy
prvni derivaci, kterou nasledné upravime:

v 2a(a—f)—a®  ala—2f)
e KA T i

Po polozeni prvni derivace rovno nule dostdavame dva stacionarni body:
a1 = 0, ktery déale nebudeme uvazovat, protoze je mimo nas zkoumany
interval, a as = 2f. Provedeme druhou derivaci funkce d(a), abychom
zjistili, zda v bodé a = 2f nastane lokalni extrém:

d"(a) = (2a —2f)(a— f)* — (a* —2af)-2(a — f) Y

(a—f)* (a—f)*

Upravy derivaci zde vice rozepisovat nebudu, ale pfi vyuce je nutné se
i témto tpravam vénovat. Casto totiZ Fesenf tlohy ztroskotd v tom, Ze
si studenti vyraz chybné upravi. Sami studenti uvadéji, ze neni slozité
funkci zderivovat, ale mnohem sloZit&jsi je spravné derivaci upravit, aby
s ni dale mohli pracovat.

Vypoétenim hodnoty druhé derivace ve stacionarnim bodé rozhod-
neme o lokdlnim extrému:

2
2f = 2 >0 = ostré lokalni minimum.

B
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V tuto chvili uré¢ime hodnotu funkce d v bodé lokalniho extrému:

(2f)?

d(2f) Y 4f.
Dale bychom méli urcit také hodnoty funkce v krajnich bodech vysetio-
vaného intervalu. To vSak délat nebudeme vzhledem k tomu, Ze interval je
otevieny. Spo¢teme zde aspon limity, jednostrannou limitu pro f zprava
a limitu v nekoneénu. Pokud by néktera limita byla mensi nez hodnota
d(2f) = 4f, funkce by globalni minimum neméla, protoZe krajni body
do intervalu nepatfi.

2 2

. a . a
lim = 00, lim
(1,—>f+a*f a—00 aff

= Q.

Vidime, ze globalni minimum tedy skutecné nastava v bodé€ a = 2f,
ukazeme to pfimo na obrazku a s prikladem jsme hotovi.

Casto studenti v tomto misté skondi, aniz by ucinili n&jaky zaver.
Kdy7Z jsou pak dotézani, co vlastné vypocitali, vétS§inou nejsou schopni
jednozna¢né odpovédét. Je proto nutné, abychom ve studentech od za-
¢atku budovali, Ze tiloha musi byt zakonc¢ena znovu navratem k obrazku
a slovni odpovédi, nikoliv jen podtrzenym vysledkem. Zbyvé tedy odpo-
védét: Predmét musime umistit do vzdalenosti 2f od spojné ¢ocky. Jen
tak bude vzdalenost skute¢ného obrazu od predmétu nejkratsi. Vypo-
Ctem jsme zjistili, ze vzdalenost mezi predmétem a obrazem pak bude
rovna 4f.

Posledni tlohu, kterou zde uvedu, je mozné ukizat studentiim v ma-
turitnim seminéfi. Proto opakovani Ohmova zakona a zakonitosti pro
zapojeni rezistorti nechavam na nich. Maturanti se aspon procvi¢i v mlu-
veni pfed ostatnimi spoluzéky, coz jim pak u maturity bude vyhodou.
Vétsinou se setkdvame s nadSenymi, zkuSenymi a matematicky zdatnymi
studenty, takze si mizeme dovolit i vice ,,pismen*.

Piiklad 4. Z n = 72 monoc¢lanki, kazdy s elektromotorickym napétim
U, = 2 V a vnitfnim odporem R; = % Q, je sestavena baterie. Kolik
¢lanktu za sebou a kolik ¢lankt vedle sebe je tifeba zapojit, aby tato
baterie davala co nejvétsi proud, je-li vnéjsi odpor vedeni R = 3 Q7

Resent. V této tloze budeme vychézet z Ohmova zékona, ktery zname
ve tvaru

()
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Mono¢lanky budeme zapojovat za sebou (sériové) a vedle sebe (para-
lelnsg).

I IMN
+ - + -
[ I
U U
) b)

Obr. 4: Piiklad 4: a) sériové zapojeni, b) paralelni zapojeni

Pfi sériovém zapojeni rezistoru (obr. 4a) prochazi celym obvodem
stejny proud, tedy I = I; = I>. Napéti na jednotlivych rezistorech se
s¢itaji a plati U = Uy + Us. Celkovy odpor R — odpor jediného rezistoru,
ktery by oba nahradil — je roven souc¢tu jednotlivych odpori:

R=R; + Rs.

U paralelniho zapojeni (obr. 4b) je na vSech rezistorech stejné napéti a
plati U = Uy = U,. Celkovy proud je roven souctu proudu prochéazejicich
jednotlivymi rezistory I = I; 4+ I5. Pro celkovy odpor z Ohmova zékona
plyne, Ze

1 1 1
R R R

Vratme se nyni zpét k zadani. Potfebujeme najit funkci pro proud I,
jejiz globalni maximum budeme hledat. Baterii, ktera tento proud davé,
musime sestavit ze sériového a paralelniho zapojeni 72 monoc¢lanki.

Tady se studenty nardzime na problém, Ze vlastné nezndme univer-
zélni vzorec pro proud v kombinovaném zapojeni z libovolného poctu sé-
riové a paralelné zapojenych mono¢lankt. Studentim zde davam prostor
k zamyslen{ a sami vét§inou prijdou s napadem, abychom nejprve sesta-
vili baterii z menstho po¢tu monoclanki. Zjisténé vysledky pak muzeme
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zobecnit. Navic si jsou studenti védomi, Ze tézko obsdhneme vSechna
mozna zapojeni, jako napi. paralelni zapojeni v paralelnim zapojeni.
Proto je na misté mensi postréeni studentii a vysloveni rady, ze ¢lanky
budeme zapojovat do paralelnich skupin (tvofenych pouze jednotlivymi
mono¢lanky), které budou nadale zapojeny sériové.

Sestavme tedy nejprve baterii napf. ze 6 monoc¢lanki a podivejme
se, jaky proud tato baterie dava. Zapojeni mize vypadat tfeba jako na
nésledujicim obréazku.

U,=2V
R —1g

1., " 6 4.
L L
I I

2 5.
L L
I I

3 6.
L L
I I

Obr. 5: Priklad 4: baterie sestavena z 6 monoc¢lanka

Vyjadreme z Ohmova zakona (f) elektromotorické napéti Ue, po drobné
apravé znaceni dostavame

U, =R;. I+ RI, (6)

kde U,, na levé strané znamené celkové elektromotorické napéti baterie
a R; pfedstavuje celkovy vnitini odpor baterie sestavené z monoclanki.
Tyto dvé hodnoty musime u naSeho zapojeni zjistit.

V naSem zapojeni jsou 1., 2. a 3. monoc¢lanek zapojeny paralelné,
k této paralelni skupiné je sériové pfipojena dalsi paralelni skupina mo-
noc¢lanki ¢. 4,5, 6. Dle zadani maji monoc¢lanky stejny vnitini odpor R;.
Pro odpor paralelniho zapojeni mono¢lanku ¢. 1, 2, 3 plati:

1 1 1 1 1 1 1 3

=t = — ==
Rip3 Ry Ry Ry Ry Ry R; Ry
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odtud vidime, Ze
R;
Ryo3 = 5 = Rys6.

Jak jsme jiz zminili, paralelni skupiny monoclanka 1,2,3 a 4,5,6 jsou
zapojeny vuci sobé sériové, proto pro celkovy vnitfni odpor baterie R;,
plati

R, R, 2

R, = R Rysg = — = _R;.
ie 123 + Ii456 3 + 3 31t

Provedeny vypocet studenti zvladaji s malou dopomoci téméf sami. Ob-
dobné priklady maji totiz natrénovany z hodin fyziky. Neni tedy nutné
se zde vice zdrzovat. Problém jim nedélaji ani nasledujici avahy o napéti.

Dale urcime celkové elektromotorické napéti baterie Ue,. Ze zadani
vime, Ze elektromotorické napéti kazdého monoclanku je U.. Pro para-
lelni skupiny monoc¢lankt plati

Uigs = Uy = Uy = Us = Uk,
Usse =Us =Us = U = U,.

A celkové elektromotorické napéti baterie U., dostaneme ze sériového
zapojeni trojic monoc¢lanku jako

Ue, = Ur23 + Ussg = U + U, = 2U..

Dosadime-li U,, a R;, do (@), dostaneme
2
22U, = gRiIJr RI,

odtud po vytknuti vyjadiime proud I jako
20,

[=5——.
2
§R1+R

(7)

V tomto zapojeni baterie jsme méli 2 sériové skupiny paralelnich trojic.
Oznac¢ime-li y po¢et monoc¢lankt zapojenych paralelné a x pocet sériové
zapojenych skupin, pak v naSem zapojeni plati y = 3 a x = 2. Navic
pro pocet monoc¢lanku ziejmé plati x - y = 6, uvazujeme-li baterii z Sesti
monoclank.

V tuto chvili mtzeme se studenty nase dosavadni tvahy o Sesti mo-
noclancich zobecnit pro libovolny pocet n monodclanki.
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Obecné pro pocet monoclanku v baterii plati
T y=mn, tedy dle zadani = -y = 72. (8)
Dosazenim z a y do () dostavame pro proud I obecné

I=- zU, 7
—-R,+ R

Y

kam muZeme dosadit ze zadani U, = 2 V, R; = % QaR=30 Ko-
ne¢né tak dostdavame hledanou funkci pro proud I, které je funkci dvou
proménnych x a y:

2z
I:

: 9)
E3
6y
My v8ak potiebujeme funkci pouze jedné promeénné, proto vyjadiime
z ([B) proménnou y jako y = 72/x.
Zde studenty vybizim, aby mi vysvétlili, pro¢ je pro nas vyhodnéjsi
vyjadfit proménnou y nez x.
Dosadime do (@) a dostavame

2x 2x
I(l‘): = 2
oy i3
72 432
6. —
x

Globalni maximum této funkce I(x) budeme dal hledat. Potfebujeme
vSak jesté interval, na kterém bude hledani extrému probihat. Proménna
x zde predstavuje pocet sériové zapojenych skupin monoclankd, téch
miZe byt nejméné jedna (vSechny monoclanky by byly zapojené pa-
ralelng) a nejvice 72 (vSechny monoclanky by byly zapojeny sériové).
Budeme tedy uvazovat interval x € (1,72).

Zadany priklad tedy pfechazi v tlohu hledani globalnitho maxima

funkce
2x

na intervalu (1, 72).
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Zatneme hledanim lokalnich extrému funkce I(z), spocteme si jeji
prvni derivaci

x? 2x 9
o _ox | 2= x 1296 — 22
(432+3> o (432) 6— — —_
I'(z) = _ 216 _ 216

5 = =
v +3
432

.7/'2 ? CC2 z
<4—32+ 3) <4—32+3>

kterou nasledné polozime rovnu nule. Zlomek je roven nule, je-li jeho
Citatel roven nule, staci tedy pracovat jen s ¢itatelem prvni derivace

1296 — 22 _0
216
Resfme tedy rovnici
1296 — 2* = 0,

(36 —x)(36 +z) =0

a dostavame dva stacionarni body x1; = 36 a x5 = —36. Kofen x5 dale
nebudeme uvazovat, nebot nepatii do zkoumaného intervalu. Bod x;
je podeziely z extrému, a proto bychom méli vypocitat druhou derivaci
funkce. P¥i pohledu na prvni derivaci to vSak studenti odmitajf a ja se jim
ani nedivim. V tuto chvili se mizeme obratit na néjaky volné dostupny
vypodcetni software, ktery vypocet udéla za nas. Casto ve svych hodinach
pro tyto tcely pouzivam napt. uzivatelsky privétivy Desmos.

Nakonec se muzeme se studenty vydat jesté dalsi mnohem jednodussi
cestou. Zjistime, zda dochézi ke zméné znaménka prvni derivace v okoli
stacionarntho bodu, a na zékladé toho rozhodneme, zda v tomto bodé
nastane extrém. Ze znaménka prvni derivace navic zjistime informace
o monotonnosti funkce. Pribéh funkce a jeji derivace naznac¢uje nésle-
dujici obr. 6.

Vidime, ze v x = 36 nastava lokalni maximum, které je na intervalu
x € (1,72) zaroven i globalnim maximem. V krajnich bodech intervalu
vzhledem k pribéhu funkce totiz hodnota funkce I (z) nikdy nebude vyssi
nez v bodé x = 36. V grafu také vidime, Ze se kolem bodu x = 36 méni
znaménko derivace.
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I(z)}
I'(z)
127

Obr. 6: Piklad 4: pritbéh funkce I(x) a I(x)

Vypocteme jesté funkéni hodnotu v bodé globalniho maxima — tedy
v bodé x = 36:
1036) = =29 A — 124,
S
432

Zde pokladam studentim otazku, jaky vyznam tato funkéni hod-
nota ma. Vétsinou spravné odpovidaji, Ze se jedna o maximélni hodnotu
proudu, kterou sestavené baterie dava.

Dale jesté dopocteme z &) y:

T2 T2

= — =2.
T 36

Y

Co jsme to nakonec vypocéitali? Takovou otazku namifim smérem ke
studentiim. Vratime se k nas$im dvahdm na zac¢atku tlohy, kde jsme si
zavedli znaeni y pro pocet monoc¢lanki zapojenych paralelné a x pro
pocet sériové zapojenych skupin. Z toho je jiz ziejmé, coy =2 a x = 36
znamena.

Zbyva uz jen odpovédét. Konstrukei odpovédi nechavam opét na stu-
dentech.

Maximalni proud 12 A dava baterie, které je sestavena nésledujicim
zpisobem — 2 monoclanky vedle sebe (paralelné) a téchto dvojic 36 za
sebou (sériové).

Na zaveér si spravnost feSeni ovéfime se studenty ve volné dostupné
simulaci https://tinyurl.com/y86hlx1lr. Obvod v uvedeném odkazu
jiz. obsahuje parametry ze zadani. Zménou zapojeni si mohou studenti
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vyzkouSet, jak se méni elektricky proud v obvodu. To jim ponechavam
na domaci badéni.

Podobné a dalsi tlohy ¢ekaji na ¢tenare v nasledujicim cvi¢eni. Spoustu
dalsi dloh TeSenych i nefeSenych najdeme ve sbirkidch uvedenych v pou-
zité literatufe na konci ¢lanku.

Cviceni pro chtivé ¢tenare

1. K baterii s elektromotorickym napétim U, a vnitinim odporem R;
je pripojen spotiebic. Vijkon baterie je P(I) = U.I — I?R;. Pri jakém
proudu bude viykon mazimdlni?

Ulohu lze Fesit s uzitim i bez uziti diferencialniho po¢tu. Muzeme vyu-
7it prisecika grafu kvadratické funkce P(I) s osami soustavy soufadnic.
Vrchol paraboly mizeme nalézt také pomoci tpravy na druhou mocninu
dvojc¢lenu.

2. Jak must byt sestaveno n = 320 cldnki v baterii, aby pri daném
wnéjgim odporu R = 2 Q ddavala mazximdini proud? Vnitini odpor jednoho
cldnku je R; = 0,1 €.

Zde postupujeme podobné jako pfi feSeni piikladu 4.
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A Closer Look at the Clock

Vlastimil Dlab, Ottawa, Canada

Has it ever happened to you, to wake up early in the morning, still half
asleep, unable to recognize which of the hands on your alarm clock was
the short hand and which one was the long hand? If you were supposed
to get up at half past six, you might panic that it was actually half
past seven. Yes, it really can happen, as described in Figures 1(b) and
(c). We intend to explain this “possible confusion” in today’s article and
describe all such clock hand positions. This will happen in Section 3.

o o )
o ? o
(@) | o o
““\ o 4 o
o o
o)
o T 0]
o o] ] (o]
6 hours 7 hours
[e) (0] [e]
109 . 21 .
37145 minutes 33155 minutes
(b) o 4 o (c) o o
8 o] [ 8 (o] o
o) 0] 0] (o]
7 ° 7 °
6 6

Figure 1. A morning dial

1. Let us emphasize that we are describing a classic dial with two
moving hands: an hour hand and a minute hand (i.e. not a digital
clock). In order to express ourselves accurately and concisely, we will
call the clock hands the H-hand and the M-hand.

First, let us get acquainted with the description of the time on a
circular dial, which is divided into 12 equal (hourly) parts, and each of
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these parts into 5 equal (minute) parts. The dial is therefore divided
into 60 minute parts.

In common parlance, we describe time with two data points: hours
and minutes. Typically, we report r hours (0 < r < 12 as measured in the
hour scale) and v minutes (0 < v < 60 as measured in the minute scale).
In Figure 2, r = 5 corresponds to the circular arc OR and v = 43.2 to
the circular arc ON.

Hours Minuteq
0~12|0~60
1 5
2 10
3 15

5 hours and 43.2 minutes
4 20
5 25
6 30
7 35
8 40
9 45
10 50
11 55

Figure 2. Hour and minute scales

The position of the H-hand, corresponding in Figure 2 to the circular
arc OM is thus in a minute system determined by coordinates

u = 5r+m, wherer is an integer and 0 < m < 5.

Hence, we shall denote it (r,m), r € {0,1,2,...,10,11}, 0 <m < 5. In
Figure 2, u = 28.6 and (r,m) = (5, 3.6).

It is very important to emphasize here that the position of the H-hand
is decisive. Time is completely determined by its very position (position
of one hand, the H-hand).
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The position of the M-hand, expressed in the minutes scale by v and
corresponding in Figure 2 to the circular arc ON, is already derived from
this information provided by the H-hand. The change of the H-hand
position by one minute segment corresponds to the time of 12 minutes,
and therefore

v =12m.

The position of the M-hand can be described by the pair (s,n), where s
is an integer, 0 < s < 12 and 0 < n < 5. However, these data (v = 43.2,
s = 8, n = 3.2 in Figure 2) as far as the M-hand is concerned do not
provide full information (the hour count is missing).

The following simple example provides an illustration of our notation:
Time of 3 hours and 43 minutes is described by the pair (r,m) = (3,35),
43

because 13 = 3%. The minute coordinate of the H-hand is

7 7
=5r+m= +3- =18—.

This may be an appropriate place to point out that our time span
covers a 12-hour period: either 12:00 p.m. to 12:00 a.m. or 12:00 a.m.

to 12:00 p.m. You may apply the statements in this article to either time
span.

Referring to the clocks 1(b) and 1(c¢) in Figure 1, apply our notation
to the time information provided there.
5400

In the case 1(b), 1, = 6 and v, = 37193 = 32 minutes. From here,
my = 75 = % = 3%. Thus, the time is described by the pair (6, 3%).

In the case 1(c), 7. = 7 and v, = 335713 = % minutes. Thus
me = % = 2%2. The time is described by the pair (7, 2%). Notice
that 12m. = 5ry, + myp and 12my = 5r. + me.

This means that the interchange of the clock hands indicated in Figure
1(a) is possible. Applying the minute scale, the H-hand shows 332l

143
minutes and the M-hand shows 37% minutes in the first case 1(b). In
the other case 1(c), the H-hand shows 37% minutes and the M-hand
33% minutes.

Let us point out that besides the mentioned hour or minute scales,
one can also describe the time in seconds or degrees. Figure 3 compares
the translation of the coordinates of one scale into the other. Here, we
compare x hours, y minutes, z seconds and w degrees.
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Minute scale

02 30x° 6y° ol - 360°
Degree scale | i

0, i300x 60y @z low 3600
Second scale ; ; '

0. isx & % 15 60

[ ST

0, 1,@ 2 3

Hour scale

Figure 3. Clock (circular) scales

Remember: The time is determined by the position of the hour hand
(H-hand) on the circular dial divided into 60 minutes, i.e. by the number
u, 0 < wu < 60. For better visibility, we further express the time u in the
form u = 5r+m, where r is a natural number and m satisfies 0 < m < 5.
The time is then registered by the pair (r,m) and expressed as r hours
and 12m minutes.

2. Here we recall a question that circulates in different versions on
the internet (see e.g. [1] or [2]), and solve it by describing the time in
degrees.

Exercise. Determine the time after two o’clock in the afternoon at
which the clock hands will be at right angles.

In mathematics we aim to generalize formulations and solutions and
not just stop at specific cases. This is one of the fundamental features
of mathematics, for a general solution is often more illuminating and
explains special cases in depth.

Here we expand the exercise by asking to determine within a certain
hour r the time at which one clock hand will make an angle w, 0 <
w < 360° with the other hand. This means in the minute scale that
0<% <60°.

We are going to determine the time (r,m), when (in the minute
system)

5r+m + % —12m, ie. 30r +w = 66m.
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Hence
30r +w
m = ————

66
This means that 0 < r < 10 and % < 11 — r. The time required is

assuming that m < 5.

_ 30r +w

(rym 56 ).

Consequently, for an angle w < 30° there is no restriction.
In the case when g5 > 11 — 7, that is when 30r +w > 330, we write

30r +w

=5 '
6 +m
Here, the time in question is
307 +w
1,m =>—— —5).
(r+1,m 66 )

In our exercise (when w = 90°) this will happen for the values r =
8,9,10. The situation when the clock hands are at a right angle is
achieved also for the angle w = 270°. In that case, this hourly shift will
happen for all values with the exception r = 0 and r = 1.

Here is a complete list of all 22 times when the clock hands are at a
right angle.

(0,1) ie. 0 hours 16+% minutes (0,22) ie. 0 hours 49:; minutes
(1,29) ie. 1 hour 212 minutes (1,%9) ie. 1 hour 54> minutes
2,22) ie. 2 hours 272 minutes 3,0 i.e. 3 hours 0 minutes
11 i1
(3,39) ie. 3 hours 32 minutes (4,3) ie. 4 hours 57 minutes
(4,25) ie. 4 hours 38% minutes (5,8) ie. 5 hours 1012 minutes
5,49) je. 5 hours 43-% minutes 6,42) ie. 6 hours 16 minutes
11 i1 11 1
(6,42) ie. 6 hours 49-; minutes (6,29) ie. 7 hours 21-% minutes
(7,29) ie. 7 hours 542 minutes (8,2) ie. 8 hours 27-% minutes
(9,0) 1ie. 9 hours 0  minutes (9,39) ie. 9 hours 32 minutes
(10, %) i.e. 10 hours 57 minutes (10,32) i.e. 10 hours 387 minutes
(11,19) i.e. 11 hours 1012 minutes (11,19) i.e. 11 hours 43:; minutes

For instance, choosing r = 2, w = 90°, the clock hands are at a right
angle at 2 hours and 271—31 minutes. The hour (short) hand is at the
position 12% minutes.
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A similar list of the times for the (unoriented) angle w = 30° is as
follows:

(0,2)ie 0 hours 52 minutes (1,0) ie. 1 hour 0  minutes
(1, %) i.e. 1 hour 10% minutes (2, %) i.e. 2 hours 51—51 minutes
(2, %) i.e. 2 hours 161i minutes (3, %) ie. 3 hours 10% minutes
(3, %) i.e. 3 hours 21% minutes (4, %) i.e. 4 hours 1614—1 minutes
(4, %) i.e. 4 hours 27% minutes (5, %) i.e. 5 hours 2119—1 minutes
(5, %) i.e. 5 hours 32% minutes (6, %) i.e. 6 hours 2713—1 minutes
(6, %) i.,e. 6 hours 381—21 minutes (7, %) i.e. 7 hours 3218—1 minutes
(7, %) i.e. 7 hours 43% minutes (8, %) i.e. 8 hours 3812—1 minutes
(8, %) i.e. 8 hours 49% minutes (9, %) ie. 9 hours 43% minutes
(9,29) i.e. 9 hours 54-% minutes (10,42) i.e. 10 hours 49-; minutes
(11,0) i.e. 11 hours 0  minutes (11,%%) ie. 11 hours 54-% minutes

As an example, choosing r = 6, w = 30°, the clock hands make
the angle 30° at 6 hours and 27% minutes, as well as at 6 hours and
382 minutes. The hour (short) hand is at the positions 222 and 332
minutes.

Let us remark that for every value of w # 0°,180° the number of
cases when the clock hands form the angle w is 22. In the case when
w = 0° (when the hands overlap, i.e. when they lie directly on the top of
each other) or when w = 180° (when the hands lie in a straight line) this
number is reduced to a half, i.e. to 11 cases. These times are recorded
in the following two columns:

w = 0° w = 180°

(0,0) ie. 0 hours 0  minutes (0,29) ie. 0 hours 325 minutes
(1,53) ie. 1 hour 57 minutes (1,%) ie 1 hour 382 minutes

10y ; 10 0y T
(2,17) ie. 2 hours 1017 minutes (2,77) ie. 2 hours 4377 minutes
(3,18) ie. 3 hours 16> minutes (3,2) ie. 3 hours 49 minutes

20y ; 9 L 50y 6 o
(4,77) ie. 4 hours 217 minutes (4,57) ie. 4 hours 5417 minutes
(5,22) ie. 5 hours 27 minutes (6,0) ie. 6 hours 0  minutes
(6,39) ie. 6 hours 322 minutes (7,2) ie. 7 hours 2 minutes
(7,32) ie. 7 hours 382 minutes (8,19) ie. 8 hours 1022 minutes
(8,49) ie. 8 hours 43 minutes (9,%) ie. 9 hours 16-% minutes
(9,42) ie. 9 hours 49 minutes (10,2) i.e. 10 hours 212 minutes
(10,2%) i.e. 10 hours 54 minutes (11,2%) i.e. 11 hours 27-% minutes
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3. The case w = 0° brings us back to the original question of our
article: namely to determine the positions of the clock hands that allow
us to interchange the functions of the hands.

10 hours 34-3& minutes 6 hours 52122 minutes

143 143

Figure 4. Evening and morning dials

Let us formulate yet another exercise that relates, in a specific situation,
to our question.

Exercise. When I went to bed yesterday evening after ten o’clock, the
hands on my alarm clok were exactly in the same position as when I got
up this morning before seven o’clock: Just as we can see it in Figure 4(a).
Is it possible?

Figure 4 provides both answer and explanation. Yes, it is possible.
It was 10 hours and 34-3% minutes in the evening; we have agreed to

143
describe this time by a pair of numbers (10, 2%). This morning, the

time was 6 hours and 52%;1 minutes, thus the time described by the

pair (6,42%). The minute coordinates of the H-hand were 52421 in the

evening and 34% in the morning, while the coordinates of the M-hand
124

were 34% in the evening and 52333 this morning.
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As we have already described, every position (r,m) of the H-hand
determines the position (s,n) of the M-hand defined by the relation
12m = 5s + n. This position (s,n) can be considered to be a new
position of the H-hand that further determines the respective position
(t,p) of the M-hand defined by 12n =5t +p, t € {0,1,2...,10,11} and
0 < p < 5. Call the clock hands “associated” if t = r and p = m. Thus,
our original question can be formulated as follows.

Original exercise. Determine all associated positions of the clock
hands.

The exercise requires us to solve the following system of two linear
equations:

12m —n = bs,
—m + 12n = 5r,

where r and s are two arbitrary numbers of the set {0,1,2,...,10,11}.
Such systems have the following unique solution for every choice of

numbers r, s

o1 + 60s 60r + 55
=———— and n=-—7-—,
143 143

representing the uniquely determined positions (r,m) and (s,n) of the
associated clock hands. These positions of the H-hands have in the
minute scale the coordinates
60r + 720s 720r + 60s
=— and v=———.
143 143

The respective times are “r hours and v minutes” and “s hours and u
minutes” within the time period from 0 to 12 o’clock. Of course, the
described positions of the H-hands can be interpreted in the time period
of the entire day from 0 to 24 o’clock. In such a case the pair (r,m) can
mean “r hours and v minutes” or “(r + 12) hours and v minutes”. Both
positions coincide for the choice r = s.

Figure 5 provides a list of all positions of the associated H-hands
in the minute scale. Thus there are 143 positions of the associated
clock hands within the 12-hour time period. The associated pairs are
listed symmetrically along the diagonal. The diagonal consists of the 11
positions of the hands when they overlap. The intersection of the r-th
row and s-th column specify the position (r, 5”'603) of the H-hand.
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Hours 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 | 0 | £5| i |15 | 1o | 29 | 2445 | 2105 | Sis | S | 4 | i
1 |54 | 5745|515 | O | 6183 | i3 | Tias | 713 | St | 8118 | 97 | 915
2 [104% (1043 |10282 |11 AT (11992 (1228|1288 11305 |13 5% | 13438 | 14-38 |14 28
3 [154% (1515 | 15138 (1632 | 16432 (1722 | 1722 |18.5; | 1855 118428 11943 119103
4 [202% (2083 |120992 (21 2L 21451 (222 |222L |23 1L |23 Tk | 23431 | 248 124108
5 [252% [258% |26 35 |26 26133 [273% | 2722 |28 | 2815 | 28138 12958 12943
6 [302% [302% |31 3125 3143 [324L 132192332k |33 2L |3344% |34 |34 438
7 3535|352 361 |36 36133 |37 |3713 |382% |382% (3935 [39L% (39138
8 |40 140392 | 4110 14177 | 41437 14254 140114 14331 143 9L 144 8144 58 144128
9 (4585 (45152 |46 2% (462 (46155 (4728 |4743 | 4835 | 4825 14941314978 149432
10 [502% 5082 |51 2T |51 8T | 52,4 528k 52424 |53 AL | 53101 |54 18 5478 54138
11 [552% | 55H8| 5632 | 562 |57 |57 | 574280 | 5820 | 58100 |5928 (5988 | ¢

Figure 5. Record of the “associated” hand positions (in minute scale)

Conclude the article by illustrating one of the associated positions.

Figure 6. r hours and v (= 12m = 5s + n) minutes

If we choose r = 4 and s = 8, the position of the clock hands is given
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in Figure 6:

o B0 T 18T 280
143’ 143 143 143

(check these entries and identify them in Figure 6).

As a final exercise, describe the positions of the associated clock hands
for another choice of r and s, for example for » = 2 and s = 10.

Moreover, check that the angle between the clock hands in Figure 6
is (11012)°. Describe the angles between the associated clock hands in
general.

References

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/Clock angle problem
[2] Problem 49 J at https://math.naboj.org/problems.php?prob=2011

Slovniéek: A Closer Look at the Clock

alarm clock = budik

associated = pridruZeny

concisely = strucné

to conclude = uzavfit

coordinates = soufadnice

decisive = rozhodujici

dial = cifernik

fundamental feature = zakladni rys
to get acquainted with = seznamit se s
illuminating = osvétlujici

in common parlance = v bézné reci
to intend = zamyslet, hodlat
interchange = (vzdjemna) vyména
to overlap = prekryvat se

scale = §kala, mé¥itko, stupnice
time span = Casové obdobi
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Newtonovy pohybové zikony —
retrospektiva a soucasnost (2. ¢ast)

Vzité mylné predstavy vyvolané literaturou, ucebnicemi
a tradi¢ni vyukou versus pravy obsah

Martin éernohorskg, Jana Musilovd, Prirodovédeckd fakulta MU, Brno

Poznamka redakce. V tomto ¢isle Easopisu vam ve spolupraci s Cesko-
slovenskym ¢asopisem pro fyziku pfinaSime druhou ¢ast ¢lanku o New-
tonovych pohybovych zakonech. Zatimco v prvni ¢asti jsme se zabyvali
Newtonovymi definicemi, axiomy a jejich preklady a interpretacemi, ve
druhé ¢asti se zaméfime na Machovu kritiku a alternativu Newtonovych
axiomu a na vhodny vyklad a interpretaci axiomu ve vyuce fyziky.

7. Machova kritika a alternativa Newtonovych axiomu

Ernst Mach vénuje ve svém rozsahlém dile Die Mechanik in ihrer
Entwicklung historisch-kritisch dargestellt (Mechanika ve svém vyvoji,
liceno historicko-kriticky) [I] Newtonovi téméF plnou desetinu rozsahu
(strany 208-273). Ve druhé kapitole oddilu 7. Ubersichtliche Kritik der
Newtonischen Aufstellungen (Piehledné kritika Newtonovych propozic)
cituje osm Newtonovych definic, t¥i zdkony a charakteristiky jejich du-
sledki a dodava:

Snadno se vidi, Ze pruni dva zdkony jsou ddny jiZ uwvedenymi defi-
nicemi. Podle nich neni bez sily Zddné zrychlent, a tedy jen klid nebo
rovnomeérny primocary pohyb. Ddle je zcela nepotiebnd tautologie — poté,
kdy zrychleni se wvede jako méritko sily — Tict jesté jednou, Ze zména
pohybu je umérnd sile. Bylo by stacilo Tict, Ze predeslané definice nejsou
Zadné libovolné matematické, ale Ze odpovidaji zkusenosti zjisténgm vlast-
nostem téles. Treti zdkon obsahuje zddnlivé néco nového. UZ jsme vsak
vidéli, Ze bez sprdvného pojmu hmotnost je nesrozumitelnyj, zatimco prti
pojmu hmotnost, jenZ jako svébytniy mizZe byt vyvozen z dynamickich
zkusenosti, se stdvd uz zbytecnyj.

Pridavelt) 1 obsahugje vskutku néco nového. PovazZuje vsak zrychleni
télesa K vyvoland télesy M, N, P jako samoziejmé navzdjem nezdvisld,

U,,Pffdavkem“ rozum{ Mach Corollarium. Pozn. MC.
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zatimco by to meélo byt nazvdno vyslovné jako zkuSenostni fakt. Piidavek
2 je jednoduchou aplikact zdkona vysloveného v pridavku 1. Také ostatnd
pridavky se ukazuji jako deduktivni (matematické) vysledky z predchozich
pojmi a zdkona.

To pleonastické, tautologické, nadbytecné Newtonovijch propozic je
ostatné psychologicky pochopitelné, kdyz si clovék predstavi badatele, ktery
vychdzeje ze svyjch, jemu béZnijch predstav statiky md zdmér vybudovat
zdsady dynamiky. Md v zorném poli pozornosti silu hned jako tah nebo
tlak, hned jako to, co urcuje zrychleni. Kdyz na jedné strané s predstavou
tlaku, ktery je vsem sildm spolecny, hned pozndvd, Ze vSechny sily jsou
také entity urcujici zrychlent, tak ho tato dvojitd predstava zavede k jinde
roztristénému, mdlo jednotnému obrazu novych zdsadP)

Slova ,,pleonastické®, | tautologické”, ,nadbytec¢né* predstavuji zby-
tecné tvrdy a neopravnény odsudek. V posledni vété pfedchoziho citatu
kritizuje Mach (vinou nepochopeni vyplyvajictho moZna z Newtonovy
formuladni stru¢nosti) skute¢nou podstatu druhého axiomu, tj. jeho New-
tonem nepochybné zamysleny smysl. Nezustava vsak u pouhé kritiky.
zumitelngji“, a také podava vlastni vyklad, zalozeny na definicich a tzv.
»zkuSenostnich vétach“:

I v pFipade, Ze se postavime zcela na Newtonovo stanovisko a od-
hlédneme od zminéniyjch komplikaci a neurcitosti, které strucnym pouka-
zem na ,¢éas“ a ,prostor” mohou byt jen skryty, ne vsak odstranény, lze
Newtonovy propozice nahradit mnohem jednodussimi, metodicky uspord-

''''''

a) ZkuSenostni véta: Proti sobé stojici télesa urcuji za jistych okol-
nosti udangch experimentdlni fyzikou vici sobé opacné orientovand zrych-
lent ve sméru jejich spojnice. (Véta o setrvacnosti je v tom jiz obsa-
Zena.)

b) Definice: Pomeér hmotnosti je negativni pfevrdceny pomér vzdjem-
nyjch zrychlent.

¢) ZkuSenostni véta: Pomeéry hmotnosti jsou nezdvislé na povaze fy-
zikdlnich stavi téles (jde-li o stavy elektrické, magnetické atd.), jez ur-
Cugi vzajemnd zrychleni a zistdavaji stejné, at ziskdny zprostredkované,
nebo bezprostiedné.

2viz [I].
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d) ZkuSenostni véta: Zrychleni, kterd vice téles A, B, C, ... na jed-
nom télese K vyvolaji, jsou navzdjem nezdvisld. (Z toho bezprostiedné
plyne véta o rovnobézZniku sil.)

e) Definice: Hybnd sila je soucin hmotnosti télesa a vyvolaného zrych-
lend.

Véty a) aZ e) jsou jiZ v mé pozndmce ,0 definici hmotnosti“ v Carlové
» Repetitorium der Experimentalphysik®, Bd. IV, 1868, otisténo ve spise
,Erhaltung der Arbeit, 1872; 2. Aufl. Leipzig 1909 (srov. jesté Poincaré,
,Le Science et Hypothése®, Paris, s. 110) — viz [2].

Ctenaf necht posoudi ,,jednoduchost, vystiznost a srozumitelnost
Machova pfistupu.

V souvislosti s definici e) v8ak prece jen dodejme, Ze jiz samotna dikce
druhého axiomu i bez doprovodného komentare v podstaté nepripousti
jeho interpretaci jako definice sily. Kvalitativné je pojem sila zaveden
v Newtonové Definitio IV, jez skute¢né mé charakter definice. Z formu-
lace druhého axiomu je pak jasné vidét, ze sila urcuje zménu hybnosti
prostiednictvim améry. Jde tedy o vektorovou veli¢inu (protoZe hybnost
a jeji zmény jsou vektorové velifiny), ktera kvantitativné charakterizuje
pusobeni okoli na téleso. Déle je pfirozené pochopitelné, Ze rizné okolni
objekty mohou na téleso ptisobit podle obecné odlisnych zékonitosti,
takZe ,,piisobici hybn4 sila“ zahrnuje vSechna mozna tato pusobeni (jak
koneckonci napovida i Corollarium I). NemuZe tedy byt druhy axiom
definici sily ,,jako takové“. Jeho vyznam je hlubsi: umoziiuje empiricky
nalézat silové zédkony a jejich prostfednictvim vybudovat pojem sila jako
fyzikalni veli¢iny.

Machova kritika a jeho alternativni pfistup k axiomatizaci mechaniky
dokladaji, ze Newtonovy axiomy zustaly fadu desitek let ne zcela po-
chopeny i takovymi velikany fyziky, jakym Mach bezesporu byl. Jeho re-
nomé a autorita v odborném svété maji ziejmé sviij podil na tradujicich
se zkreslenych az chybnych interpretacich zakladnich principt klasické
mechaniky.

Rada prekladateli a autori zabyvajicich se interpretaci Newtonovych
axiomu pohlizi na prvnf axiom jako na diisledek druhého. Vyplyva to pre-
devsim z jejich pojeti prvniho axiomu jako postulatu tykajicitho se jen
transla¢niho pohybu. Tento nazor se stal bohuzel takika vzitym. Pfispéla
k tomu i zminéné nepatfi¢né ostra Machova kritika, ktera fakticky zpo-
chybnila skute¢nost, Ze trojice zékonu, které Newton sam pozdéji nazval
axiomy, spliwje pozadavky souboru axiomu: bezespornost, nezavislost a
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aplnost. Takového omylu se Newton nedopustil. Toto tvrzeni neni jen
véci presvédéeni. Ditkazem pro jeho opravnénost je skutecnost, Ze na vy-
sledné tfi axiomy zredukoval Newton ptivodnich Sest zdkond (podrobnéji
o nich viz napf. v [3]). Nelze v8ak pominout, Ze i pfes pomérné ostrou
kritiku Newtonovy koncepce principt mechaniky si Mach jeho dila velice
vazil, jak se lze do¢ist v jeho textech.

8. Newtonovy axiomy a Skolska fyzika

Netplné, zavadéjici ¢i dokonce mylné interpretace Newtonovych axi-
omu maji dopad i na vyuku fyziky na zakladnich, stfednich a vysokych
skolach. Zaci a studenti chapou Newtonovy axiomy (jako koneckoncu
i jiné fyzikalni zékonitosti — typicky napt. Pascaliv a Archimédiv za-
kon, problematiku statického tieni apod.) jako poucky, které reprodukuji
bez hlubsiho porozuméni. Doklada to fakt, Ze namnoze nejsou pii feseni
tloh schopni provést do disledku fyzikilné spravnou uvahu tykajici se
silového ptisobeni na objekt a vyuzit Newtonovy zakony k feSeni dyna-
mickych tloh. Namisto toho se uchyluji k riznym rutinnim formalnim
postuptum, které v pripadé slozitéjsich tloh selzou, vychazeji z formulaci,
jimz nerozuméji, nedokdzou vymezit objekty, které se sledovanym téle-
sem ¢i hmotnym bodem interaguji, a zapsat odpovidajici silové zakony
pro toto pisobeni ¢i konstatovat, ze néktera sila je v pohybovych rovni-
cich neznamou veli¢inou, kterou zjistime teprve jejich FeSenim (typicky
statické tieci sily, tahové sily vlaken, tlakové sily podlozek apod.). Zv1ast
obtiznou a problematickou ¢asti mechaniky je pro né dynamika kfivo-
¢arého pohybu. Pri¢ina je v jejich neporozuméni Newtonovym zakontim
a pojmu sila, ale také nedostatecné zazemi v oblasti kinematiky (po-
jmy teéné a normélové zrychleni). Pravda ovSem je, Ze ucebnice fyziky
hlubsi pochopeni principii, na nichz mechanika stoji, vétsinou pfili§ neu-
moznuji. Na§im primérnim cilem vSak nenf kritika konkrétnich ucebnic.
Zaméfime se na didakticky vhodny pristup k vykladu a interpretacim
Newtonovych axiomt ve vyuce fyziky na stfedoskolské a vysokoskolské
bakalarské trovni.

Jesté si vSak v8imnéme nékolika ukazek typickych studentskych chyb
vyplyvajicich z ne dost hlubokého pochopeni Newtonovych axiomut. Uva-
dime piiklady jednoduchych problémi z mechaniky a vétSinové student-
ské odpovédi. Protoze doufame, Ze pfrispévek by mohli ¢ist i studenti,
ktefi jesté nemaji potfebné fyzikalni zazemi, uvadime stru¢né i odpovédi
Spravné.
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Problém 1. Predmét o hmotnosti m lezici na stole (v tihovém poli
Zems).

Otdzka

Jak velka je tlakova sila N, jiz pasobi stil na predmét?

Vétsinovd odpoved

N = mg, nebot tihova sila a tlakova sila jsou akce a reakce.

Sprdavnd odpoved

Na predmét ptisobi tihova sila mg a tlakova sila podlozky N. Predmét
je v klidu (vazebni podminka), takZe je zFejmé, Ze jejich vyslednice je
nulova, tj. N = —mg. Sily jsou rizné povahy (gravitaéni vs. elektromag-
netickd) a ptlisobi na totéz taleso P Nejde o interakéni sily podle tf¥etiho
axiomu.

m§+ﬁ:6

mg
Obr. 1: Téleso v klidu na vodorovné podloZzce

Problém 2. Kostka lezi na naklonéné roviné o thlu sklonu « a je vidi
ni v klidu[)]

Otdzka

Jak velka je statické tfeci sila, jiz naklonéna rovina piisobi na kostku?
Veétsinovd odpoved

Velikost statické treci sily je rovna soucinu velikosti tlakové sily naklo-

néné roviny pusobici na kostku a koeficientu statického tfeni, Ts = N f,
nebo dokonce Tg = Nfy.

3)

Elementéarni tihova sila ptsobi na kazdy objemovy element téles, ptisobisté ele-
mentarnich tlakovych sil jsou rozloZena ve sty¢né ploSe télesa a podlozky. Protoze
téleso popisujeme modelem hmotného bodu, jsou pusobisté obou sil zakreslena do
jednoho bodu (silovy diagram).

4 Piisobiste obou sil jsou zakreslena do st¥edu kostky jako v silovém diagramu (viz
téz predchozi poznamku).
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Sprdavnd odpoved

Na kostku plisobi Zemé tihovou silou mg, naklonéna rovina tlakovou
silou N a statickou tfeci silou T;. Velikosti tlakové a statické tfeci sily
jsou pfedem neznamé (neméame pro né silovy zakon). ProtoZe je kostka
v klidu (vzhledem k vztaZzné soustavé spojené se Zemi — povazujeme ji
za inercialni), je vyslednice téchto sil nulova. Odtud

Ts = mgsina, N = mgcos a.

Vztah Ty = N fj neni silovym zakonem, hodnota N fy ur¢uje nejvétsi pii-
pustnou velikost statické tfeci sily. Velikost statické tfeci sily se v kon-
krétnim piipadé Fidi podminkou nulové vyslednice (dokud nedosdhne
hodnoty T max = N fo).

mg

Obr. 2: Kostka na naklonéné nepohyblivé roviné

Problém 3. Kostka na naklonéné rovinég, kterd se po vodorovné pod-
loZce pohybuje se zrychlenim A. T¥eni mezi kostkou a naklonénou rovinou
je zanedbatelné.

Otdzka

Jak velka je tlakova sila, jiz naklonéna rovina ptsobi na kostku?
Vétsinovd odpoved

Automatickd odpovéd bez pfemysleni N = mg cos «, nebo dokonce N =
= mgcos a.

Sprdavnd odpoved

Na kostku piisobi tthova sila mg, tlakova sila naklonéné roviny N kolméa
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k naklonéné rovinég, jeji velikost je zatim neznama (nemame pro ni si-
lovy zakon). Kostka se pohybuje po naklonéné roviné se zrychlenim a
vzhledem k neinercialni vztazné soustavé spojené s naklonénou rovinou.
Druhy Newtontiv zadkon pro kostku:

ma=mg+ N—mA

(kde ¢len —mA souvisi s neinercialnosti vztazné soustavy — tzv. ,fiktivni
sila“). Odtud

ma, = mgsina —mAcosa, 0= —mgcosa+ N —mAsinaq,

nebot a, = 0. Odtud a; = a = gsina—Acosa, N = mgcosa+mAsina.
Pro A = 0 dostaneme (pro studenty ,,obvykly“) vztah N = mg cos a.

mg|

4

sy

Obr. 3: Kostka na rovnomérné zrychlené naklonéné roviné

Problém 4. Kuzelové kyvadlo.

Otdzka

Jaké sily pisobi na kuli¢ku (spravnéji — jakymi silami pusobi okolni ob-
jekty na kulicku)? Ulohu fesime v laboratorni vztazné soustavé, kterou
povazujeme za inercialni.

Vétsinovd odpovéd

Na kulicku ptisobi tihova sila Zemé, tahova sila vldkna a dostfediva sila.
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Dokonce také — na kulicku pusobi tihova sila Zemé, tahové sila vlakna a
odstiediva sila.

Sprdavnd odpoved

Na kuli¢ku piisobi Zemé tihovou silou mg a vlakno tahovou silou T. Aby
se kulicka pohybovala po kruznici ve vodorovné roving, je tfeba ji (pfi
daném thlu ¢ odklonu vldkna od svislého sméru) udélit v okamziku ¢t = 0
vhodnou rychlost v kolmo ke svislé roving, v niz lezi vlakno, v okamziku
t = 0 tak, ze vyslednice sil mg a T je dostfedivou silou. Plati

2

muv
= =mgtgp, T =
sin

mg

Fd:ngr T, Fy = COS(IO.

Studenty matou uéebnicové obrazky, v nichZ jsou sily mg a T i jejich
vyslednice zakresleny spolecné. S odstiedivou silou je t¥eba pocitat v pii-
padé, Ze (neinercialn{) vztaznou soustavu spojime s pohybujici se kuli¢-
kou.

Obr. 4: KuZzelové kyvadlo

Problém 5. Matematické (rovinné) kyvadlo.

Otdzka

Jakymi silami pusobi okoli na kuli¢ku a jaky smér ma vyslednice tfhové
sily a tahové sily zavésu vzhledem k trajektorii kulicky v obecné thlové
poloze?
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Vétsinova odpovéd

Vyslednice ma vZdy smér teény k trajektorii. Chybna odpovéd souvisi
s nepochopenim dynamiky, ale i kinematiky k¥ivocarého pohybu.
Sprdavnd odpoved

Na kulicku piisobi Zemé tihovou silou mg a vldkno tahovou silou T.
Zrychleni kuli¢ky, které je vektorovym souctem zrychleni te¢ného a; a
normalového a,, je uréeno jejich vyslednici F=mg+ T, tj.

may +ma, =mg+ T.

Kdyby méla vyslednice F v obecné poloze kyvadla smér teény k tra-
jektorii kulicky, byla by jeji normalové slozka nulova. Nulové by tedy
bylo i norméalové zrychleni. To vSak, s vyjimkou bodt obratu kyvadla,
nulové neni vzhledem k tomu, Ze pohyb kulicky je kfivocary. Presnéji:
ay = @l, an = P21. Pro teénou a normélovou slozku vyslednice tedy plati
F, = may, = —mgsin g, odkud ¢ + g/lsinp = 0, F,, = m@?l.

Obr. 5: Matematické (rovinné) kyvadlo v obecné poloze

Problém 6. Matematické (rovinné) kyvadlo.

Otdzka
Jak velka je tahova sila zavésu kyvadla v rovnovazné poloze?
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Vétsinovd odpoved

T = myg. Casta argumentace: Podminkou rovnovahy je pozadavek, aby
tahova sila vldkna kompenzovala silu tithovou. Studenti si situaci pletou
s podminkou statické rovnovahy, kdy kulicka visi na vlakné v klidu.
Sprdavnd odpoved

Argumentace je obdobné jako v pfedchozim piikladu: V rovnovazné po-
loze je tahova sila vlakna svisla (tthova sila je svisla v kazdém okamziku),
vyslednice tihové a tahové sily je proto rovnéz svisla a predstavuje v da-
ném okamziku normalovou (dostiedivou) silu. Jeji velikost je

kde v je rychlost kulicky pfi prichodu rovnovaznou polohou, ze zakona
zachovani mechanické energie:

v? = 2gl(1 — cos o).

Studenty mate mj. skutecnost, Ze se s pojmem dostfedivé (normaloveé)
sily setkdvaji pouze pfi rozboru rovnomérného pohybu po kruznici.

@ “‘\

mg

Obr. 6: Matematické (rovinné) kyvadlo v rovnovazné poloze
Problém 7. Matematické (rovinné) kyvadlo.
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Otdzka

Co je to ,mala vychylka“?

Vétsinovd odpoved

Mensi nez pét stupiii. Otazka ,,pro¢ zrovna tolik* budi rozpaky.
Sprdavnd odpoved

Pro ,malou vychylku“ ¢ lze jeji sinus pfiblizné nahradit jeji hodnotou
v obloukové mife, tj. sin ¢ ~ ¢. Kritériem je odhad chyby, které se touto
néhradou dopoustime. Tuto chybu pfedstavuje zbytek Taylorova rozvoje

sing =@ —1/6p° + ...,

jako odhad lze pouzit ¢len —1/6¢>. Relativni chyba je pak p ~ 1/6,2.
Stanovime-li napf. relativni chybu mensi nez 1 promile, tj. 1/6p? < 0,001,
dostaneme ,,malou vychylku*

lo] < +/0,006 rad < 4,5°.

Je-li prfedepsana chyba mensi nez 1 %, neni narok na ,malou vychylku*
tak prisny, ¢inf asi 15°.
2n+1

sinp = Z 2n m 1)
Taylorova fada se stfedem ¢ = 0.

K dalsim problémim patii napiiklad nedostateéné pochopeni pojmu
stfed hmotnosti soustavy hmotnych bod, resp. télesa, ktery je definovan
zcela nezévisle na pfitomnosti okolnich objektt ¢i poli a jeho zaméno-
vani s pojmem tézisté, vazanym k umisténi soustavy v gravita¢nim poli;
dale pak takika utkvéla predstava studenti, Ze libovolnou soustavu sil
ptsobicich na téleso lze nahradit jedinou vhodné umisténou vyslednicf;
nepochopeni skutecnosti, Ze tlak v kapaliné souvisi se vzajemnym piiso-
benim ¢asti kapalinového télesa apod.

Prekazkou hlubsimu pochopeni samotnych Newtonovych axioma a
na ném zaloZena schopnost jejich aplikace pfi feSeni tloh z mechaniky
je nejspis jejich struc¢nost. Ta ovSem byla Newtonovym cilem, jak plyne
z mnohaletého vyvoje jeho predstav. Proto také strucné formulace axi-
omi dopliioval vystiznym komentéiem a ptiklady. Pfi vyuce jsou takové
komentare a priklady nezbytné. Také je vhodné klast otazky, jez nékte-
rym studenttim jisté prijdou samy na mysl, a spolu se studenty na né
odpovidat.
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Otazky a odpovédi: prvni axiom a jak mu spravné rozumét

o Vzhledem k jaké vztazné soustavé posuzujeme klid nebo rovnomeérny
direkcnd pohyb (v Newtonové formulaci ,rovnomérny pohyb v daném
smeéru“)?

Newton pracoval s pojmem absolutni prostor (definice viz vyse) jako
s jedine¢nou vztaznou soustavou. Namisto absolutniho prostoru, ktery
neexistuje, pracujeme nyni s tfidou navzajem ekvivalentnich vztaz-
nych soustav, zvanych inercialni. Otazka je tak ptilezitosti k vybudo-
vani pojmu inercialni vztazna soustava. Prvni Newtoniv axiom (resp.
jeho ¢ast bez uvazeni rotace) muze byt, a také byva, z hlediska iner-
cialnich vztaznych soustav chapan jako existen¢ni tvrzeni: Existuji
vztazné soustavy, nazyvané inercialni, vzhledem k nimz je translacni
pohyb téles oprosténych od plisobeni okoli rovnomérny piimocary.

e Cim se Newtonova formulace (svou dikei odpovidajici tehdejsi dobe a
samotné latin€) lisi od dnesni vytrvale piejimané a pouZivané ucebni-
cové formulace: ,,Téleso setrvdvd v klidu nebo rovnomérném primo-
carém pohybu, dokud nent vnéjsimi silami nuceno tento stav zménit?

Podstatné odlisnost spociva v tom, Ze rovnomérnym direkénim po-
hybem (u Newtona 7,motu uniformiter in directum®) se rozumi jak
rovnomérné translace, tak rovnomérna rotace, popripadé jejich super-
pozice. V Newtonové formulaci se také explicitné predpoklada, ze té-
leso je ve ,,svém* stavu klidu nebo rovnomérného direkéniho pohybu.
Dalsim nedostatkem vySe zminéné uc¢ebnicové formulace je interpre-
tace latinského ,,vires impressa* slovnim spojenim ,,vnéjsi sily*, pred-
jimajicim mozna platnost impulsovych vét namisto pojmu ,,ptsobici
sily“. (Pojem vnitini a vnéjsi sily je t¥eba vyloZit, a to v mechanice
soustav hmotnych bodi a téles. I vnitini sily maji v mechanice svou
ulohu — napfiklad konaji praci.)

o MiiZe téleso bez zdsahu vnéjsich vlivi (v Newtonove pojeti ,vtisténgch
sil — wvires impresse”) setrvdvat také v rovnomérném rotaénim po-
hybu? Co napovi zkuSenost?

Odpovéd na tuto otazku, obsazenou v presné Newtonové formulaci,
lze studenttim vysvétlit jak citaci Newtonovych piikladi (projektily,
kolo a zejména planety), tak pomoci zobecnéni vysledki skuteénych

5)Latinské ,motus® pouziva Newton jak ve vyznamu ,pohyb“, napf. v prvnim
axiomu, tak ,hybnost*, nap¥. v druhém axiomu (viz Definitio II — ,,quantitas motus®).
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i myS8lenkovych experimenti. Budeme-li pohybujici se téleso vice a
vice oprostovat od vlivu okoli (nap¥. pohyb voziku na vzduchovém
polstafi, otac¢eni dokonale vyvazeného kola s kvalitnimi loZisky), bude
v pohybu, do kterého jsme je uvedli, setrvavat déle a déle. Prvni
Newtoniv axiom je tak abstrakci vyplyvajici z idealizace realnych
situaci.

e Co jsou to ,pisobici sily“ (vystiznéjsi pieklad Newtonovy formulace
Lvires impresse — doslova ,vtisténé sily“)?

V kontextu prvniho axiomu je tfeba tento pojem chapat kvalitativné
jako vliv okolnich objekti na téleso, ktery vede ke zméné jeho stavu
klidu nebo rovnomérného direkéniho pohybu vzhledem k inercialnim
soustavam. Tento ,,vliv¢ bud je, nebo neni. (Kvantifikovat tento vliv
a vybudovat tak pojem sila jako fyzikalni veli¢ina umozniuje studium
jednotlivych typi interakci objektia. Vychodiskem je pritom experi-
mentalni zkugenost.)

e 7 kapitoly o kinematice vime, Ze rovnomérny primocary pohyb hmot-
ného bodu (s konstantni hmotnosti) je totéZ jako pohyb s nulovgm
zrychlenim. Je tedy proni aziom skutecné nezdvislym postuldtem (jak
to ukazuje Newtoniv ndzev ,axiom*), nebo se Newton zmylil a jde
o pouhy disledek druhého axiomu?

7 historie vzniku prvniho axiomu, jeho deviti formulaci a zejména
prechodu od ,,rovnomérného pohybu po piimce“ k ,,rovnomérnému
pohybu v daném sméru je zfejmé, ze v prvnim axiomu Newton ci-
lené zahrnul vSechny rovnomérné direkéni pohyby. Prvni axiom proto
neni disledkem druhého, nebot druhy axiom rotaci nezahrnuje. Tento
argument byl relevantni v dobé Newtonové a je relevantni i nyni. Ze
soucasného hlediska neexistence absolutniho prostoru nelze za disle-
dek druhého axiomu povaZovat ani samotnou ,translac¢ni ¢ast* prv-
niho axiomu, jak je tradi¢né uvadéna v ucebnicové literatutre. Jak jiz
bylo konstatovano, je fakticky existenénim postuldtem umoziujicim
zavést pojem inercidlni vztazna soustava.

Otazky a odpovédi: druhy axiom a jeho praktické uziti
e Jednd se ve druhém axiomu skutecné o téleso? Pokud ano, o jaky
pohyb télesa ve druhém axiomu jde?

Druhy axiom se tyké zmény hybnosti, ktera je podle Newtonovy de-
finice II soufinem hmotnosti a rychlosti télesa. Vzhledem k tomu, ze
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pri obecném pohybu télesa se jeho rizné body pohybuji obecné ruz-
nymi rychlostmi, musi se v pfipadé télesa jednat o jeho translacni
pohyb, pfi némz je téleso nahrazeno modelem hmotného bodu. Dale
tedy budeme v souvislosti s druhym axiomem hovofit také o hmotném
bodu.

o V prunim azxiomu bylo tieba pojem ,pisobici sila“ nebo téZ ,hybnd
sila® chdpat kvalitativné jako (v podstaté blize nespecifikovany) vliv
okoli na téleso vedouci ke zméné jeho stavu rovnomérného direkéniho
pohybu. Naproti tomu spéje formulace druhého axiomu jednoznacné
ke kvantitativnim dvahdm. Jak tedy urcime ,hybné siy“ kvantitativné
charakterizujici vliv kaZdého z okolnich objekti na hybnost télesa?

7 druhého axiomu piimo plyne, Ze hybné sila, kvantitativné popisu-
jici souhrnny vliv okolnich objekttt na pohyb hmotného bodu, resp.
transla¢ni pohyb télesa, je vektorovou veli¢inou. Urcuje totiz v pfimé
améfe zménu hybnosti hmotného bodu, resp. celkové hybnosti télesa,
ktera je vektorovou veliinou piimo z definice (Definitio IT). Kon-
krétné je dp/dt = kF, pficemz volbou jednotek veli¢in 1ze dosahnout
toho, aby konstanta k£ byla bezrozmérna a rovna jedné.

Lze pfirozené oc¢ekavat, ze hybna sila jak pfi jednotlivych interakcich,
tak v souhrnu obecné zavisi na parametrech popisujicich jak sledovany
hmotny bod, resp. téleso, tak okolni objekty, resp. jejich vzajemnou
konfiguraci, a miZe explicitné zaviset také na ¢ase. Jeji konkrétni vy-
jadient (velikost a smér) na téchto parametrech pro konkrétni objekt
je nepochybné dano typem vzajemného putsobeni daného objektu a
télesa. Abychom jednotlivé typy plsobeni odlisili, provedeme experi-
ment myslenkovy (idealni pfipad) nebo skute¢ny (aproximace), spo-
¢ivajici v oprosténi studovaného ,testovaciho® télesa od vlivu vSech
okolnich objektii s vyjimkou jediného, jehoz vliv chceme popsat. In-
formace o pohybu télesa, s nimz zména hybnosti tzce souvisi, lze
v principu uréit experimentalné a odtud odvodit tzv. silovy zakon
pro hybnou sflu pochéazejici od zvoleného okolniho objektu. Typic-
kym a velmi nadzornym piikladem je odvozeni Newtonova gravitac-
niho zékona z empirickych zékonta Keplerovych. Vsimneme si jej po-
drobnéji dale. Dalsimi silovymi zékony jsou napt. Coulombuv zakon,
vztah pro Lorentzovu silu, Hooketv zédkon pro pruznou silu, vztah
pro dynamickou t¥eci silu, pro odporovou silu prostiedi (Newtoniv
nebo Stokesitv model) apod. Obecné maji silové zakony typicky tvar
F= F(r,v,t,...), kde t je Cas, r polohovy vektor a v rychlost hmot-
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ného bodu a tecky predstavuji parametry popisujici okolni objekt a
konfiguraci soustavy téleso—objekt.

e Jak urcime hybnou silu pisobici na téleso, je-li ve hie vice okolnich
objekti?

Jednotlivé sily jsou vektory. Je tedy tfeba s nimi zachazet podle pra-
videl vektorové algebry, v jejimz ramci jsou zakladnimi operacemi
s¢itani vektort a nasobeni vektoru skalarem (Gislem). Pravé takto, i
kdyZz ponékud jinymi slovy, formuloval Newton pravidlo skladani sil
v Corollariu I (viz vy8e). Toto pravidlo obvykle nazyvame princip
superpozice sil. Znalost silovych zakonid umoziuje urcit vyslednou
hybnou silu.

Zasadni vyznam druhého axiomu spoc¢iva v tom, Ze umoziuje na za-
kladé znalosti interakci hmotného bodu s okolim vyjadfit ¢asovou
derivaci jeho hybnosti a sestavit pohybové rovnice, jejichz feSenim lze
najit jeho trajektorii a také uré¢it sily, pro néz nejsou k dispozici silové
zékony (typicky staticka tieci sila, tlakové sily).

Tteti axiom a co z né&j jesté plyne

Studentiim se obvykle jevi tieti axiom zcela jasny a nenapadaji je ani
zadné otazky. Ve skute¢nosti jsou informace skryté ve tfetim axiomu ob-
sazné a nezahrnujf jen fakt explicitné vyplyvajici z Newtonovy formulace
samotné a tykajici se sil vzajemného ptisobeni objektii. Zamyslime-li se
nad tfetim axiomem hloubé&ji, miZzeme dovodit nasledujici zavéry:

e Interakce (vzajemné piisobeni) objektii je dvoucasticova. Znamena to,
Ze sily, jimiz na sebe navzajem pusobi télesa A a B, tj. silové zakony
odpovidajici jejich interakci, nejsou nijak ovlivnény piitomnosti dal-
sich objektd, nezaviseji na jejich charakteristikich (napf. hmotnost,
naboj) ani na parametrech popisujicich jejich mechanicky stav (po-
lohy, rychlosti)

o Interakce zkratka ,je*, $ifi se neomezené rychle, télesa interaguji sou-
¢asné. To v klasické mechanice odpovida jednomu ze zékladnich pred-
pokladi, Ze neexistuje mezni rychlost pfenosu hmotnosti, energie ¢i
informace. Z tohoto hlediska jsou pojmy ,akce a reakce“ zavadéjici,

6)S vicecasticovou interakei se setkavame v kvantové mechanice, kde souvisi s prin-
cipem nerozlisitelnosti mikroobjektu.
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nebot mohou vyvolavat dojem p¥i¢innosti ¢ ¢asové naslednosti (na-
pred ,akce”, potom 7,re:aukce“) Nazveme-li tedy jednu (kteroukoli)
z interaké¢nich sil akei a druhou reakei, muzeme to udélat i naopak.

Keplerovy zdkony a Newtoniiv gravitaéni zakon

Newtoniiv gravitaéni zakon (zékladni silovy zakon popisujici inter-
akci hmotnych téles) lze snadno odvodit ze t¥i Keplerovych zakoni, jez
byly zjistény empiricky pomoci astronomickych pozorovani. V§imnéme si
velmi struéné mozného postupu, pouzitelného i na stfedoskolské tirovni
vyuky fyziky:

e Prvni Keplertv zakon: Planety obihaji kolem Slunce po eliptickijch
drahdch blizkych kruznicim, v jejichZ spolecném ohnisku je Slunce.

Planeta tedy v principu muze kolem Slunce obihat po kruznici. Oznag-
me jeji polomér r a dale berme v tivahu tuto speciélni situaci.

e Druhy Keplertav zakon: Plochy opsané privodicem planety za stejné
casové useky jsou stejné.

Pohyb planety po kruznici je tedy rovnomérny. Oznac¢me thlovou
rychlost planety (je konstantni) jako w. Te¢na slozka zrychleni pla-
nety je nulova, normélova (dostiediva) slozka je a, = w?r, derivace
hybnosti

9 4r’m
ma, = —mwr= —

r

T2 7
kde m je hmotnost planety a r je privodi¢ planety vzhledem ke Slunci,
je dana silou Fy, kterou pusobi Slunce na planetu. (Planeta na Slunce
pusobi silou —Fy.)

e Treti Kepleruv zakon: Pomér treti mocniny hlavni poloosy elip-
tické drdhy planety a druhé mocniny jeji obézné doby je pro vSechny
planety stejny.

Pro piipad kruhové drahy planety je tedy 73/T? = K (konstanta).
Odtud 1/T? = K/r® a F, = 42 Km/r?. Tento vztah tvoii zdklad
Newtonova gravitacniho zakona.

7V ulebnicové literature se Fasto nevhodné pouZiva pojem ,reakce — napf. pro
tlakové sily, jimiZ pusobi podlozka na téleso, které na ni spoc¢iva nebo se po ni pohy-
buje (hovoii se o ,,reakci podlozky“). To studenty vede k mylnému nazoru, Ze tlakova
sfla podlozky a tihova sila jsou interakéni sily podle tiettho axiomu (viz piiklady
studentskych chyb).
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Predchozi stru¢né a nepftilis obtizné ukazky jsou dokladem toho, Ze
nejen vysokoskolskym studenttim fyziky, ale i stfedoskoldktm je mozné
priblizit zékladni principy klasické mechaniky, jimiz Newtonovy axiomy
nesporné jsou, srozumitelnym zptusobem tak, aby pochopili hluboky smysl,
ktery se skryva za jejich struénymi formulacemi, a zvladli je i na aplikacni
drovni.

Slovo na zavér

Kdyby formalni zavér nebyl takika ,,povinnou® soucasti kazdého od-
borného textu, nebylo by snad ani co dodat. Newton i dnes promlouva
skrze své dilo jasnym jazykem a doklada tak, Ze samoziejmou soucasti
jakéhokoli badani by mélo byt studium origindlnich texti. Pfestoze od
posledniho originalniho (latinského) vydani Principii [4] brzy uplynou t¥i

nepromitnuto do souc¢asnych uéebnic a vyuky klasické fyziky.

Podé&kovani

Dé&kujeme kolegyni RNDr. Marii Fojtikové za trpélivé absolvovani
mnoha nasich diskusi o Newtonové mechanice a cenné pfipominky vét-
Sinou na mistech, kdy autofi setrvavaji v zajeti ,zacarovaného kruhu“
vlastnich myslenek. Dékujeme ji také za porizeni mnoha fotografii, z nichz
jsme tak méli bohatou moznost vybéru pro tento prispévek.
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Jak provokovat, kdyz dostanete tlohu
o padu zelezné a drevéné koule Il

Leos Dvordk, MFF UK, Praha

Uvod: co o padu té&les uz vime a co dosud ne

V ¢lanku [I] jsme si trochu ,zaprovokovali* ohledné ulohy tykajici se
otézky, zda dfevéna a zelezné koule pusténé ze stejné vysky dopadnou
soucasné, resp. kterd dopadne diiv. Kromé provokovani jsme odvodili
vztah pro zrychleni koule pfi padu v odporujicim prostiedi (konkrétné
ve vzduchu):

az = g'(1 — Kv*), (1)
kde
- 1—&) 2
g g( o (2)
& 3 1
ov
K=%2Zc_—. 3
o8 ¢'R )

Pritom g je tihové zrychleni, o, hustota vzduchu, g; hustota materidlu
koule, R jeji polomér a C koeficient, ktery se vyskytuje v Newtonové
vzorci pro odporovou silu; pro kouli je v Sirokém rozsahu rychlosti roven
0,47. Vztah () zohlediuje i vztlakovou silu piisobici na téleso, jeji vliv
je ale pro télesa ze dfeva ¢i Zeleza velmi maly.

V ¢lanku [I] jsme pfi rozboru problému dospéli jednak k aproximaci
pro hodné malé rychlosti, tedy tésné na zacatku padu, a jednak k apro-
ximaci pro pad trvajici dlouho, kdy se tihova sila a sila odporu prostiedi
prakticky vyrovnaji, rychlost dosdhne tzv. mezni rychlosti a dal uz se
nezvysuje. Mezni rychlost jsme spocetli, je

1
Um Nid (4)
7 uvedenych vztaht jasné plyne, Ze mezni rychlost Zelezné koule je vy-
razné vyssi nez mezni rychlost stejné velké koule dfevéné (dosazeni (3))
do @) da vy ~ /0x), takze Zelezna koule zfejmé dopadne difv nez Ze-
lezna. (Ne Ze by nés to prekvapilo, z kvalitativnich avah nam to bylo
jasné. Ted to ale mame podloZeno i vzorcem.)
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Zatim ale nevime, za jak dlouho se padajici téleso mezni rychlosti
vyznamné piiblizi a jak dlouhou drahu pfitom urazi. Takze také nevime,
o jakou dobu bude Zelezna koule ,,na cilové pasce“, tedy na zemi, diiv.
Abychom to zjistili, musime pad koule v odporujicim prostiedi spocitat
podrobné. Bude to chtit zapojit trochu vic matematiky, ale to zvladneme.

Presnéjsi vypocet padu koule: rychlost

Pfi vypoctu vyjdeme z rovnice () pro zrychleni. Zrychleni a, je zména
rychlosti délena ¢asem, za ktery se rychlost zméni:

Lot + AL —u(t)  Av
Y VAV )

Pozndmka: Tento vzorec dava hodnotu zrychleni s ur¢itou chybou, proto
v ném piSeme =. Chybu ale miZeme zmenSovat tim, Zze zmensime At.
Presnou hodnotu zrychleni dostaneme, kdyz At zmenSujeme aZ k nule.
7 poméru ﬁf tim vyjde takzvané derivace rychlosti podle casu (é—lt’. Pokud
derivace znéate, vite, o¢ jde; jestli je zatim neznate, predstavujte si prosté,
ze At volime , hrozné moc malé“. ®

Kombinaci () a (@) dostaneme

Av

=g (- Ke?), (6)
Tohle je rovnice, ktera urcuje ¢asovou zavislost rychlosti. Potfebujeme
tedy najit takovou funkci v = v(t), ktera bude rovnici (@) spliovat, tedy
pri dosazeni da stejnou levou i pravou stranu.

Na to, jak tuto rovnici fesit, bychom se mohli ptat matematiki. Pro
takovy dotaz je ale vhodné rovnici co nejvic zjednodusit. (Matematikim
vétsinou bude jedno, co znamenaji nase konstanty ¢’ a K a jaké jednotky
maji veli¢iny v dané rovnici.) Zkusme tedy zjednodusovat.

Ze vztahu (@) vidime, Zze Kv? = (v/vy)?. MiiZe nas tedy napadnout,
7e bude prirozené zavést novou veli¢inu

. W

v P~ (7)
M4 vyznam rychlosti, ale je to veli¢ina bezrozmérna. Kdyz ji pouzijeme,
bude zavorka na pravé strané rovnice (B) prosté 1 — #2. Pro tpravu
levé strany (6]) si uvédomime, ze v = vy, D, a tedy priristek rychlosti je
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Av = vy AD. Vydélime-li (@) konstantou ¢’, miZeme levou stranu upravit
na tvar

1 Av vn AD AD

g At g At LAE

To nas muze privést k myslence, zavést novou proménnou

!
i=d1=gVEK 8)

v m

t mé vyznam Casu, ale opét jde o bezrozmérnou proménnou. Rovnice (6]
ma po zavedeni novych proménnych jednoduchy tvarD]

a my se miizeme ptat matematiki, jaké ma feSeni. ProtoZe ale At ma
byt ,,hrozné malé“, budeme na levé strané psat derivaci

do

— =1-%. 9

0 (9)
Této rovnici uz bude matematik rozumét (byt by si ji sim spis zapsal
ve tvaru g—z = 1 — y?) a snadno ji vyiesi. Je to prosté rovnice, v niz

se vyskytuje derivace. Takovym rovnicim se fika diferencidlni rovnice.
Matematika jich ma vyreSeno neuvéritelné mnozstvi a existuji tlusté pii-
rucky, kde jsou sepsany spousty rovnic a jejich FeSeni. Dnes muzeme
vyuzit i online zdroje, napiiklad WolframAlpha [2].

My chceme rovnici (@) vyfesit pro pfipad, kdy 9(0) = 0. (Takovémuto
zadani hodnoty TeSeni pro danou hodnotu nezavisle proménné se Fika
pocdtecni podminka.) Matematici, chytré piirucky, WolframAlpha nebo
jiné zdroje nas poudi, Ze feSenim je funkce, které se rika hyperbolickd
tangenta (nebo hyperbolicky tangens, zkratka je tgh nebo tanh) Tuto

D Protoze kdyz prirtstek Casu je napf. At = to — t1, pak pfiristek nasi nové pro-
ménné je AL = o — t1 = (¢’ /vm)t2 — (¢’ /vm)t1 = (g’ /vm)(t2 — t1) = (g’ /vm)At.

2)V piikladech ve WolframAlpha [2] jsou funkce, které hledame jako FeSeni, ozna-
Geny f(t) a derivace se znadi ¢arkou. P¥imo naSe rovnice v prikladech neni, nej-
blize je ji priklad f'(t) = f(t)"2 + 1. Zménou jediného znaménka vSak ziskdme
f'(t) = —f(t)"2+ 1, a to uz je naSe rovnice. Jako feSeni po fuknuti na symbol rov-
nitka WolframAlpha uréi funkci (€2t — e2¢1)/(e?°1 + e2t). Nasi pocatecni podmince
odpovida c¢; = 0; po dpravé odsud dostaneme dale uvedené reseni (I0).
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funkei najdete na lepsich kalkulackach a také v Excelu (tam se oznacuje
TGH). Da se vyjadfit také pomoci exponencialni funkce:

e’ —e "

Pro malé hodnoty « (do nékolika desetin) je tgh(x) = z, pro velka = jde
tgh(z) k 1, viz obr. 1.

0.8}
0.6 |
0.4}
0.21

0 1 2 3 4
Obr. 1: Prabéh funkce tgh(z)
Regeni rovnice (@) je tedy

() = tgh(f) = % (11)

Pokud umite derivovat, muZete si zkontrolovat, Ze po dosazeni do (9) se
leva strana opravdu rovna pravé.
Reseni nasi pivodni rovnice (@), resp. piislusné diferencialni rovnice

dv , 9
— =g (1-K
gy g'( v7),

dostaneme pomoci (7)) a () jako

v(t) = vy, tgh <g—/t) :

v m

Oznac¢ime-li navic

T=— (12)
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dostane feSeni tvar
t
v(t) = vy tgh <—> . (13)
T

Tento vysledek uz se d& velmi dobfe interpretovat. Rychlost v béhem
padu plynule vzrista od nuly k mezni rychlosti v,. Na obr. 1 vidime, jak
rychle se v bliZi k mezni rychlosti: Pro ¢t = 7 dosahuje témér 80 % vy, pro
t = 27 pres 95 % v, presndji si to miizete sami spoéitat na kalkulacce.
Pro t = 37 se uz rychlost od mezni lisi 0 méné nez pul procenta. Hodnota
7 tedy predstavuje charakteristicky ¢as, za ktery se rychlost vyznamné
pribliZi rychlosti mezni.
Z @), @) a @) dostavame pro tento cas vysledek

8 R
=y (14)
ov 3C ¢’
Pro konkrétni pfipady, které jsme uvazovali v ¢lanku [I], jsou charak-

teristické Casy (zaokrouhlené na desetiny sekundy) uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1: Charakteristicky ¢as 7 pro pad Zelezné a dievéné koule

. ¢as 7 pro prumér koule
material koule

1 cm 10 cm

zelezo 44 s 13,8 s

dfevo 1,0 s 3,38

Presnéjsi vypocet padu koule: urazena draha

Zname tedy rychlost padu — ale nevime, jakou vzdalenost padajici
koule za uréity ¢as urazi. A neumime také odpovédét na otézku sou-
visejici se zaddnim tlohy: Jak moc se budou ligit doby padu zZelezné a
dfevéné koule ze stejné vysky?

Dréahu uraZenou za urcity ¢as mizeme spocitat se¢tenim kouski dréhy,
které téleso urazi v malych ¢asovych intervalech At. Kdyz se tenhle
»vagné nahozeny“ postup precizuje, vede k tomu, ze draha je integrd-
lem rychlosti.

Pokud jste se s integraly dosud nesetkali, nezoufejte, podrobné zde
vypocet provadét nebudeme. Ostatné, i vy, kdo jste se s integraly uz
potkali, jste asi malokdy integrovali funkci hyperbolicky tangens — coz
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je to, co je k vypoc¢tu drahy padajici koule potifeba. Pomoci ndm muze
op&t WolframAlpha [3] B Zjistime, 7e J tgh(z) dz = In(cosh(z))+konst.,
kde cosh(z) je hyperbolicky kosinus, coz je funkce definovana vztahem
cosh(z) = (e + e~ %)/2. Integracni konstanta uvedena ve vztahu pro
integral je v naSem pfipadé (pro z = 0 chceme nulovou hodnotu funkce)
rovna nule. Pribéh funkce In(cosh((x)) ukazuje obr. 2.

2.5

21
151
11

0.5+

0

0 05 1 15 2 25 3%
Obr. 2: Pribéh funkce In(cosh(z))

Vysledna dréaha h, kterou padajici téleso urazi za ¢as t, je dana vzta-
hem

h(t) = Ty In(cosh(t/7)) = q'T? In(cosh(t/7)). (15)

(Podrobné zde tento vztah odvozovat nebudeme. Kdo umite derivovat,
mizete se piesvedéit, Ze derivaci drahy (1)) podle ¢asu ziskame rychlost
(@3); to je kontrola, ze vztah (5] je spravné.)

Zavislost urazené drahy na Case ukazuje obr. 3. Vidime z néj, ze die-
véna koule opravdu dopadne pozdéji nez zelezné. Rozdil je pfitom vétsi
u malych kuli¢ek; vyraznéji se oviem projevuje az pti vySce padu nejméné
nékolik metri.

Pokud chceme znét dobu padu pfi zadané vysce padu h, musime
k funkci (IH) najit funkei inverzni. Pro nazornost je vhodné piepsat si
(5 nejprve na tvar h/(g't?) = In(cosh(t/7)). Inverzni funkei k logarit-
mu je exponencidla, takZze odsud dostaneme cosh(t/7) = /(9’7" Pak
uz zbyvé aplikovat jen inverzni funkci k hyperbolickému kosinu. Ta se

3V casti Integrals zvolte Compute an Indefinite Integral a do daného poli¢ka na-

piste integrate tanh(x) dx. Pozor, ve vysledku WolframAlpha pise log(cosh(x)), ale
symbolem ,log* mini pFirozeny logaritmus, ten my bézné znacime symbolem In.
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oznacuje argcosh Cas padu je tedy dan vztahem % = argcosh eh/(ngz),

¢ili
’.2
t = T argcosh (eh/(g T )) . (16)
h/m h/m
30 . 30
20 - 20
10 / 10
0 0
0 1 2 3 4 t/s 0 1 2 3 4 t/s
a) b)

Obr. 3: Pad Zelezné a dievéné koule ve vzduchu. Plna kiivka: Zelezna koule,
¢arkovana kiivka: dfevéna koule. Pramér kouli: a) 1 cm, b) 10 cm.

Po dosazeni vyjde, Ze pro pad z vysky napiiklad 5 metria dopadne
zelezné kulicka o priméru 1 cm o 77 milisekund dfive nez dfevéna, pro
koule o praméru 10 cm je rozdil jen necelych 9 ms. Naméfit takovy rozdil
uz muze byt pii jednoduchém experimentovani docela vyzva. Tézké neni
naméfit ¢asy dopadu. Bouchnuti kuli¢ek o né&jakou desku mize zachy-
tit mikrofon, a tfeba v programu Audacity muzeme urcit ¢as presnéji
nez na desetinu milisekundy. Vétsi problém bude s takovouto presnosti
vypustit kulicky ve stejny cas. Takze pro jednoduché pokusniceni radéji
porovnéavejte pad tfeba Zelezné koule s kouli z polystyrenu.

Vétsi rozdily v ¢asech samoziejmé nastavaji pfi padech z vétsich vy-
Sek: pti padu 1 cm kulic¢ek z 28 metri je rozdil ¢asii uz prakticky 1 sekun-
da, a u 10 cm kouli asi desetina sekundy. Ale poustét z takové vysky
¢tytkilogramovou kouli, pro to uz by bylo naprosto nezbytné striktné
zajistit, aby na dopadové ploSe nikdo nemohl byt ani nahodou] Takze
takovéto pokusy radéji neprovadéjte.

Pojdme se radéji na problém padajicich kouli podivat jesté trochu
detailnéji.

YNekdy také arcosh nebo arccosh; ve WolframAlpha ArcCosh, v Excelu pak
ARCCOSH.

5)Spoctéte si kinetickou energii takové dopadajici koule, je pfes 1000 J. V [4] se
v odpovédi na dotaz uvadi: ,,na nechranénou zivou silu v polnim stejnokroji je nutna
kinetickd dopadova energie stfely min. 100 J“. Zfejmé se tim mini energie nutné pro
zabiti. Sice u stfely jsou mechanismy smrticiho a¢inku jiné nez u padajici koule, ale
stejné. ..
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Realita je jesté slozité&jsi. ..
Zatim jsme p¥i na8ich vypoctech uvazovali, Ze odporova sila je pfesné
tmérna druhé mocniné rychlosti. Ale uz v ¢lanku [I] jsme zminili, Ze ve

vztahu (1.2) ) tedy
1
F, = §CQVSU2a

neni pro v8echny rychlosti C' pfesné konstantni. Na internetu miZzeme
najit grafy, které tuto nekonstantnost ukazuji. Vypadaji zhruba tak, jak
ukazuje obr. 4.

c

10t

10°

1071

1072

100 10! 102 10 104 10° 108 Re
Obr. 4: Zavislost koeficientu odporu C na Reynoldsové ¢isle

Takovéto grafy najdete napiiklad ve vysokoskolskych skriptech (napf.
[5]), ale tfeba i na strankach NASA [6]. Zavislost C na rychlosti se promé-
fuje experimentalné ve vétrnych tunelech. Graf na obr. 4 byl sestrojen
s vyuzitim vzorce v ¢lanku [7, ktery aproximuje experimentéilni vy-
sledky.

Vyse jsme mluvili o mozné zavislosti C' na rychlosti v, v grafu na
obr. 4 je ale na vodorovné ose pro mnohé mozna neznadma veli¢ina Re.
Jde o takzvané Reynoldsovo ¢islo. To je dano vztahem

Re = —, (17)

6)
7)

Tim minime vztah (2) v ¢lanku [I].

Je zajimavé, Ze a¢ jde o dvoustrankovy ¢lanek ve Wordu zverejnény ziejmé jen na
internetu, byl podle Google Scholar jiz 89krat citovan jinymi autory. To neni zrovna
maly pocet citaci.
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kde d je prumér koule, p hustota prostfedi (v naSem pfipadé vzduchu) a
7 jeho dynamicka viskozita. Pro vzduch je n = 1,8 - 10~° kg/(m - s), jak
miZeme najit v riznych tabulkiach (i v [8]) nebo t¥eba na internetu na
[9. Viskozita vzduchu s teplotou mirné roste, uvedena hodnota plati
pro teplotu 15 °C a normalni tlak, ale zména neni vyrazna, pii teploté
35 °C je hodnota viskozity 1,9 - 107> kg/(m - s).

Pro kouli o priaméru 10 cm vychazi pfi rychlosti 1 m/s Reynoldsovo
¢islo necelych 7 - 103. Piesné to nepotiebujeme uréit, z grafu vidime,
7e zavislost C' je pro oblast Reynoldsovych ¢isel asi od 10% do 2 - 10°
dosti plocha. To znamené, ze C' mizeme brét za priblizné konstantni od
rychlosti nékolika cm/s aZ po asi 30 m/s.

Pro dfevénou kouli tedy muzeme ocekavat, ze nas vypocet bude pla-
tit viceméné po celou dobu padu; pro Zeleznou kouli by ale pii vySsich
rychlostec odpor klesl a nas vypocet uz by pohyb nepopisoval dobfe.
Takze tentokréat pfiroda zase provokuje nés...®

Korektni odvozeni padu koule pfi vyssich rychlostech poéitajici s po-
klesem C' by uz neslo udélat jednoduse ,,s tuzkou a papirem“, tedy tak,
aby FeSeni mélo tvar funkci, jako byly (@3] a (I3). Museli bychom se uchy-
lit k numerickému feSeni a vyuzit pocita¢ — ale to uz by Slo za ramec
tohoto ¢lanku.

Jak tomu bude pro mensi kulicky?

Pro kuli¢ky o pritméru 1 em je Reynoldsovo &islo rovno 10? pii rych-
losti asi 15 cm/s a hodnoty 2 - 10° by dosahlo az pii rychlosti skoro
300 m/s, pritom mezni rychlost pro Zeleznou kulicku je jen 43 m/s,
viz tabulku 1 v [I]. P¥i vyssich rychlostech je tedy nas vypodet poci-
tajici s F, ~ v? v potadku, i kdyby kulicka byla z platiny nebo tieba

urant. ..

Dodejme, Ze Reynoldsovo &islo neni ,.jen tak néjaki vymySlenost”, ale
dulezity adaj. Pouziva se k urceni, zda dvé proudéni jsou si podobnéa. Na-
piiklad maly model letadla a velké letadlo se pfi stejné rychlosti budou
chovat jinak: jsou ruzné velké, a tedy obtékani bude charakterizovano
raznymi Reynoldsovymi ¢isly. Aby 8lo chovéani letadla a modelu porov-
nat, musi byt Reynoldsova ¢isla stejna.

8)Tam je oviem viskozita znacena symbolem p.

9 Viz mezni rychlosti v tabulce 1 v &lanku [I].

10>Kdybyste poustéli z velké vysky platinové kulicky a par jich pfitom poztraceli,
dejte védét, kde to bylo, za slusné nalezné se jisté najde dost dobrovolniki, ktefi
pomohou s hledanim. ©®
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Zavér (aneb pokrafovani jesté pristé, pijdeme do vakua)

Pad kulicek ve vzduchu uz jsme rozebrali docela podrobné a vime,

ze zelezna koule opravdu dopadne dfiv nez difevéna. Ale ve vakuu bude
doba jejich padu urcité stejna! Nebo Ze by i ve vakuu §lo p¥ijit s ndjakou
provokativni namitkou?

No, nebyli bychom to my, stourové, abychom néco nevymysleli. TakZze

pfece jen jesté jednou v tomto serialu:

— to be continued —
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