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MATEMATIKA

Obsah a obvod obdélnikd

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Cilem tohoto ¢lanku je nabidnout zakladnim a stFfednim Skolam jedno-
duse formulovanou otézku, jejiz feSeni a rozbor by mohl pfispét k vyuce
matematiky. Budeme zkoumat vztah mezi obvodem a obsahem obdél-
niku. Pro¢? Chceme se vénovat otazce, kterou Liping Ma, profesorka
university Berkeley (pivodem éiﬁanka), nadhodila ve své proslulé knize
Knowing and Teaching Elementary Mathematics [2] ur¢ené u¢itelim ma-
tematiky a vénovala ji celou ¢tvrtou kapitolu. Jeji kniha byla pfelozena
Jifim Rakosnikem do ¢estiny s ndzvem Zndt a ucit elementdrni matema-
tiku [3]. Kazda skola by méla mit tuto knihu ve své knihovné. Zevrubna
recenze Jindricha Becvare v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie
[1] zdtraziuje nejen obsah, ale téZ historickou dileZitost této publikace.

Clanek rozdslime podle naro¢nosti na dvé ¢ésti.

1. ¢ast

_ Liping Ma ve své knize ([2], [3]) popisuje nasledujici 8kolni pithodu.
Zakyné prijde do hodiny matematiky cela rozzarena, oznamuje, Ze obje-
vila vysledek, ktery nebyl v hodiné matematiky probiran. Vysvétluje, ze
nalezla nasledujici tvrzeni:

Jestlize obvod obdélniku vzroste, vzroste téz jeho obsah. (1)

Své tvrzeni podpofila nasledujicim obrazkem (viz [3], str. 102):

4 cm 8 cm
4 cm 4 cm
obvod = 16 cm obvod = 24 cm
obsah = 16 cm? obsah = 32 cm?
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MATEMATIKA

Liping Ma se ve své knize ptd 23 americkych uéiteld a 72 ¢inskych
ucitelti:

Jak byste té Zikyni odpovédéli?

Reakcim uéitela vénuje celou kapitolu, vice nez 20 stranek! Nékteri
uvérili bez jakéhokoliv zavahéani, Ze tvrzeni je spravné. Jini pozadovali
¢as, aby mohli nahlédnout do ucebnic. Shriime zde velice stru¢né, k ja-
kému vysledku profesorka Ma dospéla: Pouze jedna americka ucitelka
(z 23 zacastnénych) podala spravnou odpovéd a vysvétlent:

Tvrzent je neplatné!

Poznamenejme jesté, ze ze 72 zucastnénych céinskych ucitelid tento
spravny vysledek odvodilo 50. Tuto statistiku poukazujici na nedosta-
te¢nou kvalifikaci fady ucitelt zde nebudeme diskutovat. Uvédomme si
jenom (a to je jeden z cilii profesorky Ma), jak negativni dopad ma
dnedni stav vyuky matematiky na zaky — a jak posléze vede k obavam,
az strachu z tohoto predmétu.

Studiu vztahu mezi obvodem a obsahem obdélniku pfedeSleme po-
znamku, Ze velikost obvodu a obsahu daného obdélniku budeme vzdy
popisovat ve stejuych (zvolenych) jednotkach, at uz jsou to centimetry,
metry & kilometry (tedy cm a cm?, m a m? & km a km?) a nebudeme je
zminovat. P¥ipomenime, Ze naSe formulace zahrnuji i piipad degenerova-
nych obdélnika, tj. pripad, kdy délka jedné strany obdélniku je nulova.

Vztah mezi obvodem a obsahem obdélniku podame odpovédi na tuto
velmi prirozenou otazku:

Ezistuje obdélnik, ktery md libovolné velky obvod

a zdroveri libovolné maly obsah? (2)

Kladna odpovéd ukazuje zcela raznym zptsobem, Ze tvrzeni (1) neplati.
Podlozme tvrzeni z otazky (2) n&kolika piiklady.

Uvazujme obdélniky, jejichZ strany jsou uvedeny v prvnich péti fad-
cich nasledujici tabulky. Jiz zde vidime, Ze tvrzeni (1) je neplatné (k tomu
staci porovnat libovolné dva z téchto fadkt) a Ze hodnoty pfislusnych
obvodu a obsahti naznac¢uji kladnou odpovéd na otézku (2).

2 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Délky stran obdélniku x a y Obvod P Obsah &
4 a4 16 16
8al 18 8
16 a 1 32,5 4
32a 64,125 2
64 a g 128,03125 1
N 2¢e 4e
5 a N N+ N > N E
N+\/JX2—165 a N—\/IX2—165 N €

Radek, ktery v tabulce nasleduje, kladnou odpovéd na otazku (2)
potvrzuje. Zde miizeme za N zvolit libovolné velké ¢islo a za € libovolné
malé ¢islo. Strany obdélniku, ktery ma obvod rovny (pfesné) N a obsah
rovny (pfesné) e jsou udany v poslednim fadku.

Tento Fadek popisuje obdélnik o stranach x a y, x > y > 0, které jsou
feSenim soustavy dvou rovnic

2c+y)=N a ay=c.
Jelikoz zy = 1 [(z +y)* — (z — y)?], = a y jsou FeSenim soustavy

VN? —16¢

N
2 2

r+y= a r—y=

Reseni bezprostiedné ukazuji, Ze obsah S (= ) a obvod P (= N) kazdého
obdélniku spliiuje vztah
P\ 2
<(=) .
5=(3)

Rovnost § = (2)2 nastava v piipadé, ze obdélnik je ¢tvercem.

Poznamka. Pfipomenime si zde, Ze obsah obdélniku se rovna ¢tverci
geometrického priméru Geom(z,y) = /ry jeho stran, tj. geometricky
pramér stran obdélniku udava stranu ¢tverce o stejném obsahu. Obvod
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MATEMATIKA
o4y
2

obdélniku se rovna &tyinasobku aritmetického priméru Arit(z,y) =
jeho stran. Harmonicky primér stran obdélniku Harm(z, y) = j%ryy udava
¢tyinasobek podilu jeho obsahu a obvodu a je tedy rovny nejvyse ¢tvrting

obvodu. Vztahy mezi témito veli¢inami geometricky ilustruje obr. 1.

_aF |[EC| =2
TN ICF| =y
e \\y |AB|:|EB|:AI‘1t(q;,y>:IT+y
d N |AC| = Geom(z,y) =y
\\ _ _ 2z
|AD| = Harm(z, y) = 5%

|
I
|
|
As by
' 2zy (=)
\ z+y 2(z+y) N
\
\ N
\
\ N
\
\ \Zty
\ \ 2
\ \
\ \
\
\ \\
\\ \
N \
N \
\\ \\
~. .
SF

Obr. 1: Aritmeticky, geometricky a harmonicky pramér

Podobnym zpiisobem, jakym jsme popsali vztah mezi obsahem a ob-
vodem obdélniku, miuzeme téz vyjadrit vztah mezi obsahem a thlop¥ic-

kou obdélniku. Odpovéd na otézku
ka obdélniku vzroste, vzroste téZ jeho obsah?

N

Jestlize uhlopiic

je zaporna. Plati obecnéjsi tvrzeni:
Ezistuje obdélnik, kteryy md libovolné dlouhou uhlopricku

a zdroven libovolné maly obsah.

K dikazu nadm opét muze poslouzit jednoducha tabulka, ktera vyja-
dfuje vztahy téchto veli¢in pro nékolik obdélnikt. V poslednim fadku

Rozhledy matematicko-fyzikalni
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MATEMATIKA

tabulky jsou N a e libovolna kladna &isla (tedy i libovolné velké N a
libovolné malé ¢).

Délky stran obdélniku x a y uhlopficka u Obsah S
4a3 5 12
8al 8<u<9 8
16 a & 16 <u <17 4
32a1—16 32 <u <33 2
64aG—14 64 < u < 65 1
N>lag u>N €

Uvedme té7 nasledujici vyrazy pro strany obdélniku, jestlize zname
délku uhlopiicky u a obsah S obdélniku:

Vu2 £28 +Vu2 =28 a Vu2 28 —Vu2 =28
T = Y= )
2 2

Ptesvédcte se, ze ekvivalentni vyrazy pro strany obdélniku jsou

x_\/u2+\/u4—482 . y_\/uQ—\/u4—4S2
-V 2 -V 2

Uhlopficka u a obsah S obdélniku splimji tedy vizdy vztah S < “72
Rovnost § = “72 nastava pravé tehdy, kdyz obdélnik je ¢tvercem.

Cviceni. Predeslé uvahy muzeme aplikovat na pravoihlé trojihelniky.
Formulujte pfislusné tvrzeni.

2. Cast

V této druhé ¢asti doplnime popis vztahti mezi stranou z, thlopfic-
kou u, obsahem S a obvodem P obdélniku a znazornime tyto vztahy
geometricky v roviné s kartézskou soustavou soutradnic.

Zakladnim jednozna¢nym popisem obdélniku je udéani jeho stran x
a y s podminkou z > y > 0. Poznamenejme, Ze rovnost x = y znadi,
ze obdélnik je ¢tvercem, zatimco rovnost y = 0 popisuje degenerovany

Roénik 96 (2021), ¢islo 4 5



MATEMATIKA

obdélnik, tj. ,zdvojenou“ stranu x (obvod je tedy v tomto pfipadé 2x).
Geometricky popiSeme tuto situaci obrazkem 2. MnoZina vSech obdél-
niki je v jednoznaénémvztahu s body roviny, které lezi ve vysrafované
oblasti, véetné hrani¢nich polopiimek (tak, jak je to v obrazku popsano).

y = strana

10 Na pfimce y = x lezi ¢tverce

3 Z OBDELNIK
_ ZDE NELEZI A
ZADNE OBDELNIKY

SECHNY OBDELNIKY

1 Na piimce y = 0 lezi
degenerované obdélniky

01 2 3 4 5 6 7 893710 11

Obr. 2: Obdélniky uréené stranami = a y

Vztah mezi stranou a obvodem obdélniku je téZz jednoduchy, linearni.
Kazdému obdélniku o (delsi) strané = a obvodu P odpovida druhé strana
P -2z

2 b

y:

a tedy P > 2x. Jelikoz y < z, plati P < 4x. Dvojice (z,P), které od-
povidaji obdélnikiim o strané = a obvodu P muzeme zobrazit v roviné
s pravoihlymi soufadnicemi x a P: jsou to vSechny body prvniho kvad-
rantu, které lezi na polopifimkach P = 2z, P = 4x a mezi nimi, jak uka-
zuje obrazek 3. Oblast obdélnikii je opét vysrafovana. Poznamenejme,
ze jednotky jsou zvoleny na soufadnych osach x a P riazné.

DPrave kvili této jednoznacnosti predpokladame, ze x > y.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

P = obvod

Na piimce P = 4x lezi ctverce :
VSECHNY OBDELNIKY:
71 :

_ ZDE NELEZI
ZADNE OBDELNIKY

T Na pfimce P = 2z lezi
, degenerované obdélniky
|
1
1
1

' ZDE NELEZI
ZADNE OBDELNIKY

xr = strana

1
I
I
I
& o

25 3 4

2

Obr. 3: Obdélniky (z,P) urcené stranou a obvodem

Cvic€eni. Podobné miZeme vyobrazit vSechny obdélniky urcené stranou
x a uhlopfickou u nebo thlopfickou u a obvodem P. Odvodte prislusna
omezeni a vysvétlete obr. 4, ktery tato omezeni ilustruje.

VSECHNY OBDELNIKY LEZI

Obr. 4: Obdélniky (x,u) a (u, P)

Roénik 96 (2021), ¢islo 4 7



MATEMATIKA

Zavérem uved me geometrické znazornéni vztahu mezi obvodem a ob-
sahem obdélniku, odvozeném v prvni ¢asti tohoto ¢lanku. Obr. 5 popisuje
celou situaci graficky: VSechny obdélniky jsou jednoznaéné znazornény
body (P,S) (vyjadiujicimi obvod a obsah) lezicimi v oblasti prvniho

2
kvadrantu omezené parabolou & = % a osou P.

S = obsah
95 §--mm-m-- B e E P LR P
|
1
1
1
|
ZDE NELEZ{ ZADNE OBDELNIKY i
I
I
|
1
16 ¢~ TTTTTTTTTTTTTTTTToTToTmmm o :
1 1
1 1
1 1
1 1
2
NA PARABOLE /S = % LEZI CTVERCE
OBDELNIK 0 obsahu 10
10 - - Q a obvodu 18
) 1 ] 1
9 A
] (] ]
] (] ]
] (] ]
] (] ]
1 ] [} 1
VSECHNY OBDELNIKKY LEZI ZDE
g §rmmmmmmmmmmmmmmmmmees OBDELNIK 0 obsahu 7 |
T Peemmcccccccaa/ T i a obvodu /89 '
A Lo
1 Q@---—m—mm- : = : : = : P = obvod
& O—0 & & & &
0 4 8 V8 12 16 18 20

Obr. 5: Obdélniky urcené svym obvodem a obsahem
Literatura

[1] Bec¢vaf, J.: Recenze knihy Znat a ucit elementarni matematiku. Pokroky
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MATEMATIKA

Poznamka o délitelnosti ¢isel

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu
Moznéa vés uz nékdo ,,pfekvapil® tvrzenim, ze
¢islo (p—1)(p+1) = p? — 1, kde p je prvocislo v&tsi nez 3,

je delitelno 24. (viz napf. [1] nebo [2]).
Jednoducha tabulka

p P’ p? -1
25 24 =24 x 1
7| 49 48 =24 % 2
11| 121 120=24 x 5
13 | 169 168 =24 x 7
17 | 289 288 = 24 x 12
277 | 76729 | 76728 = 24 x 3197

néas ujisti a napovi nam, ze tvrzeni ma souvislost s tim, ze kazdé prvocislo
p > 2 ma tvar

p =6k — 1, anebo p = 6k + 1, pro vhodné ¢&islo k.

Tato vlastnost je bezprostfednim dusledkem toho, Ze kazdé prvocislo
p > 2 je ¢islo liché, tedy tvaru p = 2k+1, a proto obé &isla p—1 a p+1 jsou
sudé a jedno z nich musi byt dokonce nasobkem 4. JelikoZ v posloupnosti
p—1, p, p+ 1 musi byt téZ jedno ¢&islo délitelné 3 (a prvodislo p to byt
nemize), sou¢in (p — 1)(p + 1) je nésobkem ¢isla 24.

Podobné4 tivaha miize byt nyni rozsifena pro kazdé prvocislo p > 5 na
soudin

ap,=(p-2)p—-Dp+1)(p+2) =@ -1 —4).

Roénik 96 (2021), ¢islo 4 9



MATEMATIKA

V posloupnosti p—2, p—1, p, p+ 1, p+ 2 je jedno z ¢isel délitelno 5
a dvé jsou délitelna 3. Tedy a,, je pro kazdé p > 5 délitelno 360.
Dokazali jsme tak prvni dvé tvrzeni této véty:

Véta 1. Necht p je prvocislo.
(i) Je-li p >3, je p* — 1 celociselngm ndsobkem 24 = 4 - 3! = 4!.

(i) Je-li p > 5, je ap = (p? — 1)(p* — 4) celociselngm ndsobkem cisla
360 =3 - 5.

(iii) Je-lip > 17, je b, = (p*> —1)(p* —4)(p* — 9) celociselngm ndsobkem
40320 =8 - 7! = 8!,

(iv) Je-lip > 17, jec, = (p*> — 1)(p? — 4)(p® — 9)(p* — 16) celociselngm
ndsobkem 1814400 =5 - 9!.

Diikaz tvrzeni (i)—(iv) a tvrzeni tykajicich se podobnych vyrazi je zalo-
zen na znamém faktu, ktery je zifejmym disledkem toho, zZe kombinaéni

¢islo (n> nn—1)(n-2)...(n—k+1)

k)~ k!
je celé &islo. Pro kazdé celé kladné ¢islo n soudin k po sobé jdoucich ¢isel
nn+1)(n+2)...(n+k—1) je délitelny &islem k! =1-2-3-...-k. (x)

Dokazme nyni tvrzeni (iii) a (iv) véty 1.
(iii) Tvrzeni (x), které aplikujeme pro n = p — 3 a k = 7, doplnime
poznatkem, Ze jeden z Cinitelti soucinu

pbp = —=3)(p—2)(p—plp+1)(p+2)(p+3)

je nasobkem ¢&isla 8, a Ze tedy b, je nasobkem ¢isla 128. Pripomeiime, Ze
¢isla p a 40320 jsou nesoudélna, tudiz 40320 déli by,.

(iv) Zde aplikujeme tvrzeni (x) pron = p — 4 a k = 9 a zjistime, Ze
dva Cinitelé soucinu

pep,=@—4)(-3)(p—-2)p—-plp+1)p+2)p+3)(p+4)

jsou nasobky ¢isla 5 a Ze tedy ¢, je nasobkem ¢isla 25. Opét zdtraznéme,
ze C¢isla p a 1814400 jsou nesoudélnd, tudiz 1814400 déli c,,.

Clanek zakondeme nékolika ikoly:

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Cviceni. Zdivodnéte, Ze
(1) (p®>—1)(p?—9) je celoéiselnym néasobkem 1920 pro kazdé prvoéislo
p > 5.

(2) (p*>—1)(p*—25) je celo¢iselnym nésobkem 1152 pro kazdé prvocislo
p > 5.

(3) (p*>—1)(p*—9)(p*—25) je celo¢iselnym nasobkem 322560 pro kazdé
prvodislo p > 7.

(4) (p* — 1)(p? — 25)(p® — 49) je celodiselnym nasobkem 414720 pro
kazdé prvocislo p > 7.

Zduaraznéme jesté roli, jakou hraji v naSich tvahach mald prvocisla
pro souciny blizkych ¢initeli. MiiZeme je totiz snadno identifikovat jako
délitele danych soucinii:

24=2%.3, 360=2%-32.5, 40320=2"-3%.5.7,
1814400 =27 -3*.52.7, 1920 =27-3.5, 1152 =27.32
322560 = 219.32.5.7, 414720 = 20 . 3% . 5.

Vsimnéme si téz, ze uvedeni spoleéni délitelé piislusnych soucint jsou
co do velikosti optimalni. O tom se v jednotlivych pfipadech snadno pres-
v&déime vhodnou volbou malych prvocisel. Tak napt. v pripadé véty 1(ii)
a1; = 14040 = 360 - 3 - 13 a a;3 = 27720 = 360 - 7 - 11. Je tedy 360 opti-
malni. Podobné v pfipadé cvifeni (1) je soucin pro p = 13 roven 1920-2-7
a prop = 23 jeroven 1920-11-13. Je tedy 1920 optimalni. Pfesvédcte se,
7e v piipadé cviceni (3) sta¢i pro dikaz optimality 322 560 zvolit p = 11
ap=23.

Nakonec poznamenejme, Ze vysledky této poznamky jsou zobecnény
v ¢lanku [3] touto vétou:

Véta 2. Necht p je prvocislo spliiujici p > 2n + 1. Potom je soucin

P =1 —)@*—9)...(»* —n?)

deélitelny cislem 2- (n+1)- (2n+ 1)! = [2(n+ 1)]!, je-li n liché, a cislem
(n+1) - 2n+ 1) =1-12(n+1)]!, je-li n sudé.

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 4 11
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Literatura
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Nekonecna

Martin Dvotdk, IST Austria, Klosterneuburg
Jonds Havelka, MFF UK, Praha

Clanek vychézi ze studijnfho textu M&M [1]. Korespondené¢ni seminaf
M&M se vénuje prevazné matematice, fyzice a informatice.

V ramci korespondencéniho semindfe M&M navrhujeme riazna témata,
nad kterymi miZou ucastnici (pfevazné st¥edoskolaci) badat, a k nim
zvefejiujeme studijni texty a doprovodné tlohy. Nejlepsi Tesitelé byvaji
dvakrat roéné zvani na soustiedéni.

Hilbertuv hotel

Predstavme si, Ze spravujeme hote kde je nekone¢né mnoho jedno-
liazkovych pokoji. COVID-19 ustupuje, takze nam kone¢né bylo umoz-
néno oteviit, coz zpusobilo obrovsky zajem, tudiz mame vSechny po-
koje obsazené. Abychom se v hotelu vyznali, o¢islovali jsme pokoje ¢isly
{1,2,3,...} tak, 7ze kazdé &islo je vyuZito pravé jednou a kazdy pokoj
ma pravé jedno ¢islo. Tedy mame tolik pokojt, kolik je pfirozenych ¢isel.
Tento pocet (tedy nase nekonecno) oznaém jako Ng.

Najednou nam na vchodové dvefe zaklepe novy host. Nejprve ho
chceme odmitnout, vZdyt prece mame vSechny pokoje obsazené, ale pak

DS timto myslenkovym experimentem piigel v prednasce ,,O nekoneénu® roku 1924
némecky matematik David Hilbert, jemuZ v matematice vdé¢ime za mnoho poznatki.
Viz: https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_paradox_of_the_Grand_Hotel

2)Symbol oo se obecné pro nekoneény podet nepouziva, protoze jak uvidime dale,
neni nekoneéno jako nekone¢no. Symbol R (alef, prvni pismeno hebrejské abecedy)
jsme nevybrali ndhodné, o tom tu v8ak nechceme vypravét. Zvidavé jen odkazeme
na: https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number
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se ndm ho zzeli. Nékam ho ubytovat pfece musime. Tak tf¥eba do po-
koje 1. Tam uz v8ak host bydli. Ned4 se nic délat, musime pivodniho
obyvatele pokoje 1 prfesunout jinam. T¥eba do pokoje 2. Puvodniho hosta
z pokoje 2 muZeme piestéhovat do 3 a tak dale. A hle, opravdu se nam
povedlo ubytovat nového hosta do naseho plného hotelu, sice jsme u toho
museli kazdého hosta pfestéhovat z pokoje ¢ do pokoje 7+ 1, ale na to si
zkratka hosté musi zvyknout. Mtzeme si vSimnout, Ze jsme tim ukazali,
7e Ng + 1 = N, jelikoz nyni mame (Rg + 1) hosti v Ry pokojich.

Navic, pokud nam na dvefe zaklepe libovolny pfirozeny pocet n host,
miZeme matematickou indukc kazdého odbavit stejné jako jednotlivce
(coZ uz umime z minulého odstavce), tedy:

Ro+n=Ro+1)+(n—-1)=R+n—1)=Ro+1)+(n—-2) =
=N+ (n=2)=Re+1)+(n—3)=... =Rg+ (n—n) =N

Obr. 1: Prvni st€hovani (uvolnéni prvniho pokoje)

Novy host napsal na nas hotel tak dobrou recenzi, ze se jedna ces-
tovni kancelar rozhodla k nam vypravit autobus. A jelikoZ ta cestovni
kancel&f byla podobna nasemu hotelu, byl to nekoneény autobus — mél
Ng sedadel ocislovanych {1,2,3,...}. Kdybychom se tedy pokusili uby-
tovat do naseho plného hotelu nové hosty po jednom jako vyse, nikdy
bychom neubytovali cely tento autobus. Stéhovani by totiz nebralo konce
a hosté nemaji nekoneé¢né mnoho trpélivosti. Musime na to jit chytfeji a
na nekonéici stéhovani si dat pozor.

Jeden z hezkych zpiisobi je, Ze nechdme kazdého starého hosta z po-
koje i pfestéhovat se na pokoj 2i. Tim se nam uvolnily pokoje {1, 3,5, ... }.

3)https://matematika.cz/matematicka-indukce
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Tedy nového hosta ze sedadla ¢ pfesuneme do pokoje 2¢—1. Jinymi slovy,
staré hosty prestéhujeme do sudych pokoji a nové do lichych. Tim jsme
ubytovali v8echny nové hosty a nevyhodili Zzddného starého. Tedy jsme
ukézali, ze Ny + Ny = pocet starych plus pocet novych hosti = Ny =
pocet pokoji. Matematickou indukeci lze dokézat, Ze pro kazdé pfirozené
¢islo n plati rovnost n - Ny = N.

Ze stejného diivodu je vSech celych &sel (mnoZina Z) stejné mnoho
jako vSech pfirozenych ¢isel (mnozina N).

Nekoneéno na druhou

Cestovni kancelar si nas hotel oblibila, a tak k nam vyslala Ry auto-
busi, kazdy s N lidmi. Nejprve se zhrozime, Ze tolik lidi pfece nemuzeme
nikdy ubytovat. Vzdyt to je nekonecno nekonecéen! Pak si ale fekneme,
i s témito.

Odted dale budeme ignorovat, Ze uz méame plno, a budeme nové hosty
ubytovavat ,nanovo“ do pokoju {1,2,3, ...}, &imZ se pro nas nic podstat-
ného uz nezméni. Formélné feceno, hledame prosté zobrazeni z mnoziny
vSech hostit do mnoZiny pokoji, neboli prostou funkci typu N x N — N.
Abychom zvladli obslouzit vSechny hosty, musime si pofadné rozmyslet,
v jakém poradi je budeme ubytovavat.

Pokud bychom ale zacali prvnim autobusem a ubytovali lidi z jeho
sedadel {1,2,3,...}, nikdy by se nedostalo na lidi z ostatnich autobusi,
protoze v prvnim autobusu poirad bude nékdo, koho je tfeba ubytovat.
Proto budeme rozsifovat pocet autobust, ze kterych ubytovavame lidi.
Kdybychom ale chtéli napriklad nejprve ubytovat vSechny, kdo sedi na
sedadle ¢islo 1 ve vSech autobusech, pro zménu bychom nikdy neubyto-
vali lidi z ostatnich sedadel. Problém lze vyfesit napiiklad nésledujicim
systémem ubytovani hostu.

Jako prvni ubytujeme hosta z prvntho sedadla prvniho autobusu. Do
druhého pokoje ubytujeme hosta z prvniho sedadla druhého autobusu.
Do dalsiho pokoje ale nepiijde host ze tfetiho autobusu, nybrz opét z prv-
niho, konkrétné z druhého sedadla. Az pak ubytujeme hosta z prvniho
sedadla tfettho autobusu, po ném hosta z druhého sedadla druhého au-
tobusu, potom hosta z tfetiho sedadla prvniho autobusu. Nasleduje host
z prvniho sedadla ¢tvrtého autobusu a tak dale. Zacatek této posloup-
nosti muzeme ,zakodovat® jako (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1),
(1,4), (2,3). Graficky znazornéné to muzete vidét na obr.
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Cislo autobusu

1 2 3 4 5
1
2
3
Cislo sedadla
4
5 Cislo pokoje, kam
daného hosta ubytujeme
\J

Obr. 2: Ubytovani R¢ autobust o Ng cestujicich

MiZzeme si vSimnout, Ze v kazdé antidiagonéle, kterou ¢islujeme (hosté
na stejné antidiagonale maji stejny soucet ¢isla sedadla a &isla autobusu),
je koneéné mnoho lidi (v prvnf 1 host, ve druhé 2 hosté, ve tieti 3 hosté,
atd.), tedy na kazdou antidiagonalu se dostane, ale zaroven kazdy host
je v néjaké antidiagonale, takze se opravdu dostane na vSechny. To zna-
mené, ze jsme pravé dokizali rovnost N - Ng = N,

Od tohoto vysledku uz neni daleko k tomu, abychom dosli k zavéru,
Ze vSech racionélnich ¢isel (mnozina Q) je stejné mnoho jako vSech pii-
rozenych ¢isel (mnozina N).

Dale lze matematickou indukei rozsifit na§ poznatek na Rfj = Ry pro
libovolné pfirozené &islo n.

Dva na nekonec¢no

Po takovém tspéchu se nam ozvala dalsi cestovni kancelar, Ze by u nas
chtéla ubytovat sviij autobus hostt. AvSak nemé sedadla ocislovana Cisly;
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ma je oznacena vSemi nekonefnymi ¢arovymi kody (tedy nekoneénymi
posloupnostmi ¢ernych a bilych tseki), jako tfeba ten na obr.

Obr. 3: éérovy kod

Musime vas vSak zklamat, takovy autobus neubytujeme. Jak to ale
dokézat? Dikazy, Ze néco nejde, byvaji v matice véts§inou mnohem ob-
tiZné&jsi nez dikazy, Zze néco jde. Nebo nemusi byt ani komplikované, ale
¢asto vyzaduji néjaky hezky netrividlni napad. Tohle je jeden z nich.

Predstavme si, pro spor, Ze by se nam hosty z takového autobusu po-
vedlo ubytovat. Nasledné vytvorme ¢arovy kod tak, ze prvni tsek tohoto
kédu bude jiny nez prvni tsek ¢arového kdédu hosta v prvnim pokoji
(tj. bude Cerny, pokud prvni ¢arovy kod zacina bile, jinak bude bily).
Druhy tusek tohoto kodu bude jiny nez druhy tsek ¢arového kédu hosta
v druhém pokoji. Treti bude jiny nez tfeti tsek tietiho. ..

Tak jsme vytvorili ¢arovy kod (nazyvany ,negace hlavni diagonaly*),
ktery jisté prislusi néjakému hostovi. Ten host vSak nemuze byt ubytovan
v prvnim pokoji, protoze se neshoduji v prvnim tseku. Nemtze byt ani
v druhém, protoze tam se neshoduji v druhém tseku. .. TudiZ tento host
neni ubytovan v nasem hotelu. Jako bonus (neni t¥eba k nasemu dikazu)
si muZete rozmyslet, Ze toto neni ani zdaleka jediny host, na kterého se
nedostalo.

Neubytovan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-
|

Obr. 4: Cantorova diagonélni metoda

Timto postupem (ktery se nazyva Cantorova diagonalni metoda) jsme
dokazali, ze v autobuse takové cestovni kancelafe neni stejny pocet lidi,
jako pokojui u nas v hotelu. Ale oc¢ividné jich je také nekonecno.
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Toto ,,jiné“ nekonec¢no je zvykem (za jistych pfedpoklad které zde
nebudeme vice rozvadét) oznacovat symbolem N;. V pFislugném jazyce
muZeme napsat 8; = 2%0; viz ¢arové kody, které maji na kazdém policku
(indexovaném prirozenymi ¢isly — téch je Ng) jednu ze 2 moznych barev
{bila, erna}.

Pokud bychom méli zavedeny pojem mohutnosti, mohli bychom snadno
ukazat, ze Ny > Ny. Rozmyslete si, ze priradit naopak ke kazdému pokoji
unikatni ¢arovy kod (tj. prosté zobrazeni opa¢nym smérem) je trivialni.

Mohutnost 8; mé napfiklad potenéni mnozina ptirozenych ¢isel, ktera
se zna¢i P(N) = {M | M C N}, tj. mnozina v8ech podmnozin pfirozenych
Cisel; stejné tak ma mohutnost N; i mnozina realnych ¢isel R. Vidite
analogii mezi R, P(N) a mnozinou vSech nekone¢nych ¢arovych koda?

Vsimnéte si nakonec, Ze realnych ¢isel (mnozina R) je ostie vice nez
racionalnich ¢isel (mnoZina Q).

Zaveér

Existuje mnoho druht nekone¢na (eh, vlastné t&ch nekonecen existuje
nekoneéné mnoho) a spousta zajimavosti o nich.

Pokud vas toto téma zaujalo, podivejte se do naseho ¢asopisu [2] na
pokrac¢ovani a rizné ulohy o nekonecnech. Kdyz néjakou ulohu vyresite
a odeslete, my vam ji zpét poSleme okomentovanou. Také ndm miuzete
poslat pfispévek o ¢emkoliv, co s tématem souvisi; a kdyz se nam bude
libit, tak ho otiskneme v budoucim ¢&isle ¢asopisu M&M.

Literatura

[1] https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-1.pdf
[2] https://mam.mff.cuni.cz/media/cislo/pdf/28/28-2.pdf

YTim predpokladem je, ze povazujeme hypotézu kontinua za pravdivou. O ni se
vice informaci dozvite na:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypot/%C3%A9za_kontinua.
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Soubéh narozenin

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

,Jé, ty mas narozeniny stejny den v roce jako ja? To je ale vzacna
nahodal!*

Je to opravdu vzacna ndhoda? Mezi dvéma osobami je pravdépodob-
nost soub&hu narozenin ve stejném dni v roce opravdu mala, jen 1/365,
tedy priblizné 0,3 %. A mezi vice osobami? Jaka je napfr. pravdépodob-
nost, ze mezi 22 fotbalisty na hfisti dojde k alesponn jednomu soubéhu
narozenin? A k soubéhu alespon trojich narozenin v jednom dni v roce?

1. Soubéh dvojich narozenin

Budeme uvaZovat nepfestupny rok, tedy rok, ktery méa 365 dni. Bu-
deme predpokladat, ze kazdy den v roce je na narozeniny stejné prav-
dépodobny a Ze mezi uvazovanymi osobami nejsou zadné vazby, napft.
ze se nejedna o dvojcata. Tedy Ze vyskyty narozenin rtiznych osob jsou
nezéavislé jevy. Zajimame se jen o dny v roce, zatimco rok nas nezajima.

1.1. Dvé osoby

Uvazujme nejdiive pouze 2 osoby. Kazda z nich mtiZze mit narozeniny
libovolny den v roce se stejnou pravdépodobnosti. To je celkem

¢ = 365>

moznych pfipadid. Aby nedoslo k soub&hu narozenin, miZe mit prvni
osoba narozeniny kterykoliv z 365 dni v roce, ale druhé osoba muze mit
narozeniny pouze jeden ze zbyvajicich 364 dnt v roce. Takze celkovy po-
¢et moznosti, kdy nedojde k soubéhu, protoze kazdy den mé narozeniny
nejvyse jeden ¢lovék, je

c1 = 365 - 364.

Tedy pravdépodobnost nesoub&hu bude

c1_ 365-364
¢ 3652

n =
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Tento zlomek by $lo kratit, ale my ho ponechame v tomto tvaru, protoze
to bude vyhodné pozdéji.
A pravdépodobnost soubé&hu je

1 1
= —
365’
jak jsme uvedli v avodu.
1.2. TTi osoby
Pro 3 osoby mame celkem
c = 365°

moznosti, protoze kazda ze t¥i osob miize mit narozeniny libovolny den
v roce. Aby nedoglo k Zadnému soubéhu narozenin, miZe mit prvni osoba
narozeniny libovolny den v roce, tedy v 365 piipadech. Druha osoba jiz
musi mit narozeniny pouze libovolny den ve zbyvajicich 364 dnech a
tfeti osoba ve zbyvajicich 363 dnech. Tedy celkovy pocet moznosti bez
soubéhu, kdy méa kazdy den narozeniny nejvyse jeden ¢lovék, je

c1 = 365 - 364 - 363.
Tedy pravdépodobnost nesoubéhu bude
c1  365-364-363

"= 365°

1.2.1. Znacdeni

Pripravime si uziteény zptisob zapisu takovychto soucini. Podobné
jako soucet ¢isel 1ze zapsat pomoci velkého Feckého Sigma, napf.

3
ay +az +as = E a;,
i=1

tak pro soucin pouzivame velké fecké Pi, napft.

3
ai - az - asz = Hai.
i=1
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S timto znacenim tedy muzeme psat

365
c1 = 365 - 364 - 363 = H i.
1=363

Pro znaceni i pro vypocéty je uZiteéné zavést operaci faktorial. Znadci
se vykfi¢nikem za ¢&islem a faktorial prirozeného ¢isla je soucin vsech
prirozenych ¢isel od jedné do daného ¢isla, tedy napt. 3! =1-2-3 = 6,
obecné

k
k=]
i=1
Protoze
| (k+1)!
 k+1
je prirozené dodefinovat 0! = 1. S pouzitim faktoridlu mizeme psét
365!
=365-364-363 = —.
“ 362!

1.3. Obecny pocet osob

Abychom nase vysledky mohli pouZit i pro feSeni jinych tloh, nez je
soub&h narozenin v roce, zobecnime zadéni a zavedeme toto znaceni:
h pocet osob (hraci) a d podet dnt. Pak bude celkovy pocet moznych
pripadu

c(h,d) = d".
Pocet moznosti, kdy nedochazi k soub&hu narozenin, tedy kdy mé kazdy
den narozeniny nejvyse jedna osoba, bude (za piedpokladu h < d) soudin
h ¢&isel
d!

alhd)=dd=1)...(d=h+1)= o0

Pravdépodobnost nesoubé&hu bude

Cl(h7 d)
c(h,d)

n(h,d) =

a pravdépodobnost soubéhu alespon dvojich narozenin bude
sa(h,d) =1 —mn(h,d).
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Pro h = 2 hréce a pro d = 365 dnil dostavame pravdépodobnost soubéhu
alespon dvojich narozenin

$2(2,365) = 0,00274,

tedy méné nez 0,3 %, takZe soub&h narozenin v paru je vyjime¢ny. Pro
h = 22 hraci je pravdépodobnost soubéhu

$2(22,365) = 0,476,

tedy priblizné 48 %, takze soub&h narozenin mezi 22 hraci na fotbalovém
hiisti je bézna zalezitost. A to ani nepocditame rozhod¢i a trenéry.

No a kdybychom zahrnuli i divaky, tak pokud bude celkovy pocet osob
vEétsi nez pocet dnil v roce, obecné pokud h > d, tak je soubéh jisty. Toto
samoziejmé tvrzeni se nazyva Dirichlettiv princip, nékdy oznacované také
jako zasuvkovy princip nebo holubnikovy princip. Jedna jeho podoba
zni: Kdyz méme stil s d zdsuvkami a v nich uloZeno h tuzek, tak pokud
méame vice tuzek nez zasuvek, tedy pokud h > d, tak budou v alespon
jedné zasuvce alesponn dvé tuzky.

Zavislost pravdépodobnosti soub&hu narozenin na poc¢tu hracu uka-
zuje obr. [T} Pro maly pocet hra¢u je pravdépodobnost témér nulova, pro
velky pocet hraci je rovna jedné, tedy soubéh je jisty.

S2
1.0

08l
o.sé
o.4§
o.2§

50 100 150 200 250 300 350

Obr. 1: Zavislost pravdépodobnosti, ze dojde k soub&hu narozenin mezi h hraci
na poctu hraca pro d = 365 dnii. Napf. pro h = 57 je s2 = 0.9901.
Polozme si otazku: Pro které h tato zavislost prekro¢i jednu polovinu
v zéavislosti na po¢tu dnt d? Tedy feSime rovnici
1

Sg(h,d) = 5
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Pokud neexistuje celo¢iselné feSeni této rovnice, mizeme se ptat, pro
které nejmens piirozené h je so(h,d) > 3. K otazce neceloéiselnosti h se
jesté vratime.

Odpovéd na tuto otézku lze hledat dvojim zptisobem. Muzeme zvolit
numericky experiment. Pro rtizné hodnoty d napf. mezi 1 a 100 mtzeme
postupné zvySovat h, pocitat sy a zaznamenat si takovou hodnotu h, pfi
které so pfekroci % Obr. [2| vlevo ukazuje zavislost h na d za podminky
sa(h,d) = % Graf pfipomind odmocninu. V pravé ¢asti tohoto obrazku
vidime stejna data, ale na svislé ose je vynesena hodnota h2. Body se
srovnaly podél pfimky. KdyZ témito body prolozime p¥imku (napf. me-
todou nejmensich ¢tverct) a vykreslime ji také do grafu, vidime, Ze body
lezi velice blizko této primky. Zavér je, ze je-li pocet hracn pfiblizné od-
mocnina z poc¢tu dni, tak je pravdépodobnost soubéhu pfiblizné jedna
polovina, tedy bézny jev.

h h2
12}
o
: o
] 2
)i ............. :
af :
g 40‘
2 20‘
‘ | | ‘ ‘d ‘ ‘ ‘ ‘ |
20 ) ® 80 100 20 40 60 80 100

Obr. 2: Vlevo: zavislost po¢tu hra¢i h na poctu dnt d, aby byla pravdépodob-
nost soubéhu narozenin jedna polovina. Tato zavislost pFipomina graf funkce
odmocnina. Vpravo: stejna data jako na obrazku v levé ¢asti, ale na svislé ose
je vynesena, veli¢ina h%. Body lezi podél pfimky, coz ukazuje, Ze zavislost h na
d je priblizné odmocninova.

Pozorny ¢étenar si vS8imne, Ze h na obr. [2] nabyva i neceloc¢iselnych
hodnot. To je dano tim, Ze obr. [2] jsme vytvorili pomoci matematického
software Mathematica tak, Ze jsme pro jednotlivé hodnoty d Fesili rovnici
sa(h,d) = % a tento software pouZziva zobecnéni faktoridlu i pro nece-
lo¢iselné argumenty. Pro zvidavého ¢tenéafe: Toto zobecnéni se (aZ na
posunuti o jedni¢ku) nazyva Gama funkee, viz obr.

Druhy zpusob, jak dojit k tomuto zavéru, je nahradit faktorialy v rov-
nici sy(h,d) = % pomoci Stirlingovy formule. Potom za piedpokladu, Ze
d je velké, bychom dospéli opét k zavéru, ze h je priblizné rovno odmoc-
niné z d.
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‘ ‘ Lo
0 1 2 3

Obr. 3: Faktorial n! = 1-2-..-.n pro pfirozena n lze dodefinovat pro nulu

hodnotou 0! = 1 a také pro kladna necelo¢iselnd n pomoci gamma funkce

n!l=T(n+1)

1.3.1. Pouziti v kryptografii

Zatim jsme naSe vypoCty podavali jako matematické TeSeni ulohy
o pravdépodobnosti soubéhu narozenin fotbalovych hracu, tedy bez prak-
tického pouziti. Tyto tvahy maji v8ak pouZiti mimo jiné v kryptografii.
To je ¢ast matematiky, kterad se zabyva metodami bezpe¢ného pienosu
zprav a digitdlnim podpisem dokumentu. Pro tyto ucely se pouzivaji
mimo jiné také heSovaci funkce (anglicky hash function) [I]. Vstupem pro
takovou funkci je posloupnost znakii libovolné kone¢né délky a vystupem
je celé ¢islo mezi 0 a jistou maximalni hodnotou. HeSovaci funkce se na-
vrhuji tak, aby bylo snadné spocitat vysledek ze vstupnich dat, ale aby
bylo velice obtiZzné nalézt vzor ze znalosti funkéni hodnoty, to znamena
vstup dévajici dany vysledek. Nebo nalézt jiny vzor, ktery dé stejnou
funkéni hodnotu. Je-li pocet moznych vstupti vétsi nez pocet vystupnich
hodnot, pak takovéa funkce nemuZe byt prosta a je jisté, Ze existuji ruzné
vstupni hodnoty, které daji stejny vysledek. Tedy Ze dochazi k soub&hu.
A zde se nabizi srovnani s nasi alohou o soub&hu narozenin. Funkce, kte-
rou uvazujeme, piitazuje kazdému ¢lovéku den narozenin (z d moznych).
My poté vybirame ze vSech lidi h hraca.

Volme nyni ndhodné h vstupnich hodnot heSovaci funkce, ktera ma d
moznych funkénich hodnot. Pokud jich zvolime dostatek, konkrétné je-li
h > V/d, je velice pravdépodobné, Ze najdeme dva rizné vstupy, které
daji stejny vysledek. Je-li dokonce h > d, je soubéh jisty.
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Proto je dulezité navrhovat heSovaci funkce tak, aby pocet moznych
vysledkt byl veliky. NapfF. kryptoména bitcoin pouZiva heSovaci funkci
SHA-256, ktera ma funkéni hodnoty dlouhé 256 bitd, tedy nabyvaji jedné
z 2256 hodnot. V nagem znaceni d = 22°6. Abychom s velkou pravdépo-
dobnosti nasli soubéh, tedy dva rizné argumenty, které daji stejny vy-
sledek, méli bychom vyzkouset

h=Vd= 2256 = 2128 = 10

vstupnich hodnot. Jak by to asi dlouho trvalo? Dnesni pocitade pracuji
s hodinovym kmitoé¢tem v fadu GHz, tedy za jednu sekundu provedou
pfiblizné 10° operaci. I kdybychom zapojili 10 miliard procesorii najed-
nou (to je trochu vice, nez je soucasny pocet obyvatel nasi planety), tak
jsme schopni provést 10 operaci za vtefinu. TakZze provést 103® operaci
by nam trvalo 1038/10'% = 1019 s. To je déle, nez je odhadované staif
vesmiru, coZ je piiblizné 14 miliard let = 14-10°-365-24-3600 = 10'" s.
Tedy, u této heSovaci funkce nehrozi, Ze by nékdo pouhym zkousenim
nasel dva ruzné vzory, které daji stejny vysledek.

2. Soubéh trojich narozenin

A jaka je pravdépodobnost, Ze tifi hraci budou mit narozeniny ve
stejny den v roce? Ocekavame, Ze to bude fidsi jev nez soubéh dvo-
jich narozenin. Podivejme se nejprve na krajni pfipady. Bude-li pocet
hrac¢a h < 3, pak k soub&hu t¥i narozenin nikdy nedojde. Bude-li naopak
h > 2d, pak soubéh trojich narozenin je jisty. A jak to bude mezi témito
dvéma krajnimi pfipady? Pocet pfipadi, kdy dochézi k soub&hu alespon
trojich narozenin v jednom dni, dostaneme tak, ze od celkového poctu ¢
pripadii odec¢teme pocet ¢ pripadi, kdy nedochéazi k soubéhu, a pocet
¢2, kdy dochazi k soubéhu dvou (ale ne vice) narozenin.

Ukazeme si dvé mozné cesty k feSeni: Gtok hrubou silou a diferenc¢ni
rovnici.

2.1. Utok hrubou silou

Utok hrubou silou (anglicky brute force attack) znamend zptisob fe-
Seni, kdy si napiSeme vSechny mozné piipady a pak spocitame, kolik
z nich spliiuje danou podminku. To je mozné jen pro malé hodnoty,
které daji maly pocet pripadi. Tuzkou na papife lze zvladnout desitky,
nejvyse stovky pripadi, na pocitaci lze pracovat s miliony pfipadi. Ani
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to ale ¢asto nestaci. Uvazme nasi ulohu, kterd pro h = 22 hra¢t a d = 365
dni ma celkovy pocet moznych piipadi c(h,d) = d* = 3652 = 2 - 10°6.
Zpracovat tak velky pocet pripadua nelze stihnout za dobu mensi nez
je stafi naSeho vesmiru. Dalsi vazné omezeni této metody je kapacita
paméti pro uchovani informaci o v8ech pripadech. To lze Casto obejit
tim, ze kazdy jednotlivy piipad priitbézné vytvorime, zpracujeme a vy-
mazeme z paméti. [lustrujme si metodu hrubou silou tedy pro malé hod-
noty parametri, nap¥. pro poc¢et hract h € {1,2,3,4,5} a pro pocet dni
de{1,2,3,4,5}.

Nasledujici tabulka uvadi celkovy po¢et moznych piipadii c(h,d) = d".

!

2 3 4 5
2 5
4 9 16 25

8 27 125
16 81 256 625
32 243 1024 3125

[ = T = S = =

1
2
3
4
)

Pro ilustraci zvolme napt. h = 3 hrace a d = 4 dny. Pak celkovy pocet
pfipadii je ¢(3,4) = 43 = 64. Tato hodnota je v tabulce zdiiraznéna
rameckem. Téchto 64 pfipadi lze rozdélit do t¥i skupin.

V prvni skupiné jsou pfipady, kde nenastava soubéh. Téchto piipadi
je c1(3,4) = (4%;’)! = 4-3-2 = 24. Tyto p¥ipady bez soubéhu uka-
zuje nasledujici tabulka. Buiiky jsou sefazeny vzestupné, &islo vpravo
mé nejmensi vahu (podobné jako Fadime piirozena &isla).

1231124 1132|134 |142|143
213121412311 234(2411]243
3121314321324 (341|342
412 (413421423431 (432

Napf. policko na druhém radku vlevo znamena piipad, kdy prvni
hra¢ méa narozeniny druhy den, druhy hra¢ méa narozeniny prvni den,
tfeti hra¢ ma narozeniny tfeti den a ¢tvrty den uz nema z nasich tfech
hra¢a narozeniny zadny.

Ve druhé skupiné jsou pi¥ipady, kdy nastava soubsh dvou (ale ne vice)
narozenin. Tyto piipady ukazuje nasledujici tabulka.
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1121113 114|121 |122|131]133|141 144
2111212 (2212232241232 (233|242/|244
3111313 (1322(323(331(332(334|343|344
41114141422 (4244331434 (441 (442|443

Napf. policko na druhém radku vlevo znamena piipad, kdy prvni
hra¢ mé narozeniny druhy den, zatimco druhy i tfeti hra¢ maji soubézné
narozeniny prvni den. Tteti a ¢tvrty den uz nemé narozeniny nikdo.
Ozna¢me symbolem ¢y (h, d) pocet pripadi, kdy dochazi k soubshu dvou
(ale ne vice) narozenin. Tato tabulka méa 36 policek, takze jsme hrubou
silou zjistili, Ze c2(3,4) = 36.

A ve tFeti skupiné budou pfipady, kdy nastava soubéh tii (ale ne
vice) narozenin. Jejich podet oznatme c3(h,d). Tyto piipady ukazuje
néasledujici tabulka.

(111]222[333[444|

Tato tabulka ma 4 poli¢ka, takze jsme hrubou silou zjistili, Ze c3(3,4) = 4.
P1i t¥ech hracich nenastava soubéh vice nez t¥i narozenin, takZze nas vy-
¢et je uplny. Pro kontrolu sec¢teme

c1(3,4) + ¢2(3,4) 4+ ¢3(3,4) = 24 + 36 + 4 = 64,
coz je presné celkovy pocet piipadi
c=d"=4* = 64.
Podobnym zptisobem lze najit pocet co(h,d) piipadi se soub&hem

dvou (ale ne vice) narozenin i pro jiné hodnoty h a d. N&kolik vybranych
vysledki ukazuje néasledujici tabulka.

i

N1 2 3 4 5
110 0 (© 0
211 2 ® 4
310 6 18 [36] 60
4 {0 6 54 180 420
510 0 90 600 2100

26 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Hodnota ¢2(3,4) = 36, o které jsme jiz psali, je zdiraznéna rameckem.
Dvé hodnoty jsou v krouzku. To jsou hodnoty, které budeme pozdéji
potiebovat pro rekurentni vypocet hodnoty v ramecku.

Pro vypocet mtizeme s vyhodou pouzit pocitacovy algebraicky systém
Mathematica a tyto prikazy

h=3;

d=4;

pripady=Tuples [Range[d] ,h];
maxsoubeh[x_] :=Tally[x] [[A11,2]]//Max;
soubehy = Map[maxsoubeh,pripady] ;
pocty = Tally[soubehy]

{{3, 4}, {2, 36}, {1, 24}}

Piikazem Tuples si pfipravime vSechny h-tice ¢isel od 1 do d, tedy
v8echny mozné pfipady. Pak si pfipravime funkci maxsoubeh, ktera pro
kazdy pripad najde, kolikrat se vyskytuji nejéastéjsi narozeniny. Zde jsme
pouzili pfikaz Tally, ktery ze vstupni posloupnosti najde, kolikrat se jed-
notlivé prvky v posloupnosti vyskytuji, a vytvori dvojice [prvek, pocet
jeho vyskyti]. Dvojkou jsme vybrali pouze druhou polozku dvojice, tedy
pocdet vyskytia. A piikazem Max dostaneme nejvyssi pocet vyskyta. Fun-
kci maxsoubeh pustime na kazdy piipad a nakonec si zjistime, kolikrat se
jednotlivé typy soub&hti vyskytuji. Vysledek nam tiké, Ze trojity soubéh
nastava 4 krat, dvojity soub&h 36 krat a piipadii bez soubéhu je 24. Ve
shodé s vyse uvedenymi vysledky.

Timto zptasobem, tedy hrubou silou, nelze nalézt c3(22,365). Ukazme
si tedy jiny zptsob pomoci diferen¢ni rovnice.

2.2. Diferené¢éni rovnice

Odvodime si vztah, ktery nam dovoli spoéitat hodnotu ca(h,d) po-
moci hodnot co pro mensi argumenty. Takovy vztah se nazyva diferen¢ni
rovnice.

Prikladem jednoduché diferenéni rovnice je

Ap+1 = 2(Zn.

Resenim je posloupnost, zde a,,, které se rikd rekurentné zadana posloup-
nost.
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Samoziejmé, ze bychom radéji méli vztah, ktery by nam dovoloval
spoc¢itat hodnotu ca(h,d) jen ze znalosti h a d, ale kdyZ se nam takovy
vztah nepodafi najit, musime se smifit alespon s rekurentnim vztahem.

Takze, kolik je moznosti, kdy nastane soubéh dvou (ale ne vice) naro-
zenin? Prvni hra¢ maZze mit narozeniny libovolny den. To je d moZnosti.
Pak:

e bud mé v tento den narozeniny jesté néktery ze zbylych h —1 hraca a
ostatni dny se vyskytuji uz bud bez soubghu (téch je ¢1(h—2,d —1))
nebo nejvyse s dvojitym soubéhem (t&ch je co(h — 2,d — 1)),

e anebo se tento den jiz neopakuje, pak musi narozeniny ostatnich hraci
vykazovat pravé dvojity soubéh (téch je ca(h — 1,d — 1)).

To dava rekurentni vztah
ca(h,d) =d((h—1)(ci(h—2,d—1)+c2(h—2,d—1))+ca(h—1,d—1)).
Napf. pro h = 3, d = 4 dostaneme

c2(3,4) = 4(2(e1(1,3) 4+ ¢2(1,3)) + ¢2(2,3)) = 4(2(3+0) + 3) = 36

v souladu s ddaji v tabulce. Vidime, Ze pro vypodet urc¢ité hodnoty
co(h,d) potFebujeme dvé hodnoty z této tabulky, a to hodnotu
ca(h—1,d—1) (soused vlevo nahote) a hodnotu cg(h—2,d—1) nad touto
hodnotou. Tedy pro vypocet urcité hodnoty cs(h,d) nap¥. ¢(22,365)
potfebujeme znat hodnoty na prvnich dvou fadcich tabulky, tedy co(1, -)
a c2(2,-), a hodnoty v levém sloupci, tedy cz(+,1). Tyto hodnoty snadno
dostaneme nasledujici ivahou. Pro jednoho hréce, kdyz je h = 1, soubéh
dvojich narozenin nemtZe nastat. Proto ca(1,d) = 0 pro v8echny hod-
noty d. Pro dva hrafe muze nastat soubéh dvojich narozenin tolikrat,
kolik je dni, tedy c2(2,d) = d pro vSechny hodnoty d. A pokud uvazu-
jeme pouze jeden den, tedy d = 1, tak pro 3 a vice hra¢i nemiize nastat
soubéh pouze dvojich narozenin, ale pravé h narozenin, tedy pro h > 3
je ca(h,1) = 0. Témto podminkéch se fikd okrajové podminky.

Pro vypocet mizeme opét s vyhodou pouzit pocitacovy algebraicky
systém Mathematica. Okrajové podminky i diferen¢ni rovnici mizeme
zadat nasledujicimi piikazy

clh_,d_]:=d"h;
cllh_,d_]:=d!/(d-h)!;
c2[2,1]:=1;
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c2[1,d4_]1:=0;
c2[2,d_]:=4d;
c2[h_,1]:=0;

c2[h_,d_]:=d*((h-1)*(c1[h-2,d-1]+c2[h-2,d-1])+c2[h-1,d-1]);
s2[h_,d_]:=(c[h,d]-c1[h,d])/c[h,d];
s3[h_,d_]:=(c[h,d]-c1[h,d]-c2[h,d])/c[h,d];

A pak se mizeme presvédcit, jestli dostaneme stejny vysledek, jako jsme
dostali hrubou silou

In[10]:= c2[3,4]
Out[10]= 36

Ano, to je stejny vysledek. A miZeme se presvédcit, jaka je pravdépo-
dobnost soubéhu alespon dvojich narozenin mezi 22 hraci

In[11]:= s2[22,365]//N
Out [11]= 0.475695

Funkci N jsme pouzili, abychom dostali pfibliznou numerickou hodnotu,
jinak bychom dostali zlomek, kde ¢itatel i jmenovatel jsou velka prirozena
¢isla.

A nakonec muzeme snadno spocitat pravdépodobnost soub&hu ales-
pon trojich narozenin mezi 22 hraci

In[12]:= s3[22,365]//N
Out[12]= 0.0110777

Tedy piiblizné jedno procento, coz je vyrazné méné nez pravdépodobnost
soubéhu dvojich narozenin, jak jsme ocekavali.

Podékovani. Za inspiraci k témto dvaham dékuji svému ptiteli Lubosi

Ruliskovi.
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Liping Ma: Znat a ucit elementarni matematiku.
Jak ucitelé v Ciné a ve Spojenych statech rozumf
zakladni matematice

Zdenek Halas, MFF, Univerzita Karlova, Praha

V roce 1999 poprvé vysla kniha Knowing and Teaching Elementary
Mathematics (Zndt a ucit elementdrni matematiku. Jak ucitelé v Ciné a
ve Spojengjch statech rozumi zdkladni matematice, Cesky preklad J. Ra-
kosnik, Edice Galileo, sv. 77, Academia, Praha, 2021) zaloZen4 na dizer-
ta¢ni praci, kterou na Stanfordové univerzité ispésné obhajila vynikajici
¢inska ucitelka matematiky a badatelka v oblasti didaktiky matematiky
Liping Ma. Kniha vzbudila zna¢nou pozornost jiz pfed svym vydanim,
oslovila totiz nejen ty, ktefi se zabyvaji vyuCovanim matematice, ale oce-
fiovali ji i matematikové samotni. Dockala se nékolika vydani, prekladt
do rtaznych jazyki i studii, které mély zhodnotit jeji vliv; jedna z nich je
pfipojena na konci ¢eského vydani. Analyzy a podrobngjsi recenze vy-
Sly u nas napt. v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie (¢islo 66,2
z roku 2021 a ¢islo 53/4 z roku 2008).

Liping Ma byla jako stfedogkolska studentka poslana v dobé ¢inské
Kulturni revoluce do horské vesnice na ptrevychovu. Po nékolika mési-
cich byla pozadéna, aby vyucovala ve vesnické skole. Postupné se stala
feditelkou Skoly, za svou préaci byla ocenovana. Vystudovala Vychodo-
¢inskou vysokou Skolu pedagogickou a rozhodla se pokracovat ve studiu
i v odborné praci ve Spojenych statech: studovala a pracovala na Michi-
ganské statni univerzité, kde se také podilela na vyvoji a analyze nérod-
niho pfehledu matematickych znalosti uéitelt zakladnich skol. Znalosti
americkych ucitela i jejich pristup k matematice ji prekvapil, a tak se
rozhodla vénovat se srovnani ¢inskych a americkych uéitelt ve své dizer-
ta¢ni praci, kterou obh4jila na Stanfordové univerzité.

él’nskym a americkym ucitelim pfedlozila ve svém vyzkumu &tyfi
ilohy, na nichZ pozorovala pfistup a znalosti uciteli z obou skupin:

1. Pojeti vykladu pro druhy roénik zakladni Skoly: od¢itéani, napf.
52-25, 91-79.

2. Prace s chybami zaki: co délat, kdyz zaci pfi pisemném nasobeni
vicecifernych ¢isel neposouvaji ¢asteéné soudiny.
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3. Jak byste vypocitali 1% : %? Uved'te slovni tilohu & model, ktery
by tuto ulohu dobfe ilustroval.

4. Samostatna matematické prace: jak byste pracovali s zakyni, ktera
ucinila ,,objev*, Ze se zvétSujicim se obvodem obdélniku se zvétsuje
i jeho obsah.

Vysledky porovnani byly jednozna¢né: ¢insti ucitelé ve vSech ulohéach
prokazovali podstatné hlubsi porozuméni matematické podstaté, které
se pozitivné odrazelo v kvalité jejich vyucovani. Pfi svych vykladech
prokazali nejen lepsi znalost jednotlivych postupi (tzv. proceduralni po-
rozuméni), ale také uméli podat fadné matematické zdivodnéni a vedli
zéky k hlubsimu porozumeéni témto postuptm (tj. kladli diraz na tzv.
konceptualni porozuméni). Navic ¢asto uméli predlozit rizné postupy
a podat rizna vysvétleni. Byli si dobfe védomi névaznosti jednotlivych
témat.

Vyklady americkych uéiteli nebyly tak hluboké, podrobné, nevedly
dostatecné zaky k samostatnému uvazovani nad matematickymi prob-
lémy. Kvalitni feSeni a zdivodnéni podavalo u jednotlivych tloh kolem
80 % cinskych uditeldi, avSak jen necela ¢tvrtina uditeli americkych.
Bylo tomu tak navzdory tomu, Zze americ¢ti ucitelé dosahli formalné mno-
hem vyssiho vzdélani (alespon bakalaisky titul) oproti u¢itelm ¢inskym,
ktefi za sebou méli jen asi 12 let 8kolni dochazky (9 let na ekvivalentu
nasi zakladni skoly a dalsi dva ¢i t¥i roky na uditelském dstavu).

V celé knize se hovoii o srovnavani ¢inskych a americkych uciteli;
nejde v8ak pouze o porovnani dvou skupin, ani porovnani narodu. Liping
Ma se soustiedi na podstatu problému: na odlisné ptistupy, jejich pficiny
a dusledky. Zejména disledky jsou podstatné: mnohem lépe vzdélani zaci
A\ éiné, jak pravidelné ukazuje mezinarodni srovnavani jejich matema-
tickych schopnosti. Proto se podrobné vénuje otazce, pro¢ ¢insti ucitelé
dosahuji podstatné lepsich vysledkii nez ucitelé americ¢ti. Jeden z nejvy-
raznéjsich prvka, ktery k tomu prispiva, je to, Ze ¢insti ucitelé na sobé
neustale pracuji; po dosazeni formalniho vzdélani a nastupu do zamést-
nani jejich rast v matematice nekonci, spiSe zaciné: studuji spole¢né
s ostatnimi uciteli osnovy, uéebnice, fesi sbirky pokrodcilych tloh, nad
jejich fesenim spole¢né diskutuji, sdéluji si své zkuSenosti. Nepodcenuji
elementarni matematiku, ale pfistupuji k ni s pokorou a s upfimnou sna-
hou o jeji dokonalé porozuméni a o skutecné kvalitni vyuku zaloZenou
nikoli na pouhém predloZzeni postupt, ale o jejich odvozeni, zdtivodnéni;
velmi ¢asto pak vedou zaky k objevovani jednotlivych zakonitosti.
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Liping Ma

ZNAT A UCIT
ELEMENTARNI
MATEMATIKU

Jak uéitelé v Ciné
a ve Spojenych statech rozumi

zakladni matematice

academia
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Prakticky cely text lze také chapat tak, ze obraci pozornost zpét k tzv.
obsahu, tj. samotné vyucované latce. Cinf tak v souvislostech, nezapo-
miné tak na ulitele a zdka. Mnozi matematici i didaktici matematiky
ocefuji, Ze jsou vechny tyto t¥i slozky (latka, ucitel, zak) dobie vyva-
zené.

Kniha tak neni jen porovnanim dvou skupin uciteld z riznych stéati,
ale dava naméty ke zlepSeni. Navic srozumitelné ukazuje piiklady dobte
provadéné klasické vyuky oproti klasické vyuce nekvalitni, kterd zaky
k hlub8imu porozuméni nevede. Tento pozitivni pristup povazuji za hod-
notny, nebot v b&znych debatach (zejména ve vefejném prostoru) jsme
spise svédky zbytecné polarizujicich se debat ohledné vyucovani mate-
matice, a to na tikor odborného ptistupu.

Kniha se velmi dobfe ¢te, jiz od prvni stranky je zajimava, podnétna,
dobi‘e srozumitelné i nematematikim. Ke ¢tivosti prispiva i kvalitni pre-
klad, ktery potidil Jifi Rakosnik z Matematického ustavu Akademie véd.
Diky své matematické erudici, odpovédnému piistupu, zajmu o vyuco-
vani i konzultacim s ¢eskymi didaktiky je jeho pfeklad ¢tivy a po odborné
strance na vyborné trovni.

Vydéni této knihy v ¢es$tiné povazuji za prinosny pocin. Vérim, ze
z ni tak budou moci snaze Cerpat nejen ucitelé, ale i studenti ucitelstvi.
Jednotlivé problémy v ni obsazené a jejich analyzy pfesahuji hranice ele-
mentarni matematiky a jsou tak podnétné i pro uditele na stfednich a
vysokych skolach. Myslim tedy, Ze kniha Zndt a ucit elementdrni mate-
matiku muze dobfe prospét kazdému uciteli matematiky.

Literatura
[1] Beévaf, J.: Recenze knihy Znat a uéit elementarni matematiku. Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie, ro€. 66 (2021), ¢. 2, s. 142-146.

[2] Ma, L.: Knowing and Teaching Elementary Mathematics. Lawrence Erlbum
Associates, Mahwah, New Jersey, 1999.

[3] Ma, L.: Zndt a ucit elementdrni matematiku. Edice Galileo, sv. 77, Acade-
mia, Praha, 2021 (¢esky pieklad J. Rakosnik).
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Jak provokovat, kdyz dostanete tGlohu
o padu zelezné a drevéné koule Il

Leos Dvordk, MFF UK, Praha

V prvnich dvou ¢lancich této série ([I] a [2]) jsme fesili, jak je to
s dobou padu zelezné a dievéné koule. V prvnim z uvedenych ¢lanki
jsme trochu vic provokovali a ,$tourali“, v druhém jsme poctivé podci-
tali, jak vzduch pad téchto t&les ovlivni. Pojdme se op&t vratit trochu
k provokovani, a to v pripadé, ktery se zd& naprosto jasny: kdyz télesa
padaji ve vakuu. V tom pfipadé, jak vime, v daném gravita¢nim poli
vSechna télesa padaji se stejnym zrychlenim. TakZze ze stejné vysky musi
na zem dopadnout za stejnou dobu. Tak kde je tady prostor pro néjakou
provokaci? Pojdme se podivat. Takze:

Vzhiiru do vakua!

Nechme stranou moznost, ze dfevéna koule by mohla byt navlhla a
odpafovala by se z ni voda, presnéji vzato by se vyvafovala do vakua.
A kdyby to bylo nesymetricky, tfeba by i tento drobny ,raketovy efekt*
mohl pad koule ovlivnit. (Vida, jak by se také dalo provokovat.) Uva-
zujme dvé homogenni koule stejného poloméru, z nichz se nic neuvoliiuje,
jen bude mit kazdé jinou hmotnost. Na zacatku dame prvni kouli do ur-
¢ité vysky h, nechame padat (s nulovou poéateéni rychlosti) a zmé¥ime
dobu padu. Vse se déje ve vakuu. Pak provedeme presné totéz s druhou
kouli. Dopadnou za stejnou dobu?

Inu, zcela pfesné vzato nedopadnou. Proc¢?

Pojd'me se na celou situaci podivat ,,zvenku®, z inercialniho systému S,
ve kterém je Zemé na pocatku v klidu. Neuvazujeme pfitom zadné dalsi
vlivy pusobici na Zemi, tedy dalsi kosmicka télesa nebo to, ze nékdo
tfeba v Australii pousti na zem razné krychle... Prosté si cely prob-
lém idealizujeme: Mame jednu velkou tuhou sféricky symetrickou kouli,
tj. Zemi, a z vy8ky h od jejiho povrchu na ni pustime mensi kouli. Aby-
chom situaci jesté vic zjednodusili, nebudeme uvazovat rotaci Zemé nebo
budeme pokus délat na severnim ¢&i jiznim polu.

V systému S ovSem nejen padd nase Zeleznd nebo dfevénéd koule
k Zemi (se zrychlenim g = 10 m/s?), ale také Zemé smérem ke kouli.

34 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

Obé se totiz pritahuji stejné velkou silou. Je tedy
mxakx = Mzam

kde M, je hmotnost Zemé (asi 6 - 10%* kg) a a, jeji zrychleni. Podobné
znacime veli¢iny koule, pfitom zrychleni koule ay = g. Zrychleni Zemé
je tedy

(1)

¢ili mnohem mensi neZ zrychleni koule — ale je nenulové. A zavisi na
hmotnosti koule. Cili pro zeleznou kouli je v&tsi nez pro dfevénou. Vzda-
lenosti, které Zemé a koule pfi padu urazi, jsou také v poméru my /M,.
Kdybychom kouli o hmotnosti 6 kg poustéli z vysky 1 metr, urazila
by Zemé do dopadu vst¥ic kouli jen 10724 m. To neni moc, jen zhruba
miliardtina priméru atomového jadra vodiku. Dfevéna koule je méné
hmotna, Zemé k ni tedy pada s mensim zrychlenim — ¢ili d¥fevéna opravdu
dopadne na povrch Zemé o chvilicku pozdéji. Ovsem rozdily, jak vidime,
jsou velmi nepatrné.

Aby byl efekt vyraznéjsi, museli bychom nasi Zeleznou kouli mit v&tsi.
Nebudme trogkari a uvazujme kouli o poloméru asi 6 kilometrii, tedy
skoro tisicinu poloméru Zemé. Pak uz by zrychleni Zemé bylo miliard-
tinou zrychleni koule A kdybychom na$i kouli zvedli o deset metri,
pfi padu koule by se Zemé posunula o deset nanometri. To uz je délka,
kterou si lze pfedstavit, rozméry fadu nanometrid maji dnes struktury
v polovodic¢ovych ¢ipech. A pad Zemé o deset nanometri by znamenal,
Ze doba vzajemného padu koule a Zemé (neZ by se dotkly) by byla kratsi
o necelou nanosekundu oproti pripadu, kdyby padala koule o zanedba-
telné hmotnosti. A nanosekunda, to se také da zmérit; procesory v nagich
smartphonech ,,tikaji“ rychleji nez je tato doba.

,Seda kazda teorie...“ aneb problematika pokusu s padem
velké koule v praxi

Teorie ve skute¢nosti neni Seda, konec konct jsme se s ni v pred-
chozich ¢lancich ,,vyfadili“ docela barvité. Ale realita je vZidy jesté slo-

1) Presné by to platilo, kdyby koule byla pravé tisickrat mensf ne# Zemé a hustoty
koule a Zemé& by byly stejné. (Coz nejsou, hustota Zemé je asi o 30 % mensi.) Nam
zde ale jde o Ffadové odhady velikosti rtznych efektd, naptiklad o to, zda se Zemé
pohne o pikometry ¢&i jesté méné, nanometry, mikrometry, milimetry nebo vic. Proto
v naSem odhadu rozdil t¥icet procent neni podstatny.
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problémﬁ

Pominme ted ,,drobnost” typu, Ze Zemé& mé atmosféru a dany pokus
maé byt ve vakuu. TakZe bychom museli mit budovu o vysce, $ifce a délce
alesponi 12 kilometru a vycerpat z ni vzduch V ni uz pokus pohodlné
provedeme.

No, pohodlné. Nejdfiv tu kouli musime o deset metra zvednout.

e Problém 1: Mame dost energie?

Kolik je ke zvednuti koule potieba energie? Pfi zvedani o tak maly
kousek miizeme gravita¢ni pole Zemé povazovat za homogenni a pro
zménu potencidlni energie koule pouzit zndmy vyraz E, = mgh. Je
h=10m, g = 10 rn/s2 jen ta hmotnost koule je trochu velka, pro
kouli ze Zeleza asi 7 - 10" kg. Potiebna energie je tedy asi 7 - 1017 J.
Mame ji k dispozici?

Vzato celosvétové, mame. Celosvétova spotieba energie v roce 2019
byla asi 173 tisic terawatthodin, tento tdaj najdeme napiiklad na [3]
nebo téz na Wikipedii. Pfepoéet na jouly da 173000 - 102 W - 3600 s =
= 6,2 -10%° J. Pokud budeme nedtvéfivi, miizeme si tento tdaj ovéfit
jesté néjakym nezavislym zdrojem, napiiklad [4]. Tam se uvadi celo-
svétova produkce energie v roce 2019 necelych 15 tisic Mtoe. Jak se
mizeme poucit na [5], Mtoe je megatuna ropného ekvivalentu, tedy
mnozstvi energie, které se uvolni spalenim miliénu tun ropy. Dozvime
se tam také, ze

1 Mtoe = 4,186 8 - 106 J.

15 tisic Mtoe da po tomto piepoctu opravdu asi 6,2 - 102° J. Pro nas
pokus je potfeba asi tisicina tohoto mnozstvi. Takze kdyz presvédcime
cely svét, aby na néjakych deset hodin prestal spotfebovavat energii,
mame ji dost.

e Problém 2: Mame dost zeleza?

Trochu vétsi problém bude s potfebnym mnoZstvim Zeleza. Na webu
si miZzeme dohledat, viz napf. [6] nebo [7], Ze svétova produkce oceli

2)Obéas se k4, 7e ,nic neni problém, vechno je vyzva“. Takze bychom méli fadu
vyzev... ® Jak uvidime, tak nemalych.

3) Jestli by to $lo viibec udélat a budova by mohla odolat tlaku vzduchu (zfejmé
ne), to ted nebudeme fesit. Také byste si mohli pFedstavit, Ze mame nékde jinde kouli
o rozmérech a hmotnosti Zemé, ale ve vakuu, a pokus provadime na ni.

Y Pro odhad nam stadf takto pfiblizna hodnota.
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v roce 2019 byla necelych 1 870 miliond tun. To vypad4 impozantné, ale
je to 1,87 - 10'2 kg. Nagich 7-10' kg se pii stejné produkci dokime za
vice nez 3 700 let. Bude to tedy chtit trpélivost. . .

e Problém 3: Pevnost materialu.

Tim ovSem problémy nekondéi. Jestlipak takhle velka zelezna koule
vibec vydrzi vlastni tthu? I kdybychom si problém zjednodusili a uvazo-
vali jen Zelezny resp. ocelovy valec vysoky 12 km, feknéme o plose pod-
stavy 1 m?, bude mit objem 1,2-10* m?, a tedy hmotnost asi 9,4-107 kg.
Na material u jeho spodni podstavy tedy bude piisobit sila pres 9-10% N,
¢ili tlak pres 900 MPa. Vydrzi to material, neza¢ne se hroutit?

Abychom to zjistili, potfebujeme najit hodnotu pevnosti Zeleza v tlaku.
Ta se obecné hleda hiife neZ pevnost v tahu, ale kdyz zadame do Googlu
scompressive strength®, miZzeme najit naptiklad stranku [9], kde je hod-
nota pro Zelezo uvedena. Ale ouha, je jen 220 MPa. To znamen4, Ze Ze-
lezo tlak 900 MPa nevydrzi. Museli bychom vzit néjaké pevnéjsi typy
oceli. To by pomohlo. KdyZ na strankach [9] dame vyhledat termin
,compressive strength steel, dostaneme se tfeba k ¢lanku, jehoZz na-
zev zacina ,,01 Tool Steel”“, a tam je mezi mechanickymi vlastnostmi
uvedena pevnost az 2200 MPa.

Otézkou ovem je, jestli by nasi kouli udrzela podlozka, tfeba skala,
na niz bychom kouli polozili. Podle [I0] je mez pevnosti zuly v tlaku jen
130 MPa@ koule by se tedy propadla do podlozi.

Pro¢ se dostatecné velkd koule urcité musi propadnout, pifpadné se
sama zhrouti svou vahou? Odpovéd lze najit v ¢lanku V. Weisskopfa
[I1], v némZ jednoduse zduvodiiuje, pro¢ na Zemi neméme hory vyssi
nez zhruba 10 km. KdyZ hora (nebo nase koule) trochu poklesne, klesne
jeji potencialni energie. A uvolnéné energie staci na plastickou deformaci
materialu v zakladné hory (nebo pod kouli).

Rozeberme si to na pfikladu naseho dvanéct kilometri vysokého ze-
lezného sloupu s podstavou 1 m?. Uvazujme vrstvu Zeleza vysokou tieba
1 cm na spodku sloupu. Jeji objem je 0,01 m® a hmotnost asi 79 kg.

5) A také vyfecnost, presvédéit svét, Ze po skoro 4 tisice let mu spotfebujeme vSechno
zelezo. A také hooodné tu¢né konto. A moznéa ani to nebude stacit, protoze celosvétové
zasoby Zeleza (z dosud nevyt&Zzené Zelezné rudy) se odhaduji na 85 miliard tun, viz
napf. [8]. To by na nasi kouli zdaleka nestacilo. Ale Feknéme, Ze néjakym zpiisobem
pijde ziskavat dalsi Zelezo ze zemské kiry, podle [8] ho ma byt v zemské kife 4,65 %.

6)V piislugné tabulce na dané webové strance jsou i mnohem v&tsi &isla, ale ta jsou
v jednotkach ,,psi“, coZz je ,pound per square inch® tedy libra na ¢tvereéni palec.
Prepocitavat takovéto jednotky musi byt radost, zlata soustava SI!
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Energii potfebnou pro plastickou deformaci mizeme (podle [11]) odhad-
nout z mérného skupenského tepla tani, to je pro Zelezo podle [12] rovno
250 kJ /kg Na plastickou deformaci 79 kg tedy bude potieba energie
E =179-250 kJ =2-107 J. Aby se tato energie ziskala poklesem sloupu
o Ah =1 ecm, musi byt mgAh = E. Odtud m = E/(gAh) = 2108 kg.
To je o néco vic nez dvojnasobek hmotnosti naseho dvanactikilometro-
vého sloupu. Takze mtzeme odhadnout, Ze zhruba t¥icetikilometrovy ¢i
vysSi sloup uz by vlastni tihu neudrzel.

Vidime ovSem, Ze na planeté s niz§im tihovym zrychlenim by tihu
vydrzely sloupy vyssi. Ostatné, podobné je tomu i s horami: na Marsu,
kde je tihové zrychleni jen 3,7 m/s?, je hora vyrazné vyssi nez pozemsky
Mount Everest: Olympus Mons ma vysku pfes 20 km. (Oba udaje viz
napt. [13].)

Poznamenejme, ze problém, jak velka koule by dokéazala vzdorovat
sloupem. Koule je vyrazné€ hmotné&;jsi, takze kdyby se o zem opirala jen
¢asti svého spodniho povrchu, byl by tlak na podlozi vyssi nez v pfipadé
sloupu. Navic by ,,stfedni ¢ast“ koule musela nést i okrajové vrstvy, takze
by se zfejmé musela uvazovat i mez pevnosti ve smyku... Celé by to asi
byl zajimavy, ale slozity problém z oblasti fyziky zndmé jako mechanika
kontinua.

e Problém 4: Drtivy dopad. ..

Jestlize byl problém uz v tom, aby se velka koule nepropadla materié-
lem, na némz lezi, tim spiSe bude problém, co se stane, kdyZ na povrch
Zemé dopadne, byt jen z vysky deseti metra. Jak jsme uvedli vySe, mé
hmotnost asi 7 - 10! kg, takZe ve vyice 10 m mé energii asi 7 - 1017 J.
(Toto &islo vlastné uz zname, byla to prace na zvednuti koule.) A tato
energie se pii dopadu uvolni. . .

Nebudeme zde domyslet ani dohledavat, co by se pii takovém dopadu
stalo. Stoji vSak za to, porovnat tuto energii napiiklad s energii vybu-
chu atomové bomby. Vétsinou se energie vybucht uvadi v tunach TNT;
u atomovych bomb pak v kilotunéch nebo megatunach TNT. Podle [14]
i dalsich zdroja je 1 tuna TNT rovna 4,184 GJ. Jde o energii, ktera se
uvolni pfi vybuchu jedné tuny trinitrotoluenu. (Toto je konvenéné stano-

7)Jiné zdroje uvadsji ponékud vyssi hodnotu, ale ne dramaticky vyssi, pro nas
odhad uvedené hodnota postaci.
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viz [14].) V zasadé v t&chto jednotkich muzeme vyjadfovat libovolné
velké ¢i malé energie. Jako kuriozitu lze uveést, ze [I4] prezentuje i udaj,
7e jedna kilokalorie (kcal) se rovna 10712 megatun TNT. Vyzivové hod-
noty potravin ovSem asi nezatneme vyjadfovat v bilibntindch megatun
TNT...

Nasich 7-10'7 J uvolnénych pii dopadu velké Zelezné koule odpovida
asi 167 megatunam TNT. To je vice nez desetitisickrat vic, nez byla
energie atomového vybuchu v Hirosimé, vic nez trojnasobek energie nej-
v&tsi vodikové bomby, ktera kdy explodovala (Car-bomba méla pii testu
energii asi 50 Mt TNT), a téméf tolik, jako byl vybuch sopky Krakatoa
v roce 1883 (200 Mt TNT; v8echny uvedené udaje dle [I4]). Takze dopad
by to byl opravdu drtivy.

e Problém 5: Stacime utéct zpod padajici koule?

Vzhledem k tomu, jak destruktivni u¢inky by dopad zjevné mél, je nas
posledni problém vlastné ryze teoreticky: Kdyby koule padala na pevnou
podlozku a kdyby se do ni viibec nezabotila a sama se nezdeformovala,
stihli bychom utéct, kdybychom si tésné pred zacatkem padu zalibné
prohlizeli misto pod jejim stfedem?

Zaporna odpovéd je asi celkem jasna, ale prece jen: Kdyby se koule
opravdu viibec nezabofila a zemé pod ni byla absolutné rovné, jak daleko
bychom museli utéct, aby nas koule nepfimackla?

Pokud chceme mit k dispozici vysku h, dejme tomu alesponr 30 cm, je
zfejmé, Ze musi platit (viz obr. 1)

22 + (R —h)* = R%.
Odtud
2 = 2Rh — h*® = 2Rh, (2)

protoze h < R. Pro R =6000 m a h = 0,3 m vyjde = 60 m. Za asi
1,4 s, které trva pad koule z vysky deseti metri, bychom tuto vzdélenost
rozhodné neubéhli.

8)Moment, biliéntina megatuny je vlastné jeden gram. TakZe neni divu, Ze se po-
hybujeme v jednotkach kJ. Radove stejné energie ziskdme pii spalovani paliv, v obou
piipadech jde o chemické reakce. (Ke hmotnosti ovem musime pfipo¢itat i hmotnost
kysliku, ktery se p¥i reakci spot¥ebuje.) A podobné hodnoty najdeme opravdu i v nut-
ri¢nich tabulkach potravin, viz napt. [15]. Do hmotnosti potravin bychom ovSem opé&t
museli zapocitat hmotnost kysliku, ktery se pfislusnych reakci v organizmu tcastnf;
jinak nas prekvapi, Ze nutri¢ni hodnota tfeba maésla (28,3 kJ/g) je vyrazné vyssi, nez
4,184 kJ uvolnénych pfi explozi 1 g TNT. Ale to uz by bylo téma na jiny ¢lanek. ..
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Obr. 1: K uréeni mista pod kouli dotykajici se vodorovné podlozky

e Problém 6: Ono by to bylo jesté slozitéjsi. . .

V redlném pokusu by se nepochybné uplatnil minimalné jeden dalsi
vliv, ktery jsme zatim neuvaZovali. Dosud jsme si predstavovali, ze kdyz
kouli pustime, zacne padat naréz jako celek. Ve skutecnosti, kdybychom
ji mé&li n&jak podepfenou a podpéru naraz odstranili (nefesme ted, jak),
neza¢nou soucasné padat spodni i horni ¢asti koule. Horni ¢asti koule
jsou totiz podpirdny témi spodnimi, diky tomu, Ze v materidlu koule je
mechanické napéti. (Prosté, material koule je stladen, diky tomu je v ném
sila podpirajici horni vrstvy koule.) A toto mechanické napéti nezmizi
okamzité, jakmile dole uvolnime podpéru.

Jednoduse feceno, kdyz dole uvolnime podpéru, materiidl v hornich
vrstvach se o tom ,,dozvi“, az za chvili, az k nému ,,doputuje informace*,
7e se néco meéni. Tedy Ze se méni stlac¢eni materidlu. A tahle informace se
v materialu §if{ rychlosti zvuku. Ta je v oceli (jak muiZzeme zjistit napt.
v oblibenych tabulkach [12]) necelych 6 km/s. A jéje — takZe k vrstvam na
vrchu koule by tato informace dorazila az za 2 s. Ale to je doba delsi, nez
je samotné doba padu z 10 m, ta je jen asi 1,4 s. Tohle z nasi jednoduché
predstavy o padu koule jako jednoho tuhého celku nenechavi kdmen na
kamenié

Reédlné by po uvolnéni podpéry na spodni ¢ast koule ptisobila sila
stla¢eného materialu z hornich vrstev smérem dolu, takze by se spodni
vrstvy pohybovaly k Zemi s vétsim zrychlenim nez g. Podobné situace,
ale v opa¢ném smyslu nastava, kdyz pustime natazenou pruzinu, kterou
jsme drzeli za horni konec. Dobfe je to vidét na pruziné typu ,slinky* —
krasné a prehledné to popisuje piispévek doc. Bochnicka [16].

9) Predstava tedy dopad& podobné jako zemé, na niz by koule dopadla... ®
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Realné&jsi by byl pokus v mensim méfitku: pojdme pady pro-
vést na asteroidu
f{ady popsanych problémut bychom se zbavili, kdybychom pokus pro-
vedli v mensim méritku. Mensi by pfitom neméla byt jen padajici koule,
ale i nebeské téleso, které ji pritahuje. Zkusme uvazovat asteroid o polo-
méru 600 a kouli o poloméru 60 m. Zvedneme ji (spodnim okrajem)
10 m nad povrch asteroidu a pustime.
Gravitacni zrychleni na povrchu koule o poloméru R a hmotnosti M
je
M itR3p  4r
a:Gﬁ:G?’T:§GpR7 (3)
kde G je gravita¢ni konstanta Newtonova gravita¢niho zékona a p je
prumérna hustota koule. Pokud by asteroid mél primérnou hustotu stej-
nou jako Zemé, vidime, ze gravita¢ni zrychleni by na jeho povrchu bylo
tolikrat mensi nez g, kolikrat je asteroid mensi nez Zemé. V piipadé
asteroidu s prumérem 600 m je na ném tedy gravita¢ni zrychleni asi
desetitisickrat mensi, nez g tedy asi 1072 m/s2.
Zelezna koule o poloméru 60 m bude mit hmotnost asi 7-10° kg, tedy
7 miliond tun. To je hodné, ale méné nez pil procenta roéni svétové
produkce oceli, takze zadny problém
7 miliént tun muze stale pripadat hodné na zvedani, ale na asteroidu
je mensi gravitaéni zrychleni, bylo by to, jako zvedat na Zemi 700 tun.
Energie potfebné na zvednuti o 10 m by byla 7 - 107 J, to je necelych
20 kWh. Coz je oproti ostatnim nakladim skoro nic. Samoziejmé, trochu
problém by byl dostat na asteroid téch 7 miliéni tun Zeleza, asi by bylo
vhodné tézit zelezo nékde piimo v pasu asteroidﬁ

10) Asteroidy té&chto velikosti mivaji nepravidelny tvar. Ale feknéme, Ze jste obje-
vili néjaky prakticky kulového tvaru, nebo jste si vhodny asteroid upravili do tvaru
koule. ..

1) P¥i nasich pfibliznych vypoctech zde nebudeme rozliSovat, zda mé& Zemé polomér
6 tisic km nebo 6 378 km; ostatné, chcete-li, najdéte si asteroid s polomérem 637,8 m.
(@]

12) Pomineme problém ceny; feknéme, Ze vas pokus sponzoruje stédry miliardar. Ne-
budeme zde uvadét odkazy, ale 1ze dohledat, Ze podle cen z roku 2019 by 7 milionta
tun surového zeleza stalo asi 2,5 miliardy dolari. To by stédry miliardar mohl skous-
nout. (A tieba byste dostali mnozstevni slevu, tedy pokud by naopak zvyseny zajem
o Zelezo nevyhnal cenu nahoru...).

13)O dopravu na asteroid a dalsi technické nalezitosti zkuste Fict t¥eba Elonu Mus-
kovi. Asi ho budete muset trochu premlouvat, ale zfejmé to bude jednodussi, nez
premluvit cely svét, aby se vic jak tfi tisice let obeSel bez pfisunu Zeleza. . .
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Pevnost materialu také nebude problém, stodvacetimetrovy ocelovy
sloup dokazeme postavit i na Zemi. Kdyby mél, jak jsme uvazovali vySe,
pritfez 1 m?, mé&l by hmotnost necelych tisic tun a tedy (pii gravita¢nim
zrychleni 103 m/s?) piisobil na zakladnu silou asi 1000 N. Cili tlak na
zékladnu by byl asi 1 kPa, tedy stokrat méné, nez je atmosféricky tlak
na Zemi.

Energie uvolnéna pfi padu by byla stejné, jako energie potifebné na
zvednut{ koule, takZe necelych 20 kWh. To by moc drtivy dopad nebyl.

Uhnout zpod padajici koule by 8lo bez problémi. Ze vztahu s = %at2
pro zrychlenf @ = 1073 m/s? a s = 10 m vypocteme, Ze pad by trval asi
140 s. Pfemistit se o 60 metra stranou by §lo pomalou chﬁzi

Jaky vliv by méla skutec¢nost, ze koule neni absolutné tuha, to by bylo
potieba propocitat dikladnéji. Informace, Ze jsme pod kouli odstranili
podpéru, by se do horni ¢asti koule dostala rychlosti zvuku za 20 ms. To
je proti dobé padu velmi malo, ale koule by se zfejmé mohla rozkmitat a
to by mohlo mit vliv na to, kdy se jeji zdkladna pfi padu pfesné dotkne
povrchu asteroidu. Ale to uz zde opravdu rozebirat nebudeme

Jak by to bylo s dobou padu kouli z rtzného materialu na
asteroidu

Kdyby byl asteroid ze Zeleza, byl by tisickrat hmotnéjsi nez nase ze-
lezna koule. (To okamZité plyne z jednoduché avahy: je desetkrat vétsi,
takZze ma tisickrat vétsi objem.) Cili kdyz koule k asteroidu spadne
0 10 m, asteroid se smérem ke kouli pohne o 1 cm. Stejné velka die-
véna koul by asteroid pritahovala vyrazné méné a hnula by s nim
o méné nez milimetr. TakZe Zelezna koule by opravdu dopadla pozoro-
vatelné diive nez dfevéna.

O kolik dfive, to uz spocteme lehce. Rychlost dopadu koule z vysky
h =10 m je v = v/2ah, coZ po dosazeni dava asi 0,14 m/s. Doba, za niz
se touto rychlosti uraz{ 1 cm, je asi 70 milisekund. Zhruba takovy ¢asovy

14) Je ovsem otézkou, jak by Slo pii tak malém gravitaénim zrychleni chodit. Spi%
by to chtélo odrazit se do strany a nad povrchem asteroidu se pohybovat zptsobem
typu ,,8ikmy vrh*. Ale nezapomente se pak néceho chytit, abyste neodletéli do kosmu,
anikova rychlost z naseho asteroidu by byla jen okolo jednoho metru za sekundu.

15) Mate-li zajem, vystudujte fyziku na nékteré VS, zaméite se ve studiu na mecha-
niku kontinua, a tento problém vyfeste. (Autorovi ¢lanku neni zndmo, Ze by nékde
v literatufe byl zrovna tento problém reSen. Ono, kdo by se takovymi ,,provokacemi,
jako se tu bavime my, zabyval, Ze. © Ale tfeba by se né&jaké ¢lanky, které by Fesily
souvisejici problematiku, nasly.)

16) Pomineme otéazku, kde v pasu asteroidi ziskat pres 900 tisic kubiki dieva.

42 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

rozdil by tedy byl v ¢asech dopadu Zelezné a néjaké velmi malo hmotné
koule. Ptesnéjsi rozdil mezi ¢asy dopadu Zelezné koule a dfevéné koule
s urc¢itou hustotou, pripadné jesté v zavislosti na hustoté asteroidu, si
uz, jak se k4, jisté dopocte laskavy ¢tenar sam. ..

Zavér

To jsme si dobfe zaprovokovali, Ze Samoziejmé, byla to do velké
miry hra. A taky to v téch tfech ¢lancich nasi série byla trochu ,cesta
tam a zase zpatky“. Od moZnych provokativnich namitek viéi zadani
tlohy resp. hledani cesticek, jak by §lo ,,spravné u¢ebnicové” feSeni obe-
jit, jsme se dostali k seriéznim vypocttum vlivu odporu prostiedi na pad
téles. A pak jsme se zase vratili k trochu provokujicim a snad az pfilis
rozevlatym tdvaham o vlivu padajicich kouli na téleso, na néz padajl’

Vzdy jsme ovSem vychézeli ze znamé a ovéiené fyziky — a leccos jsme
se pritom naudili. O padu téles, vlivu odporu prostiedi, a mimochodem
t¥eba 1 0 tom, pro¢ nejsou na Zemi hory vysoké tficet kilometra. Ale
také o tom, Ze je potfeba véci precizovat a hledat, které i malé faktory
mohou nebo nemohou ovlivnit vysledky pokusi. Tohle je samoziejmé
dilezité i ve fyzice samotné, tedy ve fyzikadlnim vyzkumu. Kdyz pred
vice nez pulstoletim testovali Dicke, Krotkov a Roll v Princetonu platnost
principu ekvivalence ovérovali vypoétem i to, zda jejich experiment
nenarusi skute¢nost, ze v blizkém lesiku padne kazdé rano rosa (viz [17],
poznamenejme, Ze nenarusila).

Ve fyzice se ostatné setkame i s dalsimi vécmi, s nimiz jsme se potkali
pii nasi ,,cesté tam a zase zpatky“: pfiblizné odhady, konkrétni hodnoty
veli¢in, s nimiz pracujeme, a nechybi ani smysl pro humor. Napiiklad
ve zminéném ¢lanku [I7] R. Dicke pro ilustraci citlivosti jejich méfeni
uvadi, ze rozdil zrychleni, ktery mohli detekovat, by za rok zrychlil téleso
z klidu na velkolepou rychlost (,,magnificent velocity*) 2 - 10™* cm/s,
tedy 7 milimetrii za hodinu. (Samoziejmeé také uvedl hodnotu citlivosti,
10711, Tak maly relativni rozdil ve zrychlenich téles mohl jejich pokus

17)Zde parafrazujeme vyrok loupeznika Lotranda ze znamého filmu: ,,Dobfe jsme si
zaloupili. . . “.

18) Omluva véem, komu se dané avahy zdaly az piilis absurdni. Ale tento &lanek vas
opravdu nevyzyvé, abyste skupovali veskerou svétovou produkci Zeleza ¢i pfipravovali
expedici na asteroid.

19)Tedy, jednoduse Fedeno, tvrzeni, Ze viechna t&lesa padaji se stejnym zrychlenim.
Jde jeden ze zakladnich principii, na nichz stoji Einsteinova obecné teorie relativity
— a konec koncu to souvisi s nasim problémem padu kouli z riaznych materiala.
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zmé&fit. Dodejme, Ze dnes je princip ekvivalence ovéfen pomoci méfeni
na satelitu jiz s presnosti 10714, viz [18].)

Ufff, to se ndm tato série ¢lankt natéhla. Kdo jste vydrzeli az sem,
diky a palec nahoru! A pfitom jsme téma padu téles a véci souvise-
jici zcela jisté nevycerpali. Urc¢ité by nadm mohlo slouzit jako odrazovy
mistek k dalsim drobnym ,,provokacim®, hratkam s fyzikou i k pouceni.
Ovs8em pro¢ se omezovat jen na pad téles? Je spousta dalSich témat,
otazek a problému, které nam mohou slouzit jako vychodisko k cestdam a
poutim fyzikou. At se vam po téch cestach dobfe Slape a at z toho méate
radost.

KdyZ na nich budete i trochu provokovat, tak to bude v pofadku —
ale prosim ne nejapné, se snahou nékoho shodit. Radé&ji pfatelsky a se
znalosti véci. Pak ndm vzajemné diskuse, byt nékdy t¥eba bourlivéjsi,
mohou pomoci k lep§imu pochopeni a poznani. Tak Stastnou cestu, a
tfeba n€kdy na téch cestéch a v téch diskusich na shledanou.
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Augustin Jean Fresnel (1788-1827)

Frantisek Jdachim, Zdkladni $kola Dukelskd, Strakonice

Po Newtonovych objevech z druhé poloviny 17. stoleti se optika stala

stfedem zajmu fyziki, nebot Fadu jevi se nedafilo uspokojivé vysvét-
lit Newtonovym mechanickym modelem svétla jako proudu ¢astic. Za-
timco v Anglii provedl nékolik zékladnich pokusii podporujicich dom-
nénku o vlnové podstaté svétla Thomas Young (1773-1829), ve Francii
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se témér stejnému tématu vénoval Augustin Jean Fresnel, ktery ovsem
zpocatku nemél o praci svého anglického kolegy nejmensi tuseni.

Augustin Jean Fresnel (obr. 1) pat¥ici do galerie slavnych francouz-
skych fyzika se narodil 10. 5. 1788 v méstecku Broglie v Normandii.
Nejprve absolvoval lyceum Ecole centrale v Caen a v 17 letech byl pfijat
na pafizskou polytechniku. Tam patiil k nejlepsim studentim a stejné
tak si po¢inal na soucasné studované Ecole nationale des ponts et chaus-
sées (Skola mosti a cest). Béhem studif pfisel do styku s fadou vynika-
jicich védci tvoricich zlaté obdobi francouzské matematiky a fyziky. Byl
zaujat pokusy Etienna Stephena Maluse (1775-1812), Francoise Domini-
qua Araga (1786-1853), s nimZ pozdé&ji uzce spolupracoval, i pracemi ma-
tematika Adrien-Marieho Legendra (1752-1833). Motivovan témito lidmi
i souCasnymi nerozireSenymi otézkami fyziky podstatné pfispél k rozvoji
optiky. Jeho pfinos fyzice byl zhodnocen v roce 1818 cenou Académie
des Sciences. O pét let pozdéji se stal fadnym Clenem Francouzské aka-
demie véd a v roce 1825 londynské Royal Society. A. J. Fresnel zemfiel
14. ¢ervna 1827 ve Ville-d’Avray u Pafize.

Obr. 1: Augustin Jean Fresnel (1788-1827)

Fresnelova cesta k objeviim nebyla tak pfimocara, jak by se z vyse uve-
deného vyctu kontaktl a cen zdalo. Protoze byl royalista, t&€Zko mohl byt
verejné a védecky ¢inny v napoleonské Francii. Na strané royalistt stal i
v dobé&, kdy na pudu Francie vstoupil Napoleon po navratu z Elby netu-
§ic, ze je to jen na 100 dni. Napoleonské vélky silné omezily styky mezi
Francii a Anglii, a to i v oblasti védecké. Teprve v roce 1816 pronikly nék-
teré vysledky Fresnelovych praci na anglickou ptidu pfi navstévé Araga
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s Gay-Lussacem (1778-1850) u Thomase Younga (1773-1829). Naopak
francouzsti védci byli pFekvapeni stejnymi vysledky Youngovy prace na
poli vinové optiky. Jak Young uvéadi ve svych Predndskdch z roku 1807,
jiz tehdy se zabyval interferenci svétla, tedy jevem vlnovym, ackoli stale
jesté dominovala Newtonova predstava o ¢asticové povaze svétla. Po-
¢atek Fresnelovy cesty ke zkouméani svétla ale zacal ryze technickymi
¢innostmi.

Majaky

Roku 1814, v dobé, kdy Fresnel kon¢il své pusobeni u Spravy vetej-
nych cest, poslal dopis F. D. Aragovi s pfekvapivou zadosti, o jejimz
motivu nevime, aby mu sdélil vSechny novinky o optice, zejména o po-
larizaci. Arago pozval Fresnela do Pafize a obstaral mu misto v Komisi
pro majaky. Zde Fresnel navrhl vyrazné zmény v konstrukci majakovych
svitidel, které zacal osazovat ¢ockou, které i pfi velké optické mohutnosti
byla neobycejné tenka. Jeji vynalez byl opfen o pomérné jednoduchou
mySslenku: Plné si uvédomil, Ze k lomu svétla dochazi pouze na rozhrani
prostiedi a Ze vnitiek ¢ocky je jaksi zbyteény, pro pozadované optické
zobrazeni posta¢i pouze zachovat segmenty s lamavou plochou (obr. 2).

Obr. 2: éoéky se stejnou optickou mohutnosti. Vlevo normalni konvexni ¢ocka,
vpravo Fresnelova ¢ocka

Poprvé byly osazeny v roce 1823 na majik Cordouan pfi asti Gi-
rondy (obr. 3) a rychle nalezly uplatnéni v fadé dalsich majakt. Dnes
jsou Fresnelovymi ¢o¢kami osazovina zelezni¢ni navéstidla, nalezneme je
i v optické soustavé Skolnich zpétnych projektori a v koncentratorech
slune¢niho zareni v solarnich tavicich pecich.
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Obr. 3: Majak Fare de Cordouan pfii usti francouzské feky Gironde, prvni
majak, jehoz svétla byla osazena Fresnelovymi ¢ockami

Pokracovatel Thomase Younga

Mezi ¢leny francouzské Akademie véd prevladali zastanci Newtonovy
korpuskularni teorie svétla i v dobé, kdy uz byly znamé prace Chris-
tiaana Huygense (1629-1695) i Thomase Younga signalizujici, Ze ryze
Casticovy popis svétla je nedostateény pro fadu dalsich jevi. Ke stézej-
nim Youngovym pokusiim patii sledovani ohybu svételnych paprski za
tenkym vlaknem nebo pfi prichodu $térbinou. Ke cti slavnych akade-
miki preferujicich Newtontv popis pfed rodici se vinovou teorii lze pfi-
¢ist skutecnost, ze v roce 1819 vypsali cenu na jednoznacné pojednani
o difrakci svétla. Praci napsal s vyuZitim vlnovych pfedstav pravé A.
J. Fresnel — a cenu ziskal. Nezanikly v8ak vSechny pochybnosti. Jednim
z pochybujicich byl Siméon Denis Poisson (1781-1840), a pravé on po-
mohl Fresnelovi jeho teorii potvrdit. O¢ 8lo? O malou hru svétla a stinu:
Jak bude vypadat stin za malou osvétlenou kulickou. Pokud by byla
Fresnelova vlnova teorie spravna, do stinu za kulic¢kou by musely pronik-
nout svételné viny jdouci kolem okraje kuli¢ky, interferovat a v samém
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stfedu kruhového stinu vytvorit — prekvapivé — plné osvétlenou skvrnu.
Tak to Poisson vypocital z Fresnelova matematického popisu jevu. Fres-
nel tentokrat uz spolupracujici s Aragem provedl pfislusny pokus, jimz
ziskal na stinitku oc¢ekavany obraz (obr. 4). Pokus s kuli¢kou dopliioval

Obr. 4: Fresnelova—Aragova—Poissonova stopa ve stfedu difrakéniho obrazce

Kromé difrakce se Fresnel zabyval i interferenci svételnych paprski.
Tyto pokusy uz mél za sebou Young, Fresnel o nich nevédél, a tak jeho
experimenty maji puvab originality. K pozorovani interference svétla
Fresnel provedl dva dale popsané pokusy.

Dva koherentni paprsky, které interferovaly na stinitku, ziskal po-
moci dvou zrcadel, pfi¢emz jedno z nich bylo nepatrné odchyleno od
roviny druhého zrcadla (obr. 5). Koherentni paprsky poskytoval jediny
zdroj Z. Kromé pozorovani interferen¢nich krouzki na stinitku D Fres-
nel za pfedpokladu velmi malého thlu « nalezl vztah pro uréeni vlnové
délky svétla:

2ar
r+s

A=

Pokus dokazal jesté zjednodusit usporddanim podle obr. 6. Pomoci
dvou prizmatickych hranolt s malymi lamavymi thly opét docilil na
stinitku interferenci koherentnich paprsku ze zdroje Z, zdanlivé vychéa-
zejicich ze dvou zdroji Z; a Zs.

Kdyz se dovédél o Youngovych pokusech a pozorovanich, nebyl zkla-
méan. Navéazal s Anglicanem pisemny styk a jeho pokusy ocenil. Sel viak
déale — pouhy kvalitativni popis Youngtv doplnil teoretickym popisem
prostiednictvim piislusného matematického aparatu.

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 4 49



FYZIKA

Obr. 6: Pokus vedouci k interferenci koherentnich paprski pomoci prismatic-
kych hranolu

Polarizace

Hlavni oblasti védeckého zajmu se Fresnelovi stala polarizace. K dis-
pozici mél pouze zékladni poznatky o dvojlomu svétla v krystalu, zis-
kané asi pred 150 lety pfi nahodilém pozorovani, na néz nebylo dosud
nijak navazano. Na objasnéni tohoto pozoruhodného jevu proto roku
1808 Francouzskd akademie vypsala cenu. Ta k problému nejprve pfi-
lakala E. S. Maluse (1775-1812) zkoumajiciho chod svétla islandskym
vapencem, ktery pfitom objevil polarizaci odrazem a spolu s J. B. Bio-
tem (1774-1862) polarizaci lomem. Fresnel plné podpofil dosud opatrné
uvahy o tom, Ze svétlo je vlnéni pfi¢né, vyslovené jiz Youngem i Aragem,
a z tohoto pohledu odvodil vztahy pro velikosti amplitud lomenych i
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odrazenych paprski, jestlize dopadajici svételné viny jsou polarizovany
(v roviné dopadu a v roviné kolmé na rovinu dopadu). Pro podily veli-
kosti amplitud odrazeného a dopadajiciho svétla (index 1 — polarizace
v kolmé roving, index 2 — polarizace v roviné dopadu) nalezl vztahy

_sinfa—p) , _tla-p)
sin(a + 3)’ 2 tg(a+B)’

v nichz a a B jsou po fadé velikosti thli dopadu a lomu. Tyto vztahy
zde uvadime bez dalsich podrobnosti Jde nam zejména o to, abychom
mohli ¢tenafi ukazat, jaky vyznam maji pro vysvétleni bézné situace,
kterou nepochybné zna: Pohlédneme-li témér kolmo na hladinu vody
nebo na sklenénou desku z ¢irého skla, uvidime svoji tvar. Sice slabé&ji nez
v zrcadle, ale pfece. Uz samotna existence odrazu je tak trochu podivna,
vzdyt zde mame dvé témér dokonale prihledna prostiedi — vodu a sklo.
K objasnéni spatfeni svého (slabsiho) obrazu na vodni hladiné uZijeme
pravé Fresnelovy vztah (1).

Pro velmi maly thel dopadu — coz je thel ,naseho pohledu” — jsou
hodnoty goniometrickych funkei sinus a tangens prakticky rovny a do-
konce je mizeme povazovat za rovné argumenttim. Oba vztahy (1) pak

(1)

pfechéazeji na jednoduchy pomér 3712 Protoze pro malé thly plati
sinae  «
= —_— = ’[’L7
sing g

kde n je index lom dostavame tpravou pro amplitudu lomeného i

odrazeného paprsku

a-03 nf-3 n-1

a+8 nf+p n+1l

Protoze intenzita vinéni je imérna druhé mocniné amplitudy, pro zjis-

téni, kolik svétla se odrazi, uzijeme vztah:

5 _ (n— 1)?

S (n+ 1)

(2)

Jestlize budeme uvazovat rozhrani vzduch-voda, tedy napi. kolmy po-
hled na hladinu vody, pfi indexu lomu vody n = 1,33 dostavame po

1) Zvidavého &tenaie zde odkazujeme na vyklad v [3] str. 444-446].
2)Takto se v u&ebnicich nazyvaji.
3)Zde &tenai nepochybné vnima Snelliv zakon lomu.
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dosazeni A? ~ 0,02, tzn., Ze odrazeného svétla jsou asi 2 %. Dosadime-li
do vyrazu (2) pomérné velky index lomu diamantu n = 2,42, dosté-
vame hodnotu vyrazu (2) rovnou 0,17. Diamant odrazi asi 17 % svétla,
piiblizné osmkrat vice nez voda nebo sklo

Zakladni pokusy s polarizovanym svétlem provadél Fresnel spolu s Ara-
gem. Na rozdil od Younga ziskali dvé koherentni, avSak rtzné polarizo-
vané svételné viny tak, ze svétlo nechali prochazet destic¢kou z dvojlomné
latky (selenit — odriida sadrovce CaSOy - 2H50) a sledovali, jak spolu
interferuji dvé polarizované svételné viny (polarizované linearné ve vza-
jemné kolmych rovinach) a svételna vlna polarizovana s nepolarizovanou.
Dokéazali, Ze svételné vlny polarizované ve vzajemné kolmych rovinéch
neinterferuji. Z toho uéinili zavér, Ze svétlo je pfi¢né vinéni.

Fresnelovo zkoumani polarizace prineslo obecnéjsi vysledek nez pouhy
popis jevu. Pokud byla s jistou opatrnosti pfijimana i vlnova povaha
svétla, mélo se za to, Ze svétlo je mechanické vinéni podélné. Za tohoto
predpokladu se ovSem nedafilo vysvétlit takovy jev, jakym je polarizace.
Fresnel zavedl predpoklad, Ze svétlo je vinéni pficné, a z této premisy
nalezl pfislusnou teorii véetné matematického popisu, kterd byla plné
v souladu s provedenymi pokusy. Je povazovan také za objevitele kruhové
a eliptické polarizace. Patrné vrcholem potvrzeni vinové povahy svétla
bylo roku 1850 Foucaultovo méfeni rychlosti svétla v prostiedich opticky
hustsich, nez je vzduch.

Fresnelovo dilo je obdivuhodné, uvazime-li, Ze trvale neuspokojivy
zdravotn{ stav mu vymezil pouze 39 let Zivota. Zemftel 14. ¢ervna 1827
v méstecku Ville-d’Avray nedaleko Pafize. V roce 2022 si pfipomeneme
195 let od jeho tmrti.
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Kdy mackanim zvedame

Pavel Pokorng, VSCHT Praha

KdyZ polozime na vodorovny povrch mékkého pruzného télesa (napf.
z polyuretanu) tuhé, ne prilis tézké téleso tvaru kvadru, tak se mirné za-
boii do podlozky, viz obr.[Tlnahofe. Je-li téleso dostateéné lehké, mizeme
toto zaboteni zanedbat.

Obr. 1: Horni obrazek: lehky pevny pfedmét poloZzeny na mékky pruzny mate-

ridl. Prostfedni obrazek: u¢inek vnéjsi sily ptsobici uprostfed. Dolni obrazek:
sila pusobici blizko okraje zvedne opacny okraj predmétu.

v

Pokud na pfedmét zatla¢ime vnéjsi silou, ktera je vyrazné vétsi nez
tiha kvadru, uprostied mezi okraji, tak se téleso zaboti hloubé&ji do mékké
pruzné podlozky, viz obr. [T uprostied. Pokud ale zatla¢ime blizko okraje,
tak prestoze tla¢ime dola, opa¢ny konec télesa se naopak zvedne nad
aroven povrchu podlozky. Zabyvejme se otazkou, jak daleko od stfedu
musime zatlacit, aby se opaény okraj zvedl.
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Y

Obr. 2: Schematicky na¢rtek tuhého kvadru (zde zobrazen Sedym obdélnikem),
ktery je tlaGen do mékké podlozky vnéjsi silou F puisobici mimo st¥ed (zde zo-
brazena tlustou Sipkou). Mald mezera mezi kvadrem a podlozkou je na obrazku
pro zvySeni pfehlednosti. Ve skute¢nosti bude téleso v dotyku s podlozkou.

Uvazujme tedy lehky tuhy kvadr, jehoZ ptidorysem je obdélnik o délce
L = 2 (toho lze docilit vhodnou volbou jednotky délky) a $ifce w (ktera
neni pro feSeni podstatna) poloZeny na mékké pruzné podlozce. Pied-
pokladejme, Ze pro malé svislé sily je deformace y pfimo amérné tlaku
p s konstantou tmérnosti k (jejiz hodnota neni podstatna):

p = ky.

To plati pouze pro nezaporné y, tedy pro mista, kterd jsou zabo-
fena do mékké podlozky. Je-li ¢ast kvadru nad povrchem, pak mékka
podlozka na tuto ¢ast nepiisobi (pokud neni kvadr k podloZzce pfilepen
lepidlem). Pro piesné&jsi popis bychom tedy méli hloubku zaboteni y na-
sobit hodnotou 1 pro nezaporna y a hodnotou 0 pro zaporna y. Nasim
cilem je ale nalézt podminku, kdy se opacny konec kvadru zacne zvedat
nad podlozku, zaporné hodnoty deformace nemusime tedy uvazovat.

Sila dF, kterou podlozka ptsobi na téleso na ploSe o obsahu

dS = wdx,

pak je
dF = pdS = kywdz.

Pfesnéji feceno, zde veli¢inou p oznac¢ujeme podil svislé sily a obsahu
elementu pudorysu, ne sty¢né plochy, ktera je mirné sklonéna. Také ne-
uvazujeme statickou tfeci silu, o které predpokladame, ze pouze zajisti,
aby nam téleso neklouzalo do strany. Bilancujeme pouze svislé sily. Také

zanedbavame efekty na okrajich, kde bude deformace slozité&jsi.
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Je-li tuhé téleso vlivem puisobeni vnéjsi svislé sily F a sily od pod-
lozky F' sklonéno, mtizeme vychylku ve svislém sméru vyjadiit jako:

y=ax+ 0,

kde a a b jsou konstanty, viz obr 2] Pak celkova sila F' od podlozky je
sou¢tem vsech prispévku dF, ktery spocteme integralem:

1 1
F = / kywdz = / k(axz + b)w dz = 2kbw.
1 -1

Zde i dale pro jednoduchost integrujeme od —1 do 1, piestoze polovina
ptdorysu kvadru sklonéného o thel a je dlouha pouze cos . My pfed-
poklddame, ze tihel a je maly.

Spoc¢téme si jesté moment M sil od podlozky vici bodu z = 0. Ten
je dan souCtem v8ech pfispévki:

dM = zdF = zkywdz.

Tento soucet opét spo¢teme pomoci urcitého integralu:
1 1 9
M = / zkywdz = / zk(ax + b)wdx = gkaw.
-1 -1

Pfi vypoctu téchto integrali 1ze s vyhodou vyuzit toho, ze integral liché
funkce pres soumérny interval je roven nule.
Pisobi-li vnéjsi sila F ve vzdalenosti r od stiedu télesa, je jeji moment

M=rF.

Kdy bude téleso v rovnovaze? Aby se téleso neposunovalo, musi se soucet
sil rovnat nule. A aby se téleso neotacelo, musi se sou¢et momenti sil

rovnat nule. Tedy sila od podlozky F' se musi rovnat vnéjsi svislé sile F:
F =2kbw

a moment M sil od podlozky se musi rovnat momentu M vnéjsi sily:

2
rF = gkaw.
Odsud lze vyjadrit
b F
- 2kw
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rF
3 .
gkw

a =

Nas zajimé, kdy se levy okraj télesa zvedne. Jeho polohu snadno uréime
ze vztahu y = ax + b, tedy:

F  F F
y(l) =bma= g = = S (L8

Podobné pro pravy okraj télesa dostaneme:

y(l)=b+a= iw(l+3r).

Pro r = 0, tedy kdyz vnéjsi sila F pusobi uprostied mezi okraji télesa,
jer

y(=1) =y(1) = 57— >0,

tedy (vzhledem k tomu, Ze soufadnice y zna&i hloubku promacknuti do
meékké podlozky) oba okraje dolni stény télesa jsou zabofeny do pod-
lozky, viz obr. [T uprostied.

Pro malé kladné r, tedy kdyz vnéjsi sila pisobi mirné mimo stfed,
hloubka y(—1) klesa s r. A p¥i prekroceni hodnoty r = % bude hodnota
y(—1) zaporna, tedy levy okraj bude nad povrchem mékké podlozky.
Pro délku pfedmétu L = 2 znamené kritickd hodnota r = % relativni
vzdalenost od stfedu %

Zaveér

Na povrchu tuhého télesa jsou tii stejné velké oblasti, kazda o relativni
§ifce jedna tfetina. Kdyz tla¢ime v bodé v prostiedni oblasti, bude cela
spodni sténa télesa zatlacena do mékké podlozky. Kdyz naopak tla¢ime
v bodé v krajni oblasti, tak se vzdaleny spodni okraj télesa vynoii nad
povrch mékké podlozky. To je v dobrém souladu s pozorovanim, které si
snadno ¢tenar muze provést sam.
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Stan se na den védkyni 2022

Jaroslava Obertovd, FJIFI CVUT v Praze
Jaroslav Bielcik, FJFI CVUT v Praze

Akcia Stan se na den védkyni vznikla v suvislosti s oslavou Medzina-
rodného diia zien a dievéat vo vede vyhlaseného Valnym zhromazdenim
Organizécie spojenych narodov v roku 2015. Tento denn kazdoro¢ne pri-
pada na 11. februéara. Jeho cielom je pripomenut, Ze veda nie je uréena
vyhradne muzskej populéacii, ale je taktiez otvorena zenam, ktoré je nutné
povzbudit a podporit, a umoznit im pristup k technickému vzdelaniu a
ucasti na vedeckych aktivitach.

To, Ze Zeny nepatria do vedy, je eSte stale jednym z mylnych nézorov i
v sucasnej spolo¢nosti. Bohuzial, takéto alebo podobné vyjadrenia mozu
¢asto viest k tomu, Ze stracame potencidlne Sikovné adeptky, ktoré by
dokézali zna¢ne prispiet do vyskumu a stimulovat jeho dalsi vyvoj. Podla
MSMT je na technickych odboroch, napriklad na CVUT, podiel dievcat
len nieco vyse 30 % aj napriek tomu, Ze celkové zastipenie na vysokych
Skoléach sa blizi 60 percentam.

Preto je dolezité ukazat, Ze Zeny vo vede hraja doélezitu dlohu, a Ze
nie je ,nenorméalne®, ked diev¢a inklinuje k vedeckym odborom ako je
matematika a fyzika. Tuto spravu moézme komunikovat verejnosti aj pro-
strednictvom akcie Stafi se na den védkyni.

Zozaciatku bola akcia zameranéd na Casticovu fyziku a organizovana
v spolupraci s programom International Masterclasses pod zaStitou
CERNu. V roku 2019 sme ponuku tematickych okruhov rozsirili o ma-
tematiku a kvantové technologie, a v roku 2020 sa pridala aj jadrova
chémia. Na zaklade velkého zaujmu a pozitivnych ohlasov k roznoro-
dosti programu sme sa v tomto ro¢niku rozhodli dalej expandovat, a
spojili sme sa s Fakultou elektrotechnickou CVUT, ktora bude ponukat
cvi¢enia na témy robotiky, fotovoltaiky alebo programovania.

Doobeda méme pre ucastnicky akcie pripravené tri prednésky. Za-
¢neme Casticovou fyzikou s doktorkou Katarinou Kiizkovou GajdoSovou,
ktora nam povie o najhoricejSom mieste vo vesmire. Vystrieda ju Ing.
Iveta Terezie HosSnovd so zameranim sa na tému jadrovej chémie a pri-
blizi ndAm fotodynamicki terapiu. Prednasky zavisi Ing. Jindiiska Decke-
rovd, ktora nam ukéze ako pomocou umelej inteligencie rozchodit robota.
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Po kazdej prednéske bude prestavka, kde maja Studentky okrem iného
¢as na otézky a diskusiu s prednagajiacimi. Po prednéskach bude nasle-
dovat panelova diskusia na tému Ako sa robi veda, ktora sa minuly rok,
ked sme ju zaviedli po prvy krat, tesila velmi pozitivnej odozve. Pane-
listi budt nage vedkyne na roéznych stupnioch v ich kariére, od studentiek
po profesorky, ¢o nam poskytne vyborny zéklad k rozhovoru.

Po obede sa ucastnicky rozdelia do uc¢ebni a laboratorii podla cvideni,
na ktoré sa vopred prihlasili. V ramci Casticovej fyziky si Studenti buda
moct vyskasat pracu s redlnymi datami z Velkého hadronového urych-
Tovac¢a (LHC) v CERNe, a prostrednictvom videokonferencie sa spojit
s vedcami z tejto organizacie, ktorym odprezentuju ziskané vysledky.
Druha skupinka sa bude venovat stavbe hmlovej komory, pomocou kto-
rej budi moct detekovat Eastice, ktoré k nam letia z vesmiru. Dalsia
skupinka sa bude venovat matematike, ktora sa skryva za hrou Dobble,
a dokonca si vyrobi vlastni. V rdmci kvantovych technolégii ponikame
moznost vyskugat si programovanie na kvantovom pocitac¢i IBM-Q, alebo
zmerat charakteristické vlastnosti laseru a skusit, ako na jeho Ziarenie
reaguje najtvrdsie tkanivo v Tudskom tele, zub. Na cvifeni z radiad-
nej chémie sa Studentky oboznamia s réznymi metdédami pouZivanymi
v praxi. Kto eSte neprogramoval, ma moZnost nauéit sa zakladné prin-
cipy na cviceni z programovania v prostredi Scratch a vytvorit si tak
vlastnt multiplayer hru. V navéznosti na jednu z prednasok bude mozné
na cvifeni zameranom na robotiku naprogramovat a ovladat vlastného
robota. Posledné cvi¢enie bude na tému fotovoltaiky v energetike, ktora
mé dolezité miesto v aktualnej tematike obnovitelnych zdrojov, a acéast-
nicky si buda moct vyrobit vlastné solarne lampicky.

Akciu zakonéime spolo¢enskou vecerou v restaurécii Nebozizek s kras-
nym vyhladom na Prahu, ¢o je velkou novinkou tohto ro¢niku. Vecere sa
okrem samotnych t¢astni¢ok a organizatorov ztucastnia aj nase vedkyne.
Verime, Ze je to dolezita sucast akcie kde budeme mat idedlnu prilezi-
tost sa so §tudentkami bliZsie spoznat pri neformalnych debatach nielen
o vede.

Dufame, Ze aj tento rok sa budeme moct tesit z velkého zaujmu o Staii
se na den védkyni, a Ze si predovSetkym tucastnicky odnesii vela novych
poznatkov a pozitivnych zéazitkov.

Podrobnejsie informacie k akcii sit uvedené na webe:

https://vedkyne.fjfi.cvut.cz.
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