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MATEMATIKA

Kresleni stereoskopickych obrazkii

Jindrich Jelinek

Abstrakt. V tomto ¢lanku si ukdzeme stereoskopické obréazky, na jejichz
sledovani neni potfeba nic vic nez dvé papirové trubicky. Také si ukazeme
matematicky postup, jak promitnout trojrozmérny objekt do roviny, abychom
dokazali podobny stereoskopicky obrazek sami vytvofit.

Levé a pravé oko vnimaji svét ze dvou pozic. Binokularni (stereosko-
pické) vidéni vznika tak, Ze mozek zkombinuje pohledy levého a pravého
oka do jednoho. Diky tomu, Ze obé o¢i vidi objekty z trochu jiného thlu,
vnimame hloubku.

Mozek se vSak da oklamat. Na obr. 1 vidite dva obrazky téhoz stolku.
Pozornym pohledem miiZete zjistit, Ze obrazky nejsou identické, ale mirné
se lisi (napiiklad natodenim podstavy). Levy obrazek simuluje pohled le-
vého oka, zatimco pravy obrazek simuluje pohled pravého oka.

Obr. 1: Stereoskopicky obrazek stolku. Levym okem se divejte na levy obrazek
a pravym okem na pravy obrazek. Pouzijte papirové trubicky (rozméry jsou
popsané v textu), abyste omezili zorné pole pouze na piislusny obrazek.

Vyrobte si dvé papirové trubicky z papiri A4. Doporucené rozméry
trubicek jsou délka 30 cm a pramér 2,0-2,5 cm. Obréazky pozorujte kolmo
ze vzdalenosti 60 cm nebo vétsi, napiiklad se ze stoje divejte na ¢asopis
poloZeny na stole. Pravym okem sledujte skrz trubicku pravy obrazek
a levym okem sledujte skrz druhou trubicku levy obrazek. Pak musite
své o¢i donutit, aby se oba obrazky spojily v jeden. Tak vznikne troj-
rozmérny vjem. Trubi¢ky maji funkci omezeni zorného pole. Snazte se,
abyste v nich vidéli pouze samotny obrézek bez jeho vzdaleného okoli.
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MATEMATIKA

Nestejné okoli obou obrazkt pfedstavuje rusivy vliv, ktery miize branit
splynuti. Mtzete se pokusit sledovat obrazky i bez trubicek. Postavte
pied o¢i prekazku (napf. palec), aby pravému oku zakryl vyhled na levy
obrazek a soucasné i levému oku na pravy obrézek.

Obzvlast na poprvé mize byt vytvoreni 3D vjemu obtizné. Pro o¢i a
mozek je totiz sledovani stereoskopického obrazku nepfirozené situace.
O¢i jsou namifeny za papir, kde by se hypoteticky mél nachizet maly
stolecek, jenze ve skuteCnosti sleduji dva obrazky v blizsi vzdalenosti.
éoéky se tak museji zaostfit na kratsi vzdalenost, nez kde se sbihaji je-
jich zorné osy. To je v8ak v rozporu s celozivotnim nastavenim o¢i. Cim
vétsi je nesoulad mezi akomodaci (zaostfenim ¢ocky) a konvergenci (na-
todenim o¢i), tim sloZitéjsi je vytvoreni trojrozmérného vjemu. Sledovani
Spatné nakresleného stereoskopického obrazku miize vést i k bolestem o¢i
a hlavy. Pojem ,$patné nakresleny* je relativni, o¢i a mozek jsou velmi
flexibilni a kazdy ¢lovék mé svou hranici nékde jinde [2]. Pokud pfi sle-
dovéani stereoskopickych obrazka v tomto textu citite diskomfort nebo
dokonce bolest, divejte se pouze kratce, pak zvednéte hlavu a nechte oci
relaxovat.

V tomto textu si ukdZzeme matematicky navod, jak pfevést trojroz-
mérny objekt na dva obrazky simulujici zorné pole levého a pravého oka,
aby dohromady vytvofily trojrozmérny vjem podobné jako na obr. 1.
V podstaté se jedné o perspektivni promitani znamé z deskriptivni geo-
metrie. Na rozdil od obvyklého pFistupu deskriptivni geometrie (napf. [1]),
kdy se zpisoby promitani vysvétluji geometricky, my zvolime (pro néas
vhodnéjsi) popis pomoci vektorti.

Promitnuti 3D objektu na papir

Nasim cilem je dvakrat promitnout 3D objekt na 2D plochu, z pohledu
levého oka i z pohledu pravého oka. Nema smysl promitat objekt spojité.
Misto toho vybereme vyznamné body objektu a preneseme na papir
obrazy téchto bodi. Poté okolo nich dokreslime zbytek objektu. Mizeme
vyuzit toho, Ze v perspektivnim promitani je obrazem pifimky jina piimka
nebo ve specidlnim pripadé bod.

Schéma pieneseni obrazu jednoho takového bodu O na papir je zachy-
ceno na obrazku 2. Bod O ma prostorové soufadnice (azo, ayo,@zo).
Konstanta « umoziuje $kalovat sourfadnice a tim padem zvétSovat Ci
zmenSovat objekt. Pokud si napiiklad pfejeme nakreslit stereoskopicky
obrazek budovy, budovu s pomoci konstanty a zmensime. Piipadné se
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MATEMATIKA

po nakresleni obrazki muze ukazat, ze jsou prili§ malé nebo se naopak
prekryvaji. V tom piipadé zménime hodnotu « a spocéitame nové polohy.

Oci jsou zaostfené na bod S, v némz také zvolime pocatek kartézské
soustavy. Bod P je poloha pravého oka, zatimco bod L je poloha levého
oka. Stfed spojnice o¢i je oznaen jako T'. Aby se nam pozdéji dobte
poéitalo, zvolime osu x rovnobéznou se smérem od bodu S do bodu T" a
osu y rovnobéznou se smérem od levého oka k pravému. Osa z je kolma
k roviné papiru.

Velikosti aseéek jsou |T'S| =t a |PT| = |LT| = o. Pro lidské o¢i volime
0 =2,5-4,0 cm. Z bodu O leti svételné paprsky do obou o¢i. Pfedstavme
si, Zze do cesty paprskim vlozime papir rovnobézny s rovinou yz. Tam,
kde jej paprsky protnou, zakreslime obrazy bodu O pro levé a pravé oko.
Stfed papiru @ lezi na tuseéce T'S ve vzdalenosti et od bodu T. Pomoci
bodi definujeme vektory

T§=§:(—umm,

= (—€t,0,0), 0<e<]l,

SL?SLSL

7
=p=(axo —t,ayo — 0,220),
[= (axo —t,ayo + 0, az0),
TP =&p = (0,0,0),
T1 = &, = (0,—0,0).
Levy, resp. pravy obraz bodu O jsou na obr. 2 oznac¢eny jako O , resp.
O’. Prvni krok k nalezeni obrazu je rozlozit vektory 7 a I do rovnobézné
a kolmé slozky vzhledem k vektoru §. Kolmé slozka totiz lezi v roviné

papiru. Odvozeni provedeme pouze pro pravé oko, postup pro levé oko
je analogicky. Vektor p zapiSeme jako

P=p)+pL,
kde slozka pj je rovnobéznd s vektorem &, zatimco p je na néj kolma.
7 vlastnosti skalarniho sou¢inu') vyplyva pro kolmou slozku

§-pL=0.

1) Skalarni soudin Jje speciélni operace na dvou vektorech, jejimz vysledkem je ¢islo,
skalar. M&jme dva libovolné vektory @ a b v kartézském trojrozmérném prostoru se
slozkami @ = (ag,ay,az) a b= (bz, by, b.). Skalarni soucin je definovan

a-b= azbz + ayby +azb, = |EL’||E| cos 6,
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P O(ax07ay07azo)

Obr. 2: Pfeneseni bodu O na papir. Levé oko je v bodé L, pravé oko je v bodé
P. Spoleéné jsou zamifeny na bod S. Obé oé&i pozoruji bod O v jiné relativni
pozici vié¢i bodu S.

Jelikoz slozka pj| je rovnobézna s vektorem &, musi existovat takové realné
¢islo A, ze
D) = AS.

UZ méme v8echny ingredience nachystané, takze

Vratime se k ptivodnimu vztahu a vyjadiime kolmou slozku vektoru p

>l

PL=p—AS=p— |§172§
Z bodu L i P vedou ¢arkované rovnobézky s tseckou T'S. Papir pro-

tinaji v bodech L’ a P'. Vektor PP’ je roven vektoru ¢ a tim padem
je rovnobé&zny s 5 a pj. Z bodu P’ mifi k bodu O% vektor dp, jenz je

kde ||, resp. |b| jsou velikosti vektori a @ je thel jimi sevieny. Pokud ma jeden
z vektoru velikost 1, pak vysledkem skalarniho soucinu je pramét druhého vektoru do
smeéru jednotkového vektoru. Skalarni soucin navzajem kolmych vektoru je nulovy,
nebot plati cos(90°) = 0.

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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rovnobézny s p; . Musime zjistit, jak naskalovat vektor pj na ¢. Uplné
stejné se bude 8kalovat i p| na cfp, coz nas zajima. Vektor Jp je totiz
poloha obrazu O vzhledem k bodu P’. O vektoru ¢ vime

J=ec5=¢ 5) =S
q= - )\pH _)\pH'

Stejny pomér je i mezi vektory dp a DL
- € € 1 1512
dp=~pL=~={p—-Xs)=¢|-p—75 € p—§
b= S =5 A = (3 8) =e (S

Jeste lepsi by vak bylo znat polohu O% vzhledem ke st¥edu papiru Q.
Ta je popsana vektorem 7p. K bodu @ totiZz vztahneme i polohu levého
obrazu O%. Je pohodlné mit v8echy obrazy vztaZené ke stfedu papiru,
protoze az spocitame soufadnice vice bodt, podle jejich soutradnic po-
zname jesté pred nakreslenim, jestli se levy a pravy obrazek nepfekryvaji.
Poloha bodu O% vzhledem ke stiedu papiru je

TP:J’P+6P:5(|_TIQ—J)_8)+5P (2)

a podobné poloha bodu O} je
FLZJL+6L25<?ET—§)+5L. (3)
Vzhledem ke vhodné zvolené soufadnicové soustavé dokazeme vektory

7p a 7, rozepsat do slozek. Slozky vektort zndme ze vztahu (1). Pro
skalarni souciny plati |52 =t? al-§=p-§=t(t — awp). Vektory 7p a

7, jsou
tlayo — o taz
p = (O,g( Yo = o) +0,57O > , (4)
t —axo t—axo
t t
L = <O7E layo o) _ 0,€ azo ) . (5)
t—axro t—axo

Vsimnéte si, Zze x-ové slozky vektort jsou nulové. To je v souladu
s o¢ekavanim, nebot oba vektory leZi v roviné papiru a ten je rovnob&zny
s rovinou yz. Mozna vam pripada, Ze jsme vysledek spise zkomplikovali,
nez zjednodusili, ale naopak. Zapis ve slozkéch je totiz vhodny pro poci-
ta¢. Cely proces poc¢itani poloh obrazii bodu se da zautomatizovat. Staci
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MATEMATIKA

napsat program nebo vytvorit excelovou tabulku, kam jen vloZime para-
metry «, t, o, € a soufadnice vSech bodi (zo, yo, 20), a program spocita
polohy jejich obrazt za nés.

Pokud se po spocitani poloh obrazt vSech bodt stane, ze obrazky se
prekryvaji, musime pouzit mensi a. U prekryvajicich se obrazku totiz
nelze dosdhnout trojrozmérného vjemu. Stejné tak obrazky od sebe ne-
smé&ji byt dale nez rozte¢ o¢i pozorovatele (typicky 5-8 cm), coZ bohuzel
limituje maximalni velikost obrazkt na 4-5 cm. V opa¢ném piipadé by
se zorné osy o¢i musely rozbfhat, coZ je nepfirozena situace. Nastésti nas
zpusob konstrukce obrazku zajistuje, Ze obrazky budou vzdy blize nez
vzdalenost 2o.

Prepocitani souradnicové soustavy

Podle vyse odvozenych vztaht (4) a (5) dokdZeme nakreslit obrazek
objektu, na néjz se divime v zaporném sméru osy z. Jenze co kdyz se
chceme podivat z jiného sméru? Necht tedy stfed spojnice o¢i T" ma
v ne¢arkované soustavé (viz obr. 3) obecné soufadnice (t,%,,t).

2 z 2 z

Yy (T
0 /- o L
/ /
¥ @
x x

Obr. 3: 3D obrazek. Vzidjemné postaveni neCarkované a nové ¢arkované sou-
stavy. Vyznaceny jsou thly ¢ a 0. Bod T leZi na nové ose x’.

O¢i jsou opét zamifeny na stied souradnicové soustavy. Vzdalenost

TS| = /12 +12+12 =t.

Spojnice o¢i LP je kolmé na tsecku T'S a vzdélenost obou o¢i od bodu T’
je o. Papir, na ktery promitame, se nachazi ve vzdalenosti et od bodu T a
je kolmy na tsecku T'S. MuZzeme definovat stejné body jako v predeslém

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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pripadé, polohy o¢i L a P, polohu bodu O i stied papiru @ ve vzdalenosti
et od bodu T'. Pomoci téchto bodi znovu definujeme vektory TS = §,
TG =, PO =, LO = I, TP = p, TL = . Stale platf vztahy (2) a
(3), jenZe papir uz nelezi v zadné vyznacné roving, takze obecné viechny
slozky vektori 7¥p a 77, jsou nenulové a tim padem nedokidZeme vynést
obrazy bodi. Musime pracovat v soustavé, v niz dvé osy jsou rovnobézné
s rovinou papiru a t¥eti je na ni kolma. Vztahy (4) a (5) neplati vibec.
Jak tedy mame postupovat?

Transformujeme nec¢arkovanou soufadnicovou soustavu na novou ¢ar-
kovanou, v niz bude osa z’ rovnobézna s vektorem —5 a osa gy’ bude
rovnobézna s vektorem op. V nové soustavé bude papir rovnobézny s ro-
vinou y'7z’, a tudiz x’-ové slozky vektorii 7p a 77, budou nulové.

Predpokladejme, Ze zname soufadnice bodu O ve staré ne¢arkované
soustavé. Nasim tkolem je spoéitat jeho soufadnice v nové ¢arkované
soustavé. Nejprve pfepocitame polohu bodu T z kartézskych soufadnic
(tz,ty,t.) do stérickych soufadnic (r, ¢, ). Pro bod T je velikost pravo-
di¢e 7 = t a thly ¢ a 6 jsou definovany klasicky. Uhel § se méfi mezi osou
z a priivodi¢em a tihel ¢ se mé&ii mezi osou x a prumétem privodice do
roviny zy (nakresleno v obr. 3).

Bez odvozeni si rovnou ukéZeme vztah pro vypocet polohy (xy,, y5, zp)
bodu O v ¢arkované soustaveé

Ty = Tosinf cos ¢ + yo sin O sin p + 20 cos b,
/

Yo = —To sin p + yo cos p, (6)

2H = —x0 cosf cos p — Yo cos fsin ¢ + zo sin b,

nebo ekvivalentni zapis pomoci matic

Ty sinfcosyp sinflsing cosf o
o | = —siny cos 0 vo | - (7
25 —cosfcosp —cosfsing sinf Z0

Tento vztah pro rotaci soufadnicové soustavy neni uplné obecny, nebot
osa y’ zustala v roviné xy, ale to nepfedstavuje pro tuto aplikaci pie-
kazku.
Odvozeni vztahi (6) a (7)

Pro zajimavost si ukdZeme stru¢né odvozeni vztahi (6) a (7).
jmenujme jednotkové vektory ve sméru os z’, 3/, 2z’ po fadé i, j

Po-
E/
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Vyjadfeno ve staré necarkované soustavé jsou jejich slozky

i = (sin € cos ¢, sin 0 sin @, cos §),
7' = (—sinp, cos ¢, 0), (8)
k' = (= cosf cos p, — cos Bsin g, sin ).

Mgjme libovolny vektor . Jeho slozky ve sméru ¢arkovanych soufad-
nicovych os se spocitaji jako skaldrni soucin s piislusSnymi jednotko-
vymi vektory. Necht tedy vektor ¥ vyjadfeny v necarkované soustaveé
je U= (vg,vy,v,). Jeho slozky v ¢arkované soustavé jsou

oo R
Vgt = V-1, Uy =0~

y UV = v Elv (9)

Mgl

coz plati samoziejmeé i pro polohovy vektor bodu O, ¢ili ¥ = (zp, yo, 2z0)-
Dosazenim z (8) do (9) dostaneme vztah (6).

Nakresleni 3D obrazku

Poté, co jsme odvodili hromadu matematickych vztaht, méli bychom
si ukdzat i jejich pouziti v praxi. Proto si nakreslime konkrétni stereo-
skopicky obréazek — elementérni buiiku plosné centrované krychlové krys-
talické mrizky (viz obr. 4). Laicky fefeno, vyneseme na papir body ve
vrcholech krychle a ve stfedech jejich stén.

Obr. 4: Zakladni buiika plosné centrované krychlové krystalové mrizky. Takto
krystalizuje mnoho kovi. Misto ¢ernych puntiki si miZeme predstavit atomy
hliniku, st¥ibra, zlata nebo t¥eba médi.

Jak bylo napsano vySe, je uzitetné vytvorit si v pocita¢i excelovou
tabulku nebo napsat néjaky program, kam zadame parametry «, t, o, €,

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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©, 8 svého obrazku a souradnice bodi objektu. Program spocité projekce
bodli na papir a pokud moZno i sam zobrazi stereoskopicky obréazek.
Pokud se levy a pravy obréazek prekryvaji, snizenim parametru o mizeme
objekt pomyslné zmensit. Stejné tak jestli vypada stereoskopicky obrazek
nepiirozené a boli z jeho sledovani o¢i, pohrajeme si s parametry t, o, €.
Pokud se chceme podivat na objekt z jiného sméru, zvolime thly ¢, 6 a
pomoci vztahu (6) nebo (7) pfevedeme staré souradnice na nové. Pocitac
prepocita polohy pro nové parametry okamzité a nemusime vSechna ¢isla
pocitat sami s tuzkou a kalkulackou.

Pro inspiraci, soufadnice bodii na obrazcich v tomto textu byly spodci-
tany v Excelu a ru¢né prepsany do EXIEXu. Tam jsme obrazky vykreslili
pomoci balicku \usepackage{tikz}. Nepochybné by ale $lo proces kres-
leni zautomatizovat i vice.

Pokud nedate dopustit na kresleni rukou, je mozné vynéaset body na
zadni stranu milimetrového papiru za pomoci prosvitajici miizky. Tak
dosédhnete dostateéné presnosti umisténi bodi.

¢. | staré sourad- | nové soufadnice | levy obrézek | pravy obré-
nice (z,v, ) («',y',2") (yr,zL) zek (yp,zp)
1| (13;13;13) (6,62; —1,15;0,68) (—2,57;0,22) (1,83;0,22)
2 | (-13;13;13) (2,94; 5,39;2,80) (—0,57;0,87) (3,92;0,87)
3| (13;-13;13) (0,96; —5,39; 3,95) (—3,90; 1,20) (0,63;1,20)
4 | (-13;-13;13) | (—2,72;1,15;6,07) (=1,97;1,77) (2,64;1,77)
5 | (13;13;—-13) (2,72;-1,15; -6,07) | (—2,60;—1,88)| (1,89;—1,88)
6 | (—13;13;—-13) | (-0,96;5,39; —3,95) | (—0,68;—1,17)| (3,89;—1,17)
7| (13;-13;-13) | (—2,94;—5,39;—2,80)| (—3,87;0,82) (0,74; —0,82)
8 | (—13;-13;-13)| (—6,62;1,15;—-0,68) | (—2,02;—-0,19)| (2,66;—0,19)
9 | (13;0;0) (—1,84;—-3,27;—1,06)| (—3,26;—-0,33)| (1,25;—0,33)
10| (—13;0;0) (—1,84;3,27;1,006) (—1,33;0,31) (3,26;0,31)
11} (0;13;0) (2,83;2,12; —1,64) (—=1,59; —0,51) | (2,90;—0,51)
12} (0;—13;0) (—2,83;—2,12;1,64) | (—2,92;0,48) (1,69;0,48)
13| (0;0;13) (1,95; 0,005 3,38) (—2,25;1,04) (2,25;1,04)
14| (0;0;—13) (—1,95;0,00; —3,38) | (—2,30;—-0,99)| (2,30;—0,99)

Tabulka 1: Zobrazeni zdkladni buiiky plosné centrované krychlové krystalické

mifzky.
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Ve druhém sloupci tabulky 1 jsou vypsany soufadnice v8ech bodi
v trojrozmérném prostoru. Body 1-8 jsou vrcholy krychle, zatimco body
9-14 jsou stfedy stén. S takto definovanou soufadnicovou soustavou
bychom pozorovali krychli kolmo na jednu jeji sténu. Zajimavéjsi po-
hled se nam ale nabizi ze sméru ¢ = 57° a § = 60°. Dalsi parametry
pouzité v obr. 4 jsou a = 0,30, t = 90 cm, o = 3,25 cm, € = 0,30.

Kresleni stereoskopickych obrazkt touto metodou je trochu alchymie.
Vysledné parametry obr. 4 vznikly po nékolika pokusech, kdy jsme mu-
seli vybalancovat nékolik jevi. Nejenze se levy a pravy obrézek nesméji
piekryvat (proto jsme krychli zmensili pomoci a@ = 0,30), pro lepsi vjem
by se nemély prekryvat ani zadné z puntika znacicich body 1-14. To je
pfi zvolenych thlech ¢ a 6 splnéno. Hodnoty parametrii ¢, o a € jsme
pouzili stejné? jako ve viech stereoskopickych obréazcich v tomto textu.

Nazorné si ukdZzeme vypocet pro bod 1 (je vyznafeny i v obr. 4),
postup pro ostatnich tfindct bodi by byl analogicky. VSechny polohy
jsou v centimetrech. V ptivodni soutadnicové soustavé ma bod polohu
(z,y,2) = (13;13;13). Jelikoz se na obrazek chceme podivat z jiného
sméru ne? z kladného sméru osy z, musime podle vztahu (6) prepocitat
soufadnice do nové arkované soustavy, v niz osa x’ miff mezi naSe o¢i.
Pri té prilezitosti rovnou zmensime objekt koeficientem a = 0,3:

' =0,3-(13sin 60° cos 57° + 13 sin 60° sin 57° + 13 cos 60°) = 6,62,
y' =0,3-(—13sin57° + 13 cos57°) = —1,15,
2" =0,3-(—13c0s60° cos 57° — 13 cos 60° sin 57° + 13sin 60°) = 0,68.

Bod (13;13;13) méa nové polohu (6,62; —1,15;0,68). Nové polohy pro
vS8echny body krychle najdeme ve t¥etim sloupci tabulky 1.

Dosazenim novych soufadnic do vztaht (4) a (5) zjistime projekce
bodi na papir. Jelikoz uz jsme koeficient « aplikovali, nebudeme jej
zahrnovat do vypoctu podruhé.

t(y' + o) 90 - (—1,15 + 3,25)
yp=em T —o=03 90 — 6,62 3,25 20
ty' — o) 90 - (—1,15 — 3,25)
_ —03. 25 =1
yp = e~/ — +0=03 0 6o teM =183

2)Mo#n4 vés zarazil rozdil mezi vzdalenosti ¢ = et = 27 cm a doporucenou pozo-
rovaci vzdalenosti z ivodu 60 cm. Pfi sledovani z vétsi vzdalenosti je snazsi donutit
obrazky splynout a tak dosahnout 3D vjemu (obzvlast pfi prvnim pozorovéni). Jak
bylo napsano vyse, mozek a o¢i jsou flexibilni.
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tz! 90 - 0,68
=03 —
790 — 6,62

ZL—ZP—Etixl = 0,22.
Nyni tedy na papir mizeme do poloh (yr,zr) = (—2,57;0,22), resp.
(yp, zp) = (1,83;0,22) vynést levy, resp. pravy obraz bodu 1. Ve ¢tvrtém,
resp. patém sloupci tabulky 1 jsou pak uvedeny polohy obrazi vSech
ostatnich bodt krychle. Na obrazku 4 jsou svétle Sedou barvou vyznaceny
soufadnicové osy y a z. MiZete se s pravitkem presvédcit, Ze polohy
levého i pravého obrazu bodu 1 sedi.

Jisté jste si vSimli, Ze v obrazcich 3 a 4 jsou popisky, které se jevi,
jako by byly umistény vedle popisovaného bodu. Umistit kratky popisek
do obrazku neni slozité. Staci na obou obrazcich napsat znak ve stejné
relativni pozici vi¢i popisovanému objektu (napf. 2,5 mm doprava a
2,5 mm nahoru). Toto je samoziejmé aproximace, kterd funguje pouze
v blizkém okoli a hodi se jen pro kratké popisky.

Dalsi metody sledovani 3D obrazki

Existuje nespocet jinych zptisobt, jak zobrazovat stereoskopické ob-
razky nebo 3D videa. VSechny pracuji na stejném principu — levému oku
se zobrazuje jiny pohled nez pravému a mozek musi byt presvédcen, ze
oCi se divaji ne na dva rtizné obrazky, nybrz na jeden objekt ze dvou
pozic. MoZzna doma mate pristroj zvany stereoskop. Stereoskopy vyu-
7ivaji optickou soustavu. Nejstarsi typ, Wheatstonetiv stereoskop (viz
obr. 5 vlevo), obsahuje dvé zrcatka odklonéné o 45° ke sméru pohledu.
V zrcéatcich se odrazi obrazky urcené pro levé a pravé oko. Brewsteruv
stereoskop (obr. 5 vpravo) vyuZiva spojné ¢ocky, které funguji jako lupy
— obrazky zdéanlivé zveétsi a prenesou do vétsi vzdélenosti. Diky tomu
muze mit stereoskop malé rozméry.

Obr. 5: Dva typy stereoskopu, vlevo Wheatstontiv stereoskop vyuzivajici dvé
zrcatka, vpravo Brewsteruv stereoskop pouZzivajici soustavu cocek. (zdroj [3],
public domain)
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U vétsich projekei se nelze vyhnout prekryvani obrazki. Pak je nutné
aktivné zabranit tomu, aby do oka nedoputoval zadny signél uréeny dru-
hému oku. 3D kina a doméci 3D televizory pouZivaji bud polarizované
svétlo (obraz je nutné sledovat skrz bryle s polariza¢nimi filtry), nebo
rychle za sebou st¥idavé promitaji obrazy pro levé a pravé oko (obraz
je nutné sledovat pres specialni bryle, které synchronizované s obrazov-
kou zatmivaji levou a pravou ¢ocku). Dostupnéjsi metodou jsou barevné
anaglyfy, kde jsou oba obrazky nakresleny riznou barvou a ¢lovék je sle-
duje skrz bryle s barevnymi filtry (typicky modrozeleny a ¢erveny). Filtr
pred kazdym okem propusti pouze svétlo ze spravného obrazku a tak
miiZe vzniknout trojrozmérny vjem. K nakresleni anaglyfu mtuzeme pou-
zit aplné stejny matematicky postup, s jakym jsme se seznamili v tomto
¢lanku.

Shrnuti

V tomto ¢lanku jsme si predstavili matematicky postup, jak nakreslit
stereoskopicky obrazek. Vyhodou takto vytvorenych obrazku je, ze k je-
jich sledovani nepotiebujeme zadné speciilni vybaveni, ani polariza¢ni
bryle, ani bryle s barevnymi filtry, ani optickou soustavu ¢ocek. Potiebu-
jeme pouze dvé papirové trubicky (pfi trose cviku stadi palec postaveny
pred odi, aby zakryl levému oku pravy obrazek a naopak). Nevyhodou je,
Ze obrazky od sebe nesméji byt dal nez rozte¢ o¢i pozorovatele (5-8 cm).
Oba obrazky proto museji byt malé, maximalni rozméry jsou 4-5 cm.
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Beznula &isla

Antonin Jancarik, PedF UK, Tomds Kepka, MFF UK, Praha
ITvan Volny, Praha

Teorie ¢&isel je oblasti, kterd nabizi mnozstvi velmi zajimavych pro-
blémi. Casto se zde setkavame s tlohami, které Ize snadno formulovat,
ale jejich feSeni mize byt nesmirné obtizné. V tomto ¢lanku se zaméifime
na jednu z takovych tloh. Budeme se zabyvat otdzkami spojenymi s po-
dobou zapisu ¢isla v soustavé s predem zvolenym zakladem a svoji pozor-
nost soustfedime na ¢isla, jejichZ zapis neobsahuje &islici nula (beznula
¢isla), a na ¢isla, ktera se daji zapsat jako soudin dvou beznulych &isel
(skorobeznul4 ¢isla). Primarné se zaméfime na soustavu s dekadickym
zékladem a ¢isla ve tvaru 10™ a polozime si otazku, pro ktera nezaporna
cela ¢isla n lze mocninu 10™ rozlozit na soucin 10" = ab celych ¢isel
a,b, kde ani ¢islo a ani ¢islo b nemaé ¢islici 0 ve svém dekadickém zapisu.
Néasledné ukazeme, jakym zpusobem je moZné pozorovani z dekadické
soustavy zobecnit i pro soustavy o jiném zakladu.

Beznula a skorobeznula éisla

Za ¢elem snazsiho vyjadfovani budeme fikat, Ze celé ¢islo a je beznulé
(pfi zakladu 10), jestlize v dekadickém zapise ¢isla a se nevyskytuje &is-
lice 0. Napiiklad, 1,2,...,9,11,...,19,21,... jsou beznula ¢isla, zatimco
¢isla 0,10,20,...,101,... beznul& nejsou.

Budeme fikat, Ze ¢islo a je skorobeznulé, je-li sou¢inem dvou (ne nutné
riznych) beznulych &sel. Ziejme, 0 neni skorobeznulé &slo a ¢islo a je
skorobeznulé tehdy a jen tehdy, je-li takovym i ¢islo —a. V dalSim se
tudiz omezime pouze na kladna cela &isla.

Je-li a beznulé ¢islo, pak a = 1-a je rozklad na souéin dvou beznulych
¢isel. Tedy kazdé beznulé ¢islo je také skorobeznulé.

Je-li p prvodislo, pak p lze rozloZit pouze ve tvaru p = 1 - p. Takze
prvodislo p je skorobeznulé pravé tehdy, kdyz je beznulé. Nejmensi pr-
vocislo, které neni beznulé je 101. Je dokézano, Ze existuje nekonecné
mnoho beznulych prvoéisel [1].

Neékolik pozorovani
Jel1l0=2-5,20=4-5,30=5-6,40=5-8,50=2-25,60=5"-12,
70=2-35,80=5-16,90 =5-18, 100 = 4 - 25. Nyni je jasné, ze kazdé
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¢islo m takové, ze 1 < m < 100, je skorobeznulé. A je také jasné, ze
prvocislo 101 je nejmensim kladnym ¢&islem, které neni skorobeznulé.

Je 102 = 2-51, 103 je prvocislo, 104 = 2-52, 105 = 5-21, 106 = 2-53,
107 je prvocislo, 108 = 2 - 54, 109 je prvocislo, 110 = 2- 55, 120 = 5 - 24,
130 = 2-65, 140 = 5-28, 150 = 6 - 25, 160 = 5-32, 170 = 5 - 34,
180 =5-36, 190 = 5- 38, 200 = 8- 25, 201 = 3-67. Odtud snadno plyne,
Ze kazdé (slozené) ¢islo m takové, ze 102 < m < 201 je skorobeznulé. Je
v8ak 202 = 1-202 = 2-101 a jinych rozkladi ¢islo 202 nema. Tedy 202 je
nejmensi kladné slozené ¢islo, které neni skorobeznulé. Navic, ¢islo 202
nelze rozlozit na soucin jakkoli mnoha beznulych &isel. Protoze kazdé
slozené ¢islo m, 1 < m < 201 je skorobeznulé, tak prvoéisla 101, 103, 109
jsou pravé ta ¢isla m, ze 1 < m < 201 a m neni skorobeznulé.

Snadno spocteme vlastnimi silami, Ze 47 je nejmensi prvocislo s tou
vlastnosti, ze jeho druha mocnina neni beznula. Je 472 = 2209; samo-
zfejmé, 472 je skorobeznulé &islo. Dale je 473 = 47-47-47 = 103823. Tedy
473 je soucinem tii beznulych &isel, pticem# vSak 47% neni skorobeznulé
¢islo. Pro nejblizsi vétsi prvocislo, tedy ¢&islo 53, také plati, ze jeho druha
mocnina neni beznula, nebot 532 = 2809. Oviem 533 = 148877, coZ je
beznulé ¢islo.

Cislo 107 je nejmensi prvocislo, které neni beznulé, avsak jeho druha
mocnina jiz beznuld je; 1072 = 11449. Nejmensi takové slozené &islo je
106, 1062 = 11236. Jako zajimavy tkaz uved me nasledujici druhou moc-
ninu: 33333333333333342 = 11111111111111115555555555555556, coZ je
beznulé ¢islo, které je druhou mocninou beznulého ¢isla.

Mocniny dvou a péti

Neni viitbec néro¢né si vyrobit tabulku mocnin 2™ prvoéisla 2, a to
tfeba pro 0 < n < 100. Prohlidkou této tabulky zjistime, Ze pro tyto
exponenty je mocnina 2" beznuld pravé jen pron = 0,1,...,9, 13, 14,
15, 16, 18, 19, 24, 25, 27, 28, 31, ..., 37, 39, 49, 51, 67, 72, 76, 77 81, 86.
Dohromady je to 36 = 62 exponent.

Panuje presvédceni [2], Ze 86 je nejvétsi exponent n takovy, Ze mocnina
2" je beznula. Tato domnénka byla potvrzena pro n < 2,5 - 10°.

Asi by dalo dost prace zjistit pfimym vypocétem, Ze pro 0 < n < 100
jsou mocniny 5" beznulé pouze pron =0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 9, 10, 11,
17, 18, 30, 33, 58. Dohromady to je 16 = 2* exponentii. Opét existuje do-
mnénka, Ze 58 je nejvétsi exponent. Domnénka byla ovéfena pro vSechna
n < 1019,
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Rozklad mocnin deseti

Dokazme si, Zze pro n > 0 je mocnina 10™ skorobeznula pravé tehdy,
kdyz jsou beznulé obé mocniny 2" a 5.

Nejdfive tu snadnou ¢ast. Je 10" = 2™ - 5™. Jsou-li tedy mocniny 2"
a 5" beznulé, pak mocnina 10" je skorobeznula.

A nyni tu tézsi ¢ast. Necht 10" je skorobeznulé &slo. Checeme dokazat,
7ze mocniny 2" a 5™ jsou beznulé. Vime, ze 10" = ab, kde a,b jsou
(kladna) beznula &isla. To jest, 2™ - 5™ = ab, z ¢ehoZ plyne a = 2" - 5% a
b=2"-5" 0<rs,u,v;r+u=n=s+wv.

Bylo-li by » > 1 a soucasné s > 1, pak by 2" bylo sudé a (dekadicky)
zapis mocniny 5" by konéil ¢islici 5. A tak soucin 2" -5° by kon¢il ¢islici 0,
nebot 2771.2.5571.5 =10-2""1.5"1. To je viak spor s tim, Ze &islo a
je beznulé. Je tedy 0 € {r, s}.

Ze symetrie a z r +u = n = s + v pak jiz plyne, ze 0 € {u,v} a tudiz
{a,b} = {2",5"}.

Mocniny deseti

Na zékladé predchozich pozorovéani ziskdvame, ze pro 0 < n < 100 jsou
mocniny 10" skorobeznulé pravé a vyhradné jen pro 11 exponentii (z toho
10 kladnych), konkrétné pro n = 0,1,2,3,4,5,6,7,9, 18, 33. Platila-li by
vySe uvedend domnénka o mocninich dvou, pak by to byly jiz vS8echny
hledané exponenty. Pfipomenime vSak, Zze domnénka je provéfena pro
n <25-10°.

Nejvyssi znamou skorobeznulou mocninou 10 je mocnina

1033 = 8589934592 - 116415321826934814453125

1033 je p&kné skorobeznulé &islo (i kdyz mé ve svém zapise 33 nul).
Dale vime, ze 23* = 2 - 8589934592 = 17179869184, ¢ili i ¢islo 2 - 1033
je skorobeznulé.
Nejmensi (nezaporny) exponent n takovy, Ze mocnina 10™ neni sko-
robeznuld, je n = 8. A to proto, Ze 5% = 390625 neni beznulé &islo. Dalsi
pak je n = 10, nebot 210 = 1024.

Zobecnéni pro soustavy o jiném zikladu

Pojmy ,,beznulosti* a ,skorobeznulosti“ jsou zévislé na pouzitém za-
kladé g pro pozi¢ni zapis celych ¢&isel. Pfedchozi pozorovani byla ¢inéna
pro obvykly piipad ¢ = 10. Mtzeme ovSem uvazovat i jiné zaklady ¢ > 2
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a budeme ziskdvat ¢-beznula a g-skorobeznula &isla. Opét je zajimavé
hledat exponenty n > 0 takové, Ze mocnina ¢" je g-skorobeznula.

Je-li ¢ = p*, kde p je prvocislo a k > 0, pak neni t&7ké si poviimnout,
ze mocnina q" je g-skorobeznula pouze pro n = 0,1 v piipadé, ze k > 2,
a pouze pro n = 0 v pfipadé, ze k = 1 (tj. ¢ = p je prvocislo).

Necht ¢ neni mocninou zadného prvodéisla, 6 < ¢. Lze potom psati
g=71-8 kde 2 <r < s < qa disla r,s jsou nesoudélna (staci uvazit
prvodiselny rozklad &isla ¢). (Pokud &isla r, s jsou prvodisla, miizeme
pouzit stejné uvahy, jako u rozkladu ¢isla 10 v desitkové soustavé. Zde
ale pripoustime i moZnost, Ze ¢isla r, s jsou ¢isla slozend.) Bylo-li by
r? > ¢, pak by platilo s > g a ¢*> = r2 - s> > ¢, coz neni mozné.
Nahlizime, Ze r? < ¢ < s2.

Samoziejmé, ¢° = 1 je g-beznulé. Aviak i 7, s jsou nenulové &islice
(pro zéklad q), a tak i ¢' = ¢ je g-skorobeznulé &islo. Dale, 72 je nenulova
¢islice, ¢ < s < ¢?, s> =aq+b,1<a<q,0<b<q Tedy s*> = (ab),
(poziéni zapis pti zdkladu ). Kdyby bylo b = 0, tak by s? = aq = ars,
tedy s = ar a tedy r = 1, nebot &isla 7, s jsou nesoudélni. To je vsak
spor s tim, Ze r > 2. Tedy b > 1 a ¢islo s je g-beznulé. JelikoZz mame
> =712 - 52, tak ¢® je g-skorobeznulé &islo.

A ted se blize podivime na mocninu ¢3. Jelikoz je r < s, tak je
@?>rard=aq+b0<a<gq,1<b<gq,r’=(ab),. Daleje ¢> > s3,
$3=cqg®+dg+e 0<c<q,0<d<gq,1<e<gq,s>= cde),.

Je-li d # 0, pak obé &isla r3 a s3 jsou g-beznula a mocnina ¢> je tudiz
g-skorobeznulé. Piedpokladejme tedy, ze d = 0. Je potom

3

¢ =r s

= acq® + beq® + aeq + be > acq®.
TakZe ac = 0, &li @ = 0 nebo ¢ = 0. Kdyby bylo ¢ = 0, tak s3 = e < g,
¢ =135 < 8 =¢e? < ¢? q < 1, coz neplati. Takie ¢ # 0 a a = 0,
@ = beg? + be, be = ¢%(q — be), coz je spor s tim, ze 1 < be < ¢
Pfesvédéili jsme se, Ze i mocnina ¢ je g-skorobeznula.

A na fadu pfich4dzi mocnina ¢*. Jelikoz je r < s, tak je 7
r*=ag+b0<a<gq, 1<b<gq, rt=(ab),. Dale je s* < ¢*,

<
st =cq® +dg® 4 eq + f,

0<cde<gq 1< f<gq,s*= (cdef),. Cislo 74 je g-beznulé. Je-li

navic d # 0 # e, pak i s* je g-beznulé a mocnina ¢* je g-skorobeznula.

Je-li e = 0, pak s* = cq® +dg®> + f, s> déli f, s> < q,s* <¢? s*=Ff
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a ¢* = r*.s* je g-skorobeznulé &islo. Zbyva piipad e # 0 = d. Je

st=cq’ +eq+ f,

¢t =1t 5" = (ag+b)(cq® +eq+ f) =
= acq® + beq® + aeq® + (af + be)q + bf.

Je bf > 1, takze ac = 0. Pro ¢ = 0 bychom dostali s* < ¢? a potom také
¢ =1t st < q¢® ¢®> = ¢*, spor. Takze je a = 0 # c. Tedy r* = b,

st=ci®+eq+ f=cr’s® +ers+ f,
¢t =rteq® +rteq + r4f.

Dale je jasné, ze f = sg, 1 < g < r. Po zkraceni dostavame rovnost

3 =crds? +er+ g,

pro kladnéa cela ¢isla, kde vime, 7e 2 <r < s, 1 <c<rs, 1 <e<rsa
1 < g < r. Thned vidime, Ze s déli er + g, er + g = hs?, 1 < h. Odtud
plyne er® + gr? = hr2s2. Oviem, my vime, Ze r* = b < ¢ = rs, dili
r3 < 5. Pak ale

rs® 4+ 13 > es+ gr® > er’ + gr? = hr?s?,

252 > s + 12 > hrs? > 2hs? > 282,

coz je opét spor. Ponékud pracné jsme se pfesvédcili o tom, Ze i moc-
nina ¢* je g-skorobeznula.

Spocitali jsme si, Ze pro slozené (kladné) ¢islo ¢, které neni mocninou
prvodisla (je pak ¢ = 6,10,12,14,15,18,20,...) jsou vSechny mocniny
q°, q%, 4%, ¢® a ¢* g-skorobeznulé.

A uz je tu zavér. Nemusime propadnout zoufalstvi. Volme piipad ¢ = 6
(r =2,s = 3). Tedy ¢ nejmensi mozné. Je 3° =1 = (1),, 3! =3 = (3),,
32 = 9 = (13),, 3% = 27 = (43),, 3 = 81 = (213), a 3° = 243 = (1043),.
Mocnina 6% = ¢% = (100000), neni g-skorobeznula. Vyse uvedené tvahy
proto neni moZzné zobecnit pro vySsi nez ¢tvrtou mocninu.

Zaveér

Problémy spojené s beznulymi a skorobeznulymi &isly lezi na pomezi
mezi teorii ¢isel a rekreacni matematikou. Toto spojeni nabizi celou fadu
otevienych problémi, z nichZ nékteré jsou fesitelné i nastroji bézné skolni
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matematiky a nabizi velky prostor pro experimentovani a objevovani.
Zaroven umoziuji zobecnéni vysledkt a pfechod z dekadické soustavy do
soustav o jiném zékladu, coz je v sou¢asné dobé ve Skolské matematice
opomijené téma.

Autofi tohoto ¢lanku jsou presvédéeni, Ze tilohy podobného typu de-
monstruji krasu matematiky a prostfednictvim jednoduchych aritme-
tickych vypocéti mohou vzbudit a prohloubit u zéki, studentt i Siroké
verejnosti zajem o tuto védu.
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Pripomenme si podobnost trojihelniki

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V elementarni rovinné geometrii je zaveden pojem podobnosti troj-
thelnikia. Je zaveden, mnohdy nedocenén a nevyuzit. Uzivani nabiflo-
vanych vzorcii v situaci, kdy jadro problému muze byt vysvétleno uzi-
tim podobnosti trojihelnikd, je nejenom zbytecné, ale ¢asto i zavadéjici
(viz [1]).

V této kratké poznamce, kterd muze poslouzit ve skolni vyuce, zda-
raznime diileZitost pojmu podobnosti trojuhelniki, jenz lze geometricky
vyjadiit velmi jednoduse:

Duva trojuhelniky jsou podobné prdvé tehdy, kdyz maji stejné uhly.

Podobnost trojuhelnikt je v ¢lanku vyuzita k vysvétleni nékterych
vlastnosti, které jsou spole¢né vSem trojuhelnikim. Soustifedime se na
jednoduchou otazku, ktera patii do souboru problémi feSenych v [2]
uzitim barycentrickych soufadnic, jenz kulminoval vétami Ceévy, Me-
nelause a Routha. Zde podame zcela elementarni dikaz ,,Hlavniho tvr-
zeni“, z néhoz Cévova véta a Routhova véta vyplynou jako disledky.
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Je z&dbavné sledovat, jakou pozornost vénuje literatura nékterym speci-
alnim pfipadim téchto vét. Feynmantv fenomén (viz napf. [5]) je toho
nespornym dukazem. Feynmantuv trojuhelnik je objasnén na str. 179
¢lanku [1] (viz téz [6]).

Cilem tohoto ¢lanku je popsat, odivodnit a zobecnit nésledujici ob-
razek:

C

Obr. 1: Obsahy jednotlivych ¢asti trojihelniku ABC

Zde jsou strany trojuhelnika rozdéleny pomoci bodu Ay, By a Cy
v pomérech

4Bl 4 |BC| 1 |CiA] 3

|A,C] 3 |BiA] 20 |CyB] 5

Potom jsou poméry obsahii jednotlivych ¢asti trojuhelniku ABC k ob-
sahu celého trojuhelniku vyjadieny piislusnymi zlomky. Vznikly troja-
helnik SapSpcSca ma obsah rovny % obsahu trojuhelniku ABC'.

V obecném zadani jsou strany a = BC, b = C A, ¢ = AB trojuhelniku
ABC rozdéleny body A1, By a C7 na tsecky, jejichz délky oznatme a; =
= |141B|7 as = |A10|, b1 = |B10|, bQ = |B114‘7 Cc1 = |01A‘ a Cy = |OlB|;
tEdy a = ay +CLQ,b: b1 +b2,c:cl =+ Ca.

Cestou k popisu a vysvétleni hodnot na obr. 1 je toto tvrzeni.
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Tvrzeni. Strana BC je bodem Ai rozdélena v poméru If\igl‘ = Z—; a
strana CA bodem By v poméru ‘Igﬁl‘ = Z—; Potom
|SapAi] _ b . |SapDBi] _ a2by (1)
|SABA‘ abg |SABB| alb '

k 1SaBAil |SapBi|

Obr. 2: Poméry tsece
y SapAl @ TSapBI

V dukazu rovnosti (1) vyuzijeme podobnosti trojahelnikia: AB; DC ~
~ NAAC a ABA1Sap ~ ABDB;. Zde je tsetka DB; rovnobé&Zna
s use¢kou A A. Tedy

|A1A| o b ‘SABA1| o aq a1b

= a = = .
|DB1‘ b1 |.DB1| a1 + % a1b+a2b2

Odtud
\SABA1| _ a1by _ a1by
|AA;| a1b+ asby  aiby + abs’
Proto
|SapAi] _ aih
|SABA| ab2 ’

Zcela stejnym zpusobem (uZitim podobnosti trojuhelnika A1 EC a BB,C
adale AB1Ssp a AEA;, kde spojnice EA; je rovnobézna s tseckou By B)
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dostaneme rovnost
|SapDBi| _ a2by o |SapDBi| __ asby
|SABB| aib |BBl| a1b+a2b2‘

Predchozi tvrzeni muzeme aplikovat na dvojice tse¢ek BBy, CCy se
spole¢nym bodem Sgc a CCq, AA; se spoleénym bodem S¢ 4. Oznacme
Sq = €160 + C2a2, Sp = a1b + asbs a s, = bic + byce a pfislusné poméry
zaznamenejme v nasledujici tabulce:

[SaBA1|l _ aiby [SaBAi|l _ aiby [SaBBi|l _ azbs [SaBBi| _ asbs
ISABAl ab2 |AA1| Sp |SABB| alb |BBl‘ Sp
[SpeBi| _ bicy |SecB1| _ bicy ISecCil _ baco [SBcCi| _ baco
‘Sch‘ b02 ‘BBll Se ‘SBccl blc \CCI\ Se
‘SCAcll — c1a1 ISCACI‘ — c1a1 ‘SCAAII — ca2a2 |SCAA1‘ — Ccoa9o
‘SCAC| cag |CC1‘ Sa |SCAA‘ c1a |AA1| Sa

Vratme se nyni k trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢, rozdélenymi
body Ai, By, Cq na tseky aq, as, b1, ba, c1, co. Useckami AA,, BBy,
C(C1 je trojihelnik rozdélen na sedm ¢asti.

A C1 Cl Co

Ty ¢

Obr. 3: Obsahy ¢asti trojihelniku ABC v obecném piipadé

Hlavni tvrzeni. Oznacime-li obsah trojiuhelniku ABC symbolem A, 0b-

sahy trojuhelniki AC1Sca, BA1Sap a CB1Spc jsou
Pa=AUN py= Uiy, p, G

CSq asy bs,
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Ddle, obsahy ctyrihelniki AScaSpcBi, BSaScaCi a CSpcSapAi
jsou

c1(agbs. — b3s,) aj(bacsy — cisp)

Op=—""——"—"A, QOp= A,
bs.s, CS4Sh
by (caasy — a?s
QC _ ( 1 C)A
aspSe

Obsah S trojuhelniku SapSpcSca je rozdil A a souctu vSech P’s a Q’s.
Dtikaz hlavniho tvrzeni opét vyuzije poméri geometrickych veli¢in.

Obsah trojihelniku AC1C je <L A. Jelikoz

|ScaCh|  cirax

|OCl| o Sa ’
dostavame )
Pa=T0A
CSq
a podobné
b201
Po = 7—A,
© bs.
a tedy

. <0101+01¢12+02¢1201al bf)Acl <CL2b%>A

CSgq bs.

_c1agbs, — bis,)
bs.s,

Obdobnym zptisobem dostaneme pomoci trojuhelniki BA1A a CB1B
hodnoty pro Pg, Qgr a Qc¢.
Tim je dikaz hlavniho tvrzeni dokoncen.

Alespon slivkem poznamenejme, Ze jsme podali dikaz pro piipad,
kdy bod Cj lezi mezi vrcholem A a prusecikem strany AB a piimky
urcéené body C' a Ssp. Ihned vidime, zZe pfipad, kdy C; lezi mezi timto
priseéikem a vrcholem B, feSime zcela obdobnym zptisobem.
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Hrani¢ni ptipad, kdy C; s pruseéikem strany AB a pifimky uréené
body C a Sap , tj. pfipad, kdy body Sap, Sgc a Sca splyvaji, je popsan
vétou Cévovou. Pfipomenme ji v nasledujici forme.

Tvrzeni (véta Cévova). Kterékoliv dva z bodi Sap, Spc, Sca splyvaji
(coZ je ekvivalentni s tim, Ze vSechny tri body spljvaji) prdvé tehdy, kdyz

(111)161 = a2b202.

Vezméme libovolné dva body, tfeba Sap = Sca. To znamena totéz,

co
|SaB ALl a1by - |Scad] C202

|SABA| o abg o |SCAA| o cla'

A to znamena totéz, co a1bicy = asbaco.

Véta Cévova je bezprostfednim disledkem véty Routhovy. Tu zde
formulujeme ve tvaru vzorce (2) a ukdZeme, Ze (2) je pouhym pfepisem
hlavniho tvrzeni.

Tvrzeni (Véta Routhova).

% _ (a1brc1 — a2b202)2. @)

SaSbSc

Zde je pfepis Hlavniho tvrzeni:
Pomeér obsahi trojuhelnikia & = SapSpcSca a A = ABC' se rovné

S _ 1 <c%a1 n atb N b%q) B

A CSq asp bs,
c1(agbs, — b3s,) n ai(bacs, — csp) n bi(coasy — a?s.) B
bscs, CSaSh aspSe n
b b
:1_(C1a2+a12+ 162):
Sa Sb Sc

845pSc — C1a25pSc — A1b25,5. — b1C25,5p

SaSbSc
Dosadime-li za s,, Sp a s, vyrazy
Sq = €141 + C1a2 + C20a2,

sp = a1by + a1by + azby,

Sc = bici + bica + bacy,

Roénik 97 (2022), ¢islo 1 23



MATEMATIKA

a vyjadiime a porovname v ¢itateli vSech 27+43-9 = 54 souéinti, obdrzime
rovnost

2
SaSpSe — €1a28pSe — a1b28aSe — b1casasy = (a1b1c1 — agbaca)?,

¢im?z je rovnost (2) dokazéana.

Poznamka. V literatufe (viz napf. [4]) nalezneme Routhovu vétu ve

tvaru
a2b2 C2 1
al bl C1

S
A (kyprr)(bereyr)(ezszin)

a1by bici ciay

Presvédcte se, Ze se jednd o stejnou rovnost jako (2).

Nyni prikroéme k samotnému poslani tohoto ¢lanku. Po nabyti zku-
Senosti z predchozich uvah a vypoé¢ti, je nyni snadné porozumét jadru
naSich tvrzeni a shledat, Ze neni podstatné, aby ¢isla a, a1, as, b, by, bo,
¢, c1, co, ktera se v naSich tvrzenich a vypoctech objevuji, predstavovala
skuteéné rozméry stran trojuhelniki a jejich tseki. Podstatné jsou po-

ar a1 b b a <«

méry téchto veli¢in, tj. ¢isla & 2L L4 a3 od nich odvozené
) a’ az’ b by’ ¢’ co

veli¢iny. Tak napf. ¢islo a je sou¢tem dvou hodnot (jmenovatele a ¢ita-
tele) vyjadfujicich pomér Z—; V tomto smyslu budeme formulovat nase
tvrzeni ve zbytku ¢lanku.

Vyraznym dusledkem je skutecnost, ze poméry obsahu ¢asti trojuhel-
niku k obsahu trojihelniku ABC vyznacené na obrazku 1 jsou nezavislé
na volbé trojihelnika. Zavisi pouze na pomérech, v nichz jsou jeho strany
rozdéleny.

Pomeéry obsaht jednotlivych ¢asti trojuhelniku k obsahu celého troja-
helniku na obr. 1 odpovidaji volbé& Z—; = %, Z—; = % a Z—; = % Zkontrolujte
hodnoty v obr. 1 uzitim hlavniho tvrzeni.

Nasledujici obr. 4 vyrazné znazornuje skute¢nost, ze tyto poméry ob-
sahli nezavisi na volbé trojuhelniki.

Dulezita je téz poznamka, ze ¢isla figurujici v nasich tvrzenich nemusi
byt cela ¢isla. Tak napt. vSechna nase tvrzeni miizeme uzit pro trojtuhel-
nik, jehoz strany o délce v/2,1/3 a 2 jsou rozdéleny na tseky 1 a v/2 —1,
@ a @, V3 a 2 — /3. Ty mohou byt v nagich vypo¢tech repre-
zentovany Cisly a1 = 1+ﬂ, as =1, a:2+ﬂ, by :27\/3, by =1,
b=3-V3,c1=3+2V3,ca=1,c=4+2V3.
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N W= WIN

Obr. 4: Podstatna role poméri vzdalenosti

V zavéretné poznamce zobecnime piedchozi vysledky na piipad, kdy
body Ai, By,C; nemusi leZet na stranach trojuhelniku ABC. Obr. 5
znazoriuje situaci, kdy bod A; lezi na prodlouzené strané BC' a bod B,
na prodlouzené strané C' A. Pfitom

|A1C) 3 |B1A] 7
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Obr. 5: Obecna poloha A; a B;

Ukazeme, ze poméry délek usecek, které jsou definovany prinikem
Sap pfimek uréenych body A, A; a B, Bj, stejné jako obsahy vznik-
lych trojahelniki, lze urcit stejnym zptisobem, jaky jsme uzivali dosud.
Podobnost trojuhelnika ASapA1B ~ AECB a ASapAB; ~ AECB;

implikuje rovnost poméru

SapAi| _|EC| |SapA] _ |EC|
|BA;| |BC| |B1 Al |B:C|’

odkud plyne
|SapAi|  |BAL||B:C| 3

— = . 4
SapAl ~ |BC|BA] 14 )

Podobnost trojuhelnika AB1SspA ~ ACDA a ABSypA1 ~ ACDA;
zarucuje rovnost

1SapBi| _ |CA||BiA| 21

|SapB| ~ |BAL|CA] — 4 (%)

K urdeni pomeért obsaht P trojuhelniki AS B, BB1C a A1BSap Vy-
uzijeme rovnosti (3), (4) a (5). Ozna&ime-li obsah P(ABC) trojuhelniku
ABC pomoci A, dostavame postupné

1 3 7

4 7
P(ASapB) = - P(ABB) = A,

1 7 3

a tedy
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P Sap

SaB

Obr. 6 (a) (b): Obecna poloha bodi Ay, By, Cy a A}, B, C}

Obr. 6 ilustruje dvé typické situace. Trojtuhelnik (a) popisuje pfipad,
kdy body A; a C; jsou zvoleny na prodlouzenych stranach BC a AB
v poméru

[AB| 1 [BiC] 1 a [C1A[ _

A€ 37 |BiA] |C1B|
V tomto piipadé je celkem snadné urcit potfebné poméry tseéek jako
|SapAil 1 [ScaCi| 2 |SpoBi|

|SapA| 27 |ScaC| 5’

6.

PBCZLL _ g
|SpcB|

k uréeni pomérné velikosti obsahti, jak popisuje prvni obrazek. Zde je
1
P(SapSpcSca) = ZP(ABC).

Ponékud naro¢néjsi je vypocet téchto poméru v piipadé trojuhelniku
(b). Zde dostéavame napf.

Sap Al 11 |ScoaCll 55 |SweBl 5

[Sap Al 32" [SeaC'l 97 |SpoB| 6
Poméry obsaht Sesti trojihelnik a jednoho ¢tyriahelniku jsou vyznaéeny
v obrazku. Obsah trojahelniku S 4.5/ Sp/c'Scr 4 zde spliuje
6241

P(SapSprorScrar) = {ap56 PAB'C).
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Clanek zakondeme nésledujici ulohou: Téchto sedm ¢&isel
3 19 1133
40" 87 707 47 357 4’
reprezentujicich poméry obsahti k obsahu trojthelniku ABC prifadte
k sedmi oblastem obr. 7.

[C1Al _ 9 Sl

|CiB] T 1 \\\

‘AIBI _ 1 \~‘~\\

|[A1C] — 2 \‘\\
|B1C‘ 1 b
|B1A] T 3

Obr. 7
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Simpsoniiv paradox

Jiri Dvordk, Marie Snétinovd, MFF UK, Praha

Abstrakt. V tomto pfispévku predstavime neintuitivni a na pohled paradoxni
situaci, kdy napiiklad hra¢ muize byt v kazdém kole horsi nez jeho soupet, ale
na konci zapasu je stejné prohlasen vitézem. Ukazujeme, Ze jde ¢isté€ o volbu
thlu pohledu: mé zvitézit ten, kdo je v kazdém kole lepsi, nebo ten, kdo je
celkové lepgi? Tato volba miiZze mit v praxi zavazné disledky a pii formulaci
zavéra je vzdy zadouci byt peclivy a opatrny. Co kdyZz zména thlu pohledu
otodi zavéry naruby?

Zkouska je od slova ,,zkusit‘

Predstavme si dva hypotetické kamarady, Aloise a Bedficha, spolu-
zéky v prvnim ro¢niku vysoké skoly. V zimnim semestru Alois podstoupil
osm zkousek, ve dvou z nich uspél (25% tspé&snost). Bedfich v zimnim se-
mestru podstoupil p&t zkousek, uspél jen u jedné (20% tspésnost). Alois
si nemohl odpustit rypnuti: ,,Podivej, Bedfichu, jsem lep$i student!“

S odfenyma usima oba studenti postoupili do letniho semestru a v let-
nim zkouSkovém obdobi Alois podstoupil dvé zkousky, v obou uspél
(100% tispé&snost). Bediich podstoupil pét zkousek, ve ¢tyfech uspél (80%
uspésnost). Po posledni zkousce to Alois zhodnotil jednozna¢né: , Vidis,
porad jsem lepsi. Bedfich se ale nedal: ,,Nene, podivej: kazdy jsme méli
dohromady deset zkousek, tys uspél ve étyfech, ja v péti. Ja byl lepsil®

Ponechme stranou otazku, ktery student byl ,ve skutecnosti“ lepsi.
Oba predkladaji korektni argumenty, oba sva tvrzeni opiraji o pravdiva
data, viz tabulku 1.

Zimni semestr | Letni semestr Celkem

Alois | 2/8| 25% |2/2| 100 % | 4/10 | 40 %

Bedfich | 1/5 20 % 4/5 | 80 % | 5/10 | 50 %

Tabulka 1: Pomér Gspésné slozenych zkousek ku poctu vsech sklddanych zkou-
Sek v jednotlivych semestrech i celkové
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Jak je mozné, ze se jejich zéavéry tak lisi? Procentualné vzato, v kaz-
100 % vs. 80 % v letnim semestru), celkové za akademicky rok byl aspés-
né&jsi Bedrich (50 % vs. 40 %). To ale (moZna prekvapivé) neni v rozporu.
Pro svou neintuitivnost je tento fenomén oznacovan jako ,,Simpsontv pa-
radox‘.

Uzite¢ny zpusob, jak se v daném problému vyznat, poskytuje vek-
torova reprezentace. Aloisiv zimni semestr miiZeme znézornit pomoci
vektoru (8,2), neboli dva tspéchy z osmi pokust, viz obr. 1. Sklon to-
hoto vektoru potom urc¢uje Aloisovu tspésnost: 2/8 = 0,25. Aloistv letni
semestr pak znazornime pomoci vektoru (2,2). Aloisovo snaZeni za oba
semestry se pak da popsat souc¢tem téchto dvou vektori:

(8,2) +(2,2) = (8 + 2,2+ 2) = (10,4),

neboli ¢ty uspéchy z deseti zkousek, viz obr. 1.

pocet
Uspésnych A
pokusti
4= = = m = m = m = e e e e = mm = m === IACELKEM
34 '
2 I A_LETgis. _________ AZIMNiS. :
1 : :
| ! | LS
T T T T T T T T T 2 ,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 celkovy

pocet pokust

Obr. 1: Aloisova tsp&Snost u zkousek

Podobné pro BedFichovy zkousky pouzijeme vektory (5,1) a (5,4). Za
oba semestry dohromady potom:

(5,1) + (5,4) = (5+5,1+4) = (10,5).

diléi vektory maji vétsi sklon), ale za oba semestry dohromady je Bedfich
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sovych vektord). To pfesné odpovidéa ,paradoxnimu pozorovani v ta-
bulce vyse, prestoze o paradox ve skutecnosti nejde. Jednoduse Feceno,
nékteré ¢tvefice vektoru tuto zajimavou vlastnost maji, prestoze je po-
mérné neobvykla.

pocet
Uspésnych A
pokust
54 Beeiem
B i A
4 X LETNI S. CELKEM
34+ //
Ve
ALETNl’ / AZIMNi 3
24 ; e
V4 —
1T v -’.‘:‘-» Bwnis.
==
- L [ LS
| | | | | | | | | | 7 ,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 celkovy

pocet pokusli

Obr. 2: Porovnéni uspésnosti Bedficha a Aloise

Poznamenejme, Ze takova paradoxni situace by nenastala, kdyby po-
¢ty zkousek v jednotlivych semestrech byly vyvazené, napiiklad kdyby
kazdy ze studentt podstoupil v kazdém semestru pét zkousek. f{eknéme,
7ze Alois uspél v zimnim semestru u a; z téchto péti zkousek, v let-
nim semestru u as zkousek, a podobné Bedfich uspél u by, respektive
by zkousek. Pokud byl Alois v kazdém semestru aspé&snéjsi, znamené to
a1 > by, as > by. Celkové pak Alois uspél u a; +as z 10 zkousek, Bedfich
u by + by z 10 zkousek. Z pfedchoziho plyne, Ze a; + ag > by + by a Alois
by tak byl celkové tspésnéjsi i pfi pohledu na cely akademicky rok.

Uvedeny piiklad Simpsonova paradoxu je prevzaty (a doplnény) ze
stranky [1], respektive z knizky [2].

Tady jde o zdravi...

Ze stranky [1] pfebirame i nasledujici ptiklad, tentokrat ze skute¢né
lékarské praxe, kde nespravné vyvozené zavéry mohou mit velmi zavazné
nasledky. Poznamenejme, Ze anglicka stranka [3] uvadi k tomuto p¥ikladu
vice podrobnosti.
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V experimentalni studii podstoupilo 350 pacientti operaci ledvinovych
kamenti klasickym postupem a 350 pacienti specialnim postupem (tzv.
perkutanni nefrolitotomie). Zakrok byl hodnocen jako dspésny, pokud
po tfech mésicich po zakroku nebyly u daného pacienta pozorovany led-
vinové kameny. V tabulce 2 vidime, ze v kategorii pacientii s malymi ka-

jako v kategorii pacientt s velkymi kameny (velikost nad 2 cm).

Malé kameny | Velké kameny Celkem

Klasicky postup % 93 % % 73 % % 78 %

Specidlni postup | 22 | 87 % & 69% | 222 |83 %

Tabulka 2: Pomér aspésnych operaci ku poétu provedenych operaci v jednot-
livych kategoriich (malé vs. velké kameny) i celkové

KdyZz zapomeneme na velikost kamenti a podivame se na celkové vy-
se zadouci tento typ zakroku nasadit do rutinni praxe, protoze piece
pacientim poméha s vétsi pravdépodobnosti nez klasicky postup. To by
ale byla chyba a zbyteény hazard se zdravim pacienti! Kdyz totiz p¥i-
néj klasicky postup), nebo velké kameny (a také je pro néj vyhodnéjsi
klasicky postup). Pro Zadného jednotlivého pacienta neni novy, specialni
postup vyhodnéjsi.

Jadro problému je zde v nevyvazeném rozdéleni pacientti mezi oba
opera¢ni postupy, s ohledem na velikost kamenti, kterymi trpi. Specialni
postup byl ve studii pouzity zejména u pacienti s malymi kameny, kde
jsou ale oba opera¢ni postupy velmi uspésné. Celkova tspésnost special-
niho postupu je tedy nejvice ovlivnéna jeho vysledky na skupiné malych
kamenii. Naopak klasicky postup byl pouzity zejména u pacienti s vel-
kymi kameny, kde jsou oba postupy méné tuspésné. Celkova tspésnost
klasického postupu je tedy nejvice ovlivnéna jeho vysledky na skupiné
velkych kamend. Kdyby byli pacienti s velkymi/malymi kameny rozdé-
leni mezi obé metody spravedlivé, k paradoxnim zavérim bychom ne-
mohli dojit, jak uz jsme diskutovali vySe. Studie tedy nebyla dobfe navr-
zena a teprve béhem jejitho vyhodnocovani se zjistilo, Ze velikost kament
ma zasadni roli pro tspéch zakroku, dokonce vétsi, nez typ pouzitého
zékroku.
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Zkouska dospélosti

Pro zajimavost dopliime jesté redlny pfiklad z ¢eského prostiedi. Ta-
bulka 3 ukazuje tspéSnost studenti u statni maturity z matematiky
(jarni termin zkousky, fadny termin) v letech 2015 a 2016. Jde o po-
dily studentt, ktefi zkousku tspésné slozili. Studenti jsou rozdéleni do
dvou skupin: gymnézia a vS8echny ostatni typy stfednich 8kol. Data je
mozné ovéfit na strance [4].

V tabulce si miZeme vSimnout, Zze celkova tspésnost se v roce 2016
mirné zvysila oproti roku 2015. To Cermat interpretoval jako mirné zlep-
Seni maturantti v matematice. Na druhou stranu, podily tspésnych stu-
dentt mezi roky 2015 a 2016 v kazdé ze skupin ,,gymnézia“ a ,ostatni*
mirné klesly. Tento tihel pohledu zase podavala néktera média jako mirné
zhorSeni maturanti v matematice.

Gymnéazia Ostatni Celkem

6846 7843 14 689
2015 | 8346 | 96,5 % | 133 | 64,2 % | 1889 | 76,1 %

2016 | 3392 | 96,3 % | oims | 634 % | fogss | 76,8 %

Tabulka 3: Pomér po¢tu tspésnych maturantt ku poctu vSech maturanti z ma-
tematiky v jednotlivych skupinach podle typu skoly (gymnézia vs. ostatni) i
celkové

V tomto piipadé je paradoxni situace zptisobena tim, ze ve skupiné
nostatni“ klesl mezi roky 2015 a 2016 pocet maturantt podstupujicich
zkousku z matematiky (at uz tspé$né nebo neispésng) mnohem vyraz-
néji nez ve skupiné , gymnazia“. Piestoze v kazdé ze skupin doslo k mir-
nému snizeni ispésnosti, v celkovém podilu za dany rok hréla kategorie
,ostatni® v roce 2016 mensi roli (10 072 z celkovych 16 988 studenti, tedy
cca 59 %) nez v roce 2015 (12209 z celkovych 19304 studentt, tedy cca
63 %). v roce 2016 je tedy vétsi vliv skupiny ,,gymnazia®, ktera celkovou
uspésnost vytahuje nahoru oproti roku 2015.

Kdyz paradox neni paradox

Na zavér zdaraznéme, Ze v tomto prispévku jsme se vas snazili pie-
svéddit, ze v uvedenych piikladech vlastné o zadny paradox nejde. Tra-
di¢éni oznaceni ,,paradox® se odkazuje k neintuitivni moznosti dvoji, pro-
tikladné interpretace, ktera zavisi na thlu pohledu. Pouze kontext da-
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ného problému urcuje, ktery thel pohledu a potazmo ktery zptusob in-
terpretace je ,spravny“ ve smyslu uziteény pro zodpovézeni polozenych
otazek. V prikladu z lékaiského prostiedi jsme vidéli, Ze volba vhodného
¢i nevhodného thlu pohledu muze mit zavazné disledky. Dobrou zpra-
vou je, ze vyskyt dat s touto vlastnosti je pomérné neobvykly a patii
zejména do oblasti statistickych anekdot a folkloru. Presto bychom méli
byt pokazdé pfi interpretaci dat opatrni a pfemyslet, zda pfi zméné thlu
pohledu neumoziuji jinou interpretaci.
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NASYCENE PARY

Kdyz teplota klesne pod bod
rosny,

vodni pdry pociti hlad
mocny.

Na kondenzacnich jddrech se
zachyti

a za chvili uplné se

nasyti.

Jd bych ale nebyl

piilis rdd,

kdybych se mél tim zpiusobem
stravovat!

Emil Calda: Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003

Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://cs.wikipedia.org/wiki/Simpson�v_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Simpson%27s_paradox
https://vysledky.cermat.cz/data/Default.aspx

FYZIKA

Laserovym nanostrukturovanim
k funkcionalizaci povrchi

Petr Hauschwitz, Fyzikdlni ustav AV CR

1. Kvantovy generator koherentniho zareni

Objev laseru byl velkou udalosti a navzdy proménil celou fada pri-
myslovych i védnich obort. Laser neboli kvantovy generdtor koherent-
nitho zdreni je zalozen na jevu, kterému fikdme stimulovana emise za-
feni. To nam ostatné napovida uz i jeho anglicky akronym (LASER =
Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation, tedy zesileni
svétla stimulovanou emisi zafeni). Tento jev, popsany poprvé samotnym
Albertem Einsteinem, popisuje chovani vybuzeného (tzv. excitovaného)
systému a vstupniho fotonu. Systém (napiiklad atom a jeho energetické
hladiny) miizeme vybudit ze zakladniho do excitovaného stavu dodanim
energie, napiiklad pomoci srézek s jinymi atomy nebo ozafenim fotony.
Timto zptsobem se elektron v zakladnim stavu miiZze pfenést na vyssi
energetickou hladinu. Tam ale ztistava jen kratkou dobu a poté samo-
volné prechazi zpét do zakladniho stavu. Pfi zpétném piechodu musi
elektron prebyte¢nou energii vyzarit a to naptiklad ve formé fotonu. Ta-
kovy foton mé zcela nahodny smeér, fazi i polarizaci — jedna se o tzv.
spontdnni emisi. Pokud ale do excitované soustavy prijde dalsi foton,
s energii rovnou rozdilu energetickych hladin, pak dojde k emisi stimu-
lované — excitovana soustava vyzafi pfi pfechodu do zakladniho stavu
foton o stejné energii, polarizaci i fazi, jako mé vstupni foton. Timto zpt-
sobem muze dochézet ke kopirovani vstupnich fotont a tim i ke vzniku
laserového zafeni.

2. Laser jako presny nastroj

Jako prvni objevil laser v roce 1960 americky fyzik a inzenyr Theo-
dor Maiman a jiz rok poté byl laser vyuzit pfi operaci duhovky nebo
koznich nadorid. Dnes jiz uplynulo od objevu vice nez 60 let a laserové
systémy b&Zné vyuzivame kazdy den, at uz se jedna o &tecky Garovych
kéda u pokladen v obchodé, laserové tiskarny nebo napriklad fotoapa-
raty modernich smartphonti (laserovy autofocus). Stejné tak je tomu
v prumyslu, zdravotnictvi, potravinafstvi nebo napiiklad v armadé. To
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v8e diky vyhodam, které laser poskytuje oproti konvenénim metodam.
Témito vyhodami jsou zejména: bezkontaktni piistup, vysokd pfesnost,
kvalita a rychlost opracovani.

Laserovy systém mé celou fadu parametrii, které lze volit v zavislosti
na cflové aplikaci. Vedle vykonu patii mezi zdkladni parametry vlnova
délka (,,barva® laseru), ktera maZe napovédét, jak dobfe se bude zareni
daného laseru absorbovat, rozptylovat nebo odréazet od povrchu materi-
alu. Rada lasert navic funguje v tzv. pulznim reZimu. Laser tedy nesviti
kontinualné, ale zatfeni z laseru je preruSované. V takovém pripadé sledu-
jeme parametry, jako je délka jednoho laserového pulzu, energie pulzu a
opakovaci frekvence — jak rychle dokéaze laser s témito parametry stiilet.

Délky laserového pulzu se pohybuji v neuvéfitelném rozmezi pfesahu-
jicim 15 fadu. Tedy zatimco pro aplikace, jako je laserové kaleni, svareni a
fezani, vyuzivame kontinualni laserové systémy az po systémy generujici
ms pulzy (1073 s), pro aplikace, kde se chceme vyhnout velkému mno#-
stvi nataveného materialu, napf. pro fezani a vrtani extrémné malych
otvort ve zlomcich milimetru, se vyuzivaji kratsi pulzy v oblasti nano-
sekund 10~? s. Pokud laserové pulzy dale zkratime aZ na troveir 1072 s
nebo 107! s hovotime o tzv. ultrakrdtkijch laserovijch pulzech. V tomto
pripadé se zasadné méni proces interakce laserového zafeni s materia-
lem — takto kratky laserovy pulz dokaze materidl odpafit dfive, nez do-
jde k pFenosu tepla z laserového zafeni do okolniho materialu. Teoreticky
se tedy miizeme vyhnout jakémukoli taveni materialu a dosahnout tak
vysokych pfesnosti s detaily pod tirovni jednoho mikrometru (10~ m).

3. Funkcionalizace povrchi ultrakratkymi laserovymi systémy

S takto pfesnym néastrojem je pak moZné na povrchu materialu vy-
tvafet specidlni mikro- a nanostruktury, které dokazi zménit makrosko-
pické vlastnosti béznych materiali. Tedy na povrchu materiald, jako
je naptiklad sklo, hlinik nebo nerezova ocel, je laserem mozné vytvorit
strukturu, ktera zméni povrchové vlastnosti — napf¥. vizualni vlastnosti
(matny /leskly povrch), biokompatibilitu povrchu nebo jeho antibakteri-
alnf acinky.

Takovych funkénich povrchi je ale cela fada s Sirokym uplatnénim ve
v&dé i priamyslu, at uz se jedna o letecky pramysl (ledofobni povrchy, po-
vrchy snizujici odpor vzduchu, hydrofobni povrchy), automobilovy pri-
mysl (samodistici povrchy, korozivzdorné povrchy, redukce t¥eni),
zdravotnictvi (antibakterialni, biokompatibilni povrchy) a mnoho dal-
sich.
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Obr. 1: Fotografie antibakterialni a superhydrofobni struktury na slitiné NiTi
slouzici k vyrobé stenti

Inspiraci pro vyrobu funkénich povrchi nachézime ¢asto v prirodeé.
Napiiklad povrch zZralo¢i kize je pokryt antibakterialni mikrostruktu-
rou snizujici tfeni ve vodé, nohy gekona pak pfilnavou mikrostrukturou
umoziujici gekonovi Splhat po svislé sklenéné sténé nebo kiize hada mi-
krovystupky snizujicimi tfeni. Nékteré druhy motylt pak maji kiidla
pokryta specialnimi mikrostrukturami, na kterych dochéazi k difrakci a
interferenci. Nam se pak jevi jako barevna, prestoZe neobsahuji zadny
barevny pigment.

Obr. 2: Funkéni mikrostruktury vyskytujici se v pfirodé [1]: (a) antibakterialni
kuze zraloka snizujici tfeni ve vodég; (b) kiZe hada snizujici t¥eni pfi pohybu
na sousi; (c¢) struktura motylich k¥idel s difrakéni strukturou

Znamym pifkladem je také superhydrofobni (vodu odpuzujici) a za-
roven samodcistici povrchovéa struktura lotosového listu kombinujici mi-
krovystupky o velikosti pfiblizné 10 um a nanostrukturu, ktera tyto

Roénik 97 (2022), &islo 1 37



FYZIKA

vystupky pokryva (obr. 3a). Pomoci laseru pak miiZzeme tento povrch
zreplikovat, pfipadné i vylepSit. Na obr. 3b je zachycena replika super-
hydrofobni struktury lotosového listu na letecké slitiné hliniku.

Obr. 3: Obrazky z elektronového mikroskopu porovnévajici strukturu lotoso-
vého listu (a) s laserem vytvofenou strukturou na sliting leteckého hliniku (b)
2, 3]

Pokud na takovy povrch dopadne vodni kapka, ihned z né&j stece pry¢
a pritom s sebou muze odnést i povrchové necistoty — samodistici efekt.
K tomu dochézi v dusledku uvéznéného vzduchu mezi témito povrcho-
vymi strukturami. Na superhydrofobnim povrchu voda pouze klouze po
vrcholcich mikrovystupkt a na vzduchovém polstari mezi nimi. Nedo-
kéze smacet cely povrch. S vyssi kinetickou energii se kapka z takového
povrchu rovnou odrazi pry¢, jak je zachyceno v sekvenci fotografii na
obr. 4. Toho se da vyuzit napiiklad u ledofobnich povrchi — pokud na
povrchu nebude voda, nemtze ani zmrznout.

Obr. 4: Kapka po dopadu na superhydrofobni povrch

4. Aplikace v redlném svété

Pro aplikace v redlném svété a primyslu potfebujeme tyto povrchy
vyrabét rychle a efektivné. Sou¢asné metody laserového opracovani vy-
uzivaji velmi ¢asto jeden laserovy svazek, ktery se po povrchu pohy-
buje pomoci motorizovanych zrcatek nebo posuvnych stole¢ki. Rychlosti
opracovani pro takto jemny detail v fadu jednotek mikrometria se po-
hybuji velmi ¢asto pod hodnotou 1 ¢cm?/min. Opracovani 1 m? by nam
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tedy zabralo necelych 7 dni. Je tedy jasné, Ze opracovani velkych ploch,
napfiklad ledofobni funkcionalizace kiidla letadla, by bylo velmi pomalé
a drahé.

Tomu, jak takové procesy urychlit, se vénuji v Dolnich Biezanech v la-
serovém centru HILASE. Diky vysokému vykonu a pulzni energii, kterou
generuji zde postavené lasery, je mozné laserovy svazek rozdélit na stovky
az tisice subsvazkil a vemi najednou pak dany material opracovat. Toho
lze docilit pomoci difrakéni optiky, interferenci nékolika svazki nebo ho-
lografickym obrabénim. Ilustrace takového usporadani je zobrazena na
obr. 5, kde je vstupni svazek rozdélen na 2 subsvazky, které pak rekom-
binuji na vzorecku za tcelem vytvoreni interferenéniho obrazce ve formé
periodicky rozmisténych linek (interferen¢énich maxim). Téch muZe na
vzorecku vzniknout i nékolik stovek a se vSemi najednou lze pak obra-
bét. Prava ¢ast obr. 5 pak ukazuje vyslednou superhydrofobni strukturu
na fotografii z elektronového mikroskopu.

Obr. 5: Iustrace metody dvousvazkového interferenéniho opracovani (vlevo) a
vysledné superhydrofobni mikrostruktury (vpravo)

Pomoci téchto multisvazkovych metod lze dosdhnout produktivit bli-
7icich se 1 m? /min. S tim, jak déle poroste dostupny vykon ultrakrat-
kych laserovych systémii, bude vyroba stale rychlejsi, efektivnégjsi, tim
i levnéjsi a dostupné pro stale 8irsi spektrum béznych i primyslovych
oblasti.
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Energie nabité desky — aplikace ¢tyfnasobného
integralu

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

1. Vyznam urcitého integralu

Urcity integral je matematicky nastroj vhodny k feSeni tloh, které
nelze spocitat ,jednodusSe najednou“. Diky integralu dostaneme FeSeni
jako soucet velmi mnoha velmi malych prispévki, z nichz kazdy se d& jed-
noduse spocitat (jak uvidime dale nap¥. jako obsah obdélnika). Pro ko-
neény pocet pfispévkiu dostaneme pouze pfiblizny vysledek, ale integral
jako limita pro nekone¢né mnoho nekone¢né malych piispévki da pfesny
vysledek. Napf. obsah plochy mezi grafem kladné spojité funkce f(x) a
osou z nad tse¢kou od a do b se spoéita pro konstantni funkci, jejimz gra-
fem je tsecka rovnobé&zna s osou z, jako obsah obdélniku S = f- (b—a).
Pro nekonstantni funkci si mazeme plochu pod grafem predstavit rozdé-
lenou na velky pocet tenkych svislych nudli¢ek o vysce f(z) a $ifce dz.
Pak obsah jedné nudlicky je

dS = f(z)dx
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a celkovy obsah je
b
S :/ f(z)dz.

Podobné, prace W konstantni sily F' po draze z, kde sila ma smér
posunuti, je W = F x. Pro nekonstantni silu F'(z), ktera zévisi na poloze
z, uvazujeme nekoneéné malé posunuti dx. Pak piispévek k préci po
tomto malém useku drahy je dW = F'(x) dx a celkova prace je

W:/abF(m)d:c.

Pro kladnou spojitou funkci dvou proménnych z = f(z,y) je grafem
plocha v prostoru zyz. MuZeme uvazovat objem V télesa mezi grafem
této funkce a rovinou zy nad obdélnikem (a,b) x (¢, d). Pro konstantni
funkci je timto té&lesem kvadr o rozmérech f, b —a a d — ¢, ma tedy
objem V = f-(b—a)- (d— ¢). Pro nekonstantni funkci f(z,y) si ma-
zeme predstavit toto téleso rozdélené na velky pocet tenkych sloupku
o vysce f(x,y) s podstavou ve tvaru obdélniku o rozmérech dz a dy. Pak
f(x,y)dx je obsah bo¢ni stény jednoho tenkého sloupku. Predstavime-
li si pro urcitost uvazované téleso jako bochnik chleba (s obdélnikovym
ptidorysem), je f; f(x,y) dx obsah jedné strany krajice chleba. Pak dy

si mizeme pfedstavit jako tloustku tohoto krajice a f; flz,y)dady je
objem jednoho krajice. Déle

/Cd/abf(a:,wdxdy

je objem celého bochniku, tedy objem celého télesa.

Podobné trojny integral funkce t¥i proménnych bychom si mohli pred-
stavit jako objem télesa ve ¢tyfrozmérném prostoru. Pro lepsi predstavu
trojného integralu si muzeme piedstavit integrovanou funkei jako hustotu
o(x,y, z) a uvazovat hmotnost m télesa o této hustoté a objemu V. Pro
konstantni hustotu je hmotnost m = g - V. Pro nekonstantn{ hustotu si
téleso rozdélime na velky pocet malinkych kvadiikd o rozmérech dx, dy
a dz. Pak objem jednoho malého kvadiiku je dV = dx dy dz a hmotnost
takového kvaditku je dm = o(z,y, z) dz dy dz a hmotnost celého télesa

je
fopd b
m:///g(x,y,z)dxdydz.
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Mohlo by se zdat, ze trojnym integralem funkce t¥i proménnych fyzi-
kalni aplikace kon¢i. My si ale v tomto ¢lanku ukazeme aplikaci ¢tyina-
sobného integralu pro vypocet energie elektricky nabité ¢tvercové desky.

2. Vypocet energie elektricky nabité ¢tvercové desky
Uvazujme desku tvaru ¢tverce o strané L, ktera je elektricky nabita
celkovym nabojem @ tak, ze ma konstantn{ plosnou hustotu elektrického
naboje
Q

= ﬁ.
(Deska je z nevodivého materialu.)

Urcéeme nejprve energii soustavy dvou bodovych naboju o velikosti ¢;
a gz. Podle Coulombova zakona se tyto dva naboje odpuzuji silou

g

F=r2E

r
zde

1

 Adne’

kde € je permitivita prostiedi a r je vzdalenost naboju. Integraci této sily
dostaneme praci, kterou musime vykonat, abychom premistili druhy na-
boj z nekone¢na do vzdalenosti r od prvniho naboje. To bude odpovidat
energii soustavy dvou bodovych naboji

T ' 1 r
E:—/ Fdx:—/ k%dx:kqlqg[f} — 2
0o oo T Tdoo

r

Znaménko minus souvisi s tim, Ze sila ma opacny smér nez posunuti
naboje.

Nabitou desku si mtuzeme predstavit jako soustavu slozenou z velkého
poc¢tu malych nabitych ,kouski®. Energie nabité desky bude souttem
energii v8ech dvojic téchto malych nabitych kouski. Ozna¢me polohu
jednoho kousku (X,Y), jeho obsah dX dY, jeho naboj 0 dX dY a polohu
druhého kousku (U,V'), jeho obsah dU dV a naboj odU dV. Pozdéji
pfejdeme k bezrozmérnym veli¢indm x, y, u, v. Vzdalenost téchto dvou
kousku je

r=(X-U2+({ -V)
Energie desky bude

L L pL L
E:/ / / / kadXdYadUdV'
o Jo Jo Jo r
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Ptejdeme od soutadnic X, Y, U, V v délkovych jednotkach, nap¥. v me-

trech, k bezrozmérnym soutradnicim z, y, u, v vztahy X = Lz, Y = Ly,
U= LuaV = Lv a dostaneme

E:k:cf/ol/ol/ol/ol \/(x—u)21+ TEDE dz dy dudv.

Abychom spocitali tento ¢tyfnasobny integrél

1,1 p1 gl 1
1y :/ / / / dx dy du dv,
0 Jo Jo Jo (@—u)2+(y—v)?

provedeme nejprve nékolik pomocnych vypocti.

3. Pomocné vypocdéty

Exponencialni funkci budeme z davodu tuspory mista psat na fadku,
tedy e* = exp x. Pouzijeme komplexni exponencidlu

exp(ip) = cos p + isin g,

kde i je imaginarni jednotka (tedy i> = —1). Tento vztah lze dokézat
pouzitim Taylorovy fady pro exponencialu a pro funkce sinus a kosinus

z? 3
=1 — 4+ —+...
exp T +a:+2+3!+ )
o z?
smx—x—a—k...,
2
x
cosr=1——+...
v 2

Sectenim a odeCtenim vztaht

exp(ip) = cosp +ising

exp(—ip) = cosp —isingp
dostaneme dalsi vztahy pro funkce sinus a kosinus:
exp(iz) + exp(—ix)

cosT = 5 , sinx =

exp(iz) — exp(—ix)
24 '
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Podobnymi vztahy jsou definovany funkce hyperbolicky sinus a hyper-
bolicky kosinus

exp(z) —exp(=2) g &P@) +exp(-a)
2 2
Z definice téchto funkci pfimo plynou vztahy

sinh x =

sinh(iz) = isinz, sin(iz) = isinh z,
cosh(iz) = cosz, cos(ix) = cosh .

Pro¢ maji slovo hyperbolicky ve svém nazvu, je vidét z nasledujici ivahy.
Pro funkce sinus a kosinus plati

sin?t + cos?t =1
a parametricky zadana kiivka
xr =cost, y=sint
je kruznice
2 2 _
- +y =1

Podobné pro hyperbolicky kosinus a hyperbolicky sinus plati
cosh?t — sinh? ¢ = (exp(t) +4€Xp(_t))2 _ (exp(t) _IXP(_t))Q =
_exp(2t) + 2 + exp(—2t) — exp(2t) + 2 — exp(—2t)
B 4

Proto parametricky zadana kiivka

=1

x =cosht, y =sinht

je hyperbola
z? — y2 =1.
Podobné jako pro derivace funkci sinus a kosinus plati
(sinz) = cosz, (cosz) = —sinuw,
Ize témér zpaméti odvodit

(sinhz)" = coshz, (coshz)" = sinh z,

tedy bez znaménka minus.
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Funkce sinh je rostouci, a tedy prosta na R, proto k ni existuje inverzni
funkce arcsinh. Lze pro ni najit vyjadieni tak, Ze feSime rovnici

y =sinhz

pro neznamou z. PouZijeme substituci w = exp(z) > 0 a dostaneme

2yw = w? — 1,
w? — 2yw — 1 =0.
To je kvadratickéd rovnice, kterd ma dva kotfeny. Nas zajima ten kladny
w=y+ \/ﬁ )
odkud dostavame predpis pro inverzni funkci k hyperbolickému sinu, tj.
arcsinhz = log(z + Va2 + 1),
kde log je pfirozeny logaritmus.

Podobné pro hyperbolicky kosinus (pokud se omezime na nezaporné

argumenty, aby byla funkce prosta) 1ze odvodit vztah pro inverzni funkci
arccoshz = log(z + v 22 — 1).
Tyto funkce maji uziteéné derivace

_ It

(arcsinh z)’ = (log(z + Va2 + 1))’

VaZiita
r+VE2+1 x4+ VzP+1l Vi +1
Proto
/ 1
va2+1

dz = arcsinhz = log(x + V22 + 1)

Aditivni konstantu u primitivni funkce zde i dale vynechéavame, protoze
nasim cilem bude urcity integral.
Aprob>0je

_ 1 1 1
JEE T
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Proto

1 dr — ,hx
\/TW X = arcsin g

Podobné lze odvodit

(arccoshz) = ——.
x? -1

Odvodime si jeSté nékolik dalsich integrala, které budeme potiebovat.
Podobné, jako lze vyuzit substituci x = sint pro vypocet integralu

=sint 1 2t
/\/1fx2dz: = ‘/cos%dt/“osdt

dxr = costdt 2
1 in 2¢ 1 1
= §(t+ SH; ) = §<t+sintcost> = §<arcsinx+m\/l —xQ),

miizeme pouzit substituci = sinh ¢ pro vypocet integralu

/\/1+x2dx.

Tak, jako jsme pouzili vztah
14 cos2t

2 )
odvodime si podobny vztah pro hyperbolicky kosinus

cos’t =

(exp(t) +exp(—t))?  exp(2t) +exp(—2t) +2 1+ cosh2t

4 B 4 B 2 '
A tak, jako jsme p¥i zavére¢nych tpravich pouzili vztah sin 2t = 2sint cost,
odvodime obdobny vztah pro hyperbolické funkce

t) — —t t —t
2sinhtcosht =2 exp(t) — exp(—t) exp(t) + exp(~t) =
2 2

_exp(2t) —exp(—2t)
B 2

cosh?t =

= sinh 2t.

Spoctéme tedy integral

— sinht 1 h 2t
/\/1+x2dx: T =sin ‘:/coshztdt:/mdtz

dx = coshtdt 2

1 inh 2¢ 1 1
= 7<t—|— o ) = §(t—|—sinhtcosht> = §(arcsinhx+x\/1 +x2).

2 2
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Dale s vyuzitim vztahu

. ' 11 1
arcsinh—- | = ——— — = —— —
z 1 a? zV1+ x?
1+
vypoc¢teme metodou per partes integral

=1 v= arcsinh%
1
/1422

1
/ arcsinh — dz =
T

u=x v =-—
1 d 'h1+ inh

——— dz = rarcsinh — + arcsinh z.

V14 22 T

Budeme jesté potiebovat nasledujici limitu typu ,nula krat nekone¢no®

1
= g arcsinh — + /
T

. o1
lim x arcsinh —.
T

x—0+
Protoze .
arcsinh y . 1+y2
——= = lim =0,
Y —00 Y y—00 1

je s pouzitim substituce x = % takeé

lim zarcsinh — = 0.
z—0+ x

Tato funkce je sudéa, tudiz mazeme piejit od jednostranné limity k obou-
stranné

. L1
lim z arcsinh — = 0.
x—0 X

A také

. 1
lim 22 arcsinh = = 0.
x—0 x

4. Dvojny integral

P1i vypoctu ¢tyinasobného integralu

1,1 p1 pl 1
1 :/ / / / dz dy du dv,
0 Jo Jo Jo (z—u)?+(y—0)?
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na jednotkové ¢tyfrozmérné hyperkrychli si nejdfive spocteme vnitini
dvojny integral

b= /01/01 \/(x — u)21+ (y —v)? dardu

na jednotkovém Ctverci.
Oznadime konstantu b = |y — v| a v integralu

141 1
I, = / / ————dzdu
0 Jo /(x—u)?+ b2
pouzijeme substituci
x:S u:s+ neboli s:m t:u :c

\/§ ’

N4 (*), kdea= L (P71
u t Vol 1
Matice A predstavuje otoCeni o 45° (protoZe zobrazuje jednotkovy

1 v o . . . 1 /1 s .
vektor (0) mifici na vychod na jednotkovy vektor 7 (1) mifici na seve-

rovychod a jednotkovy vektor ((1)) mifici na sever na jednotkovy vektor

tedy

% (_11) mifici na severozapad) a jeji determinant je det A = 1. V novych
soufadnicich s a t je integrovana funkce nezavisla na s a suda v t, mu-
Zeme proto integrovat na jedné &tvrtiné otoceného étverce (viz obr. 1,
kde je vyznacena mnozina, na které integrujeme v roviné zu a v roviné
st) a integral vynasobime &tyfmi.

Tim dostavame

1 1 1 1

vz [VE 1 4 (i Bt
I, =4 ————dsdt = — —=——dt =
’ /0 /t V212 + 12 V2 Jo 2yt

N
1 2 1 b2 | V2 1
4{ V2 = 2arcsinh — + 2b — 2+/1 + b2.

—arcsinh —— — —4/#2 + — 5

2 b 2 2
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Obr. 1: Prechod od soufadnic x, u k souradnicim s, t

5. Cty¥nasobny integral

Puvodni ¢tyfnasobny integral je

I4f/ / 2arcs1nh . + 2y — v| 72\/1+(y—v)2) dy dv.

Pouzijeme opét stejnou substituci jako pfi vypoctu integralu Io, tedy
otoCeni o 45° matici A. A i zde je potom integrovanéa funkce suda v ¢
a nezavisla na s, takze muzeme opét integrovat pouze na jedné ¢tvrtiné
¢tverce. Situaci ilustruje stejny obréazek jako pii vypocétu Is. Dostaneme

V2

1 1
[ 1
:4/ﬂ/ﬁ(2arcsinh—+2t\f72 1+2t2)dsdt:
0
7 t 1
2
:8/ (—ft)(arcsmh V2 — \/1+2t2) dt.
0 \W2 tv/2

A pouzitim drobné substituce g = tv/2 dostaneme

1
1

I4:4/ (1-g) (arcsinh—l—g—\/l—i—gQ)dg:
0 )

1 21
=4 {g arcsinh — + arcsinh g + % — f(g\/ 1+ g% + arcsinh g)—

2 1 1
_%aerlnh§—§\/1+g _§_|_3( +g2)3]0:
V2-1
3 .

=4 (arcsinh 1-—
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Takze zavér je

142/01/01/01/01 \/(x—u)Ql—l—(y—v)dedydUdU:
V21
3

=4 <arcsinh1 — ) = 2,97321.

V&imnéte si, Ze a¢ neni integrovana funkce omezena shora, jedna se o ne-
vlastni integral, je tento integral konvergentni, tedy ma kone¢nou hod-
notu.

Energie nabité desky tedy je

Q2
F = kal =4 | arcsinh 1 —

V2-1 kQ2
3 L

6. Vypocet na poéitaci
Vypocet pomoci software Mathematica

Pro symbolické vypoc¢ty na pocita¢i muzeme s vyhodou pouzit pocita-
Covy algebraicky systém Mathematica. Pro vypocet integralu se pouzije
piikaz Integrate a pro ziskani pfiblizné numerické hodnoty pouzijeme
piikaz N takto:

i=Integrate[1/Sqrt[(x-u)~2+(y-v)~2],{x,0,1},{y,0,1},{u,0,1},{v,0,1}]

-4 (-1 + Sqrt[2] - 3 ArcSinh[1])
OQut[1]= -—-- -
3

In[2]:= N[i]
Out[2]= 2.97321

Na notebooku s procesorem Intel Core i7 trval vypocet necelé dveé
minuty. Tento vysledek je ve shodé s nasim ruénim vypoctem.

Konkurené¢ni software Maple verze 2018 tento integral nespocital vi-
bec.

Vypocéet metodou Monte Carlo

Pro vicenasobné integraly muzeme pouzit metodu Monte Carlo. To
je souhrnny nazev pro numerické algoritmy, které vyuZzivaji generator
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pseudonahodnych ¢isel. Pro numericky vypocet nepotiebujeme symbo-
lické operace, proto miiZzeme napsat program napf. v programovacim
jazyce C. Ten ma tu vyhodu, Ze je dostupny na kazdém pocitadi s ope-
raénim systémem Linux. Vypocet probiha tak, Ze vygenerujeme velky
pocet ¢tveric pseudondhodnych ¢isel mezi nulou a jednickou, coz budou
argumenty integrované funkce. V téchto pseudonahodnych ¢tveficich vy-
¢islime integrovanou funkci a vysledek pri¢itame do proménné, do které
na zaCatku vypoctu uloZime nulu. Na zavér soucet vydélime poc¢tem vy-
generovanych bodt. Pro generovani pseudonahodnych &isel pouzijeme
funkci drand48(). Program muze vypadat napt. takto:

# include <stdio.h>
# include <math.h>
# include <stdlib.h>
int main
{
int i,im=100000000;
double x,y,u,v,w,s=0;
for (i=0;i<im;i++) {
x = drand48();
drand48() ;
drand48() ;
= drand48() ;
sqrt ((x-u) * (x-u)+(y-v) *(y-v));
if (w>0) s += 1/w;
};
printf ("%G\n",s/im) ;
return(0) ;

}

% < £ <
I

Tento program generuje 108 pseudonahodnych &tvefic a vypocet na
pocitadi s procesorem Intel Core i7 trval 3 sekundy a dal vysledek 2,9729,
coz se shoduje s pfesnym vysledkem na 4 platné &islice. To je v souladu
s ofekavanim, Ze relativni chyba vysledku je nepfimo tmérna odmocniné
z poctu bodi.
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Slapové sily

Karel Rauner, Pedagogickd fakulta ZCU, Plzeri

Poznamka redakce: Tento ¢lanek vySel v Casopise Rozhledy mate-
maticko-fyzikalni jiz v roce 1996 (Rauner, K.: Slapové sily. Rozhledy
matematicko-fyzikalni, ro¢. 73 (1996), ¢. 4, s. 165-172. Se svolenim au-
tora jsme se rozhodli jej znovu otisknout a véifime, Ze i po ¢tvrt stoleti
od svého prvniho uvefejnéni pfinese ¢tenaftim spoustu zajimavych in-
formaci.

Jiz ve dvou ¢lancich Casopisu Skolskd fyzika jsem se zminil o slapo-
vych silach [6, 7] (MizZe élovek piezit zrychleni 10 000g%, Kam a kdy
za svétovymi rekordy). Pritom i fada absolventt fyzikalniho studia ma
o vzniku slapovych sil nepfesnou predstavu. Kazdy sice vi, Ze slapové sily
jsou na Zemi vyvolavany Mésicem a Sluncem a Ze jsou pri¢inou pfilivu
a odlivu, mnohé vSak uz zarazi fakt, ze p¥iliv i odliv se opakuji dvakrat
denng. Casté predstava vzniku pfilivu totiz poéitd pouze se zvySenim
pritazlivé sily Mésice v nejbliz§im bodé, proto si fada lidi predstavuje
vznik prilivu a odlivu zdeformovanim hladiny svétového oceanu podle
obr. 1. Spravnou situaci podle obr. 2 nevysvétluje zcela uspokojivé ani
J. I. Perelman v Zajimavé astronomii [1], podle kterého je na odvracené
strané Zemé pritahovana k Mésici vice pevné ¢ast Zemé nez oceén.

svétovy ocean

O O

Mésic Mésic

Obr. 1 Obr. 2

Spravné vysvétleni i pFiblizny vypocet velikosti slapovych sil nam
umozni teprve védomi toho, Ze soustava podle obr. 2 se v rovnovazném
stavu muze udrZzovat pouze rotaci kolem spoleéného hmotného stiedu.

Skute¢nou situaci si zjednodusime nasledujicim zadanim: Rotaci po
kruhovych drahach se udrzuji ve stalé vzdélenosti [ dva hmotné body
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s hmotnostmi my, mo. Za predpokladu, Ze na soustavu neptisobi zadné
vnéjsi sily, vypocététe periodu rotace. Uréete zrychleni ptisobici na bod
s hmotnosti m (m < my, m < msg) ve vzdalenosti x < I od bodu m;
v bodech A, B, C (obr. 3). Na tomto obrazku je nakresna rovinou rotace.

A X m X B m,
Obr. 3

Reste obecné i pro ¢iselné hodnoty odpovidajici soustavé Zemé-Meésic:
my = 5,976 - 10%* kg, my = 7,35-10%2 kg, | = 384400 km, x = 6378 km,
m = 1 kg. Gravita¢ni konstantu pfitom dosazujte s hodnotou G = 6,672-
10~ N-m2kg 2. Vzdalenost z odpovida zemskému povrchu na rovniku,
[ je prumérna vzdalenosti stfedu Mésice od stfedu Zemé.
Nejprve nalezneme polohu hmotného stiedu soustavy my, ms. Oznadci-
me-li xp vzdalenost hmotného stfedu od bodu m, plati
mao - l
= mi +ma’ (1)
Po dosazeni je ¢iselnd hodnota zp = 4670 km. Dostavame patrné pro
mnohé prekvapivy vysledek: hmotny stfed soustavy Zemé-Mésic lezi
uvniti Zemé. Podminkou pro kruhovy pohyb je rovnost dostfedivé sily
(gravita¢ni pritahovani Zemé a Mésice) a setrvacné odstiedive sily. Z této
podminky pro Zemi je mozné urcit ihlovou rychlost rotace:

mimso Gm2
2 = m1w2:UT = w =

G (2)

lQSCT ’
po dosazeni je
G(m1 + mg)

wENTE (3)

Ciselns jew =2,6657-10"% s71, coz odpovida periodé

2
T =T —92357-10° s = 27,28 due.
w

Vysledek je nepatrné odlisny od skute¢né periody ob&hu soustavy (side-
ricky mésic), ktera je 27,32 dne. Duvodem odchylky jsou zaokrouhlené
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vstupni ¢iselné hodnoty a nepiesnosti vzniklé nahrazenim skuteénych
téles hmotnymi body i odchylkou trajektorie Mésice od kruhové drahy.

Protoze v zadani neuvaZzujeme rotaci Zemé kolem vlastni osy (m;
je hmotna bod), sklada se zrychleni g, v bodé A ze tii slozek: g,1 —
zrychleni uréené gravitaénim pisobenim m;y (Zemé), g.o — zrychleni ur-
Cené gravitadnim ptisobenim my (Mésice) a g,3 — odstfedivého zrychlent
v neinercialni soustavé. Pro velikost téchto slozek plati

mima mmso

mga1 = G?? mga2 = Gma 9a3 = w2(:z + xT)' (4)

Vzhledem k orientaci jednotlivych slozek zrychleni je vysledné zrychleni
v bodé A

9a = Gal + 9a2 — Ga3, (5)

kladny smér jsme pfitom piisoudili orientaci k bodu m;. Podobné je pro

bod B
mmso

T—ap o

mm
mgy = G—=, mgy =G

)
1’2

Odstiedivé zrychleni je pro * < x7 g3 = w?(xr — x), pro * > a7
gp3 = w?(x — x7). Pro x < o7 tedy dostaneme v bodé B zrychleni

9b = gb1 — gb2 + gb3,

pro x > xr
gb = gb1 — Gb2 — gb3- (7)
Vysledné vztahy pro zrychleni v bodech A a B jsou

my ma2

ga:G?‘FGm_UJQ(SE‘F%T)a ( )
8
m m

Po ¢iselném dosazeni je gq1 = gy = 9,8016140 m-s72, g0 = 3,21132 -
2107° m 572, go3 = 7,85097-107° m-s72, gy = 3,43170-107° m-s~2,
gy = 1,21344 - 1075 m-s~2. Vysledna zrychleni v bodech A a B jsou
o = 9,8015676 m-s~2, g, = 9,80156756 m -s~2. Jednotlivé slozky
zrychleni ve vSech uvazovanych bodech jsou zakresleny na obr. 4. Kruz-
nici je na tomto obrazku znézornén polomér Zemé.

54 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

a3

Obr. 4

Velikosti jednotlivych slozek zrychleni v bodé C' jsou

mq mo
el ZG?’ 9c2 ZGW7 gc3 :W2\/$2+$%‘~ 9)

Po dosazeni g = 3,31785-107° m-s72, g.3 = 5,61739-107° m-s~2,
ge1 = ga1 = gp1- Uhly o, B je mozné vypocitat z naznacenych trojthel-
niki:
T o ! o
tga=— = a=23621°, tgf=-=a=8945°. (10)
x T

Vzhledem k tomu, Ze g1 > geo, ge1 > ges, a k tomu, Ze vodorovné slozky
Je2, ges se prakticky odecitaji, je mozné urcit vysledné zrychleni v bodé
sou¢tem prumétid do sméru geq:

Jec = Ge1 + Ge2 COS B — Gez COS Q. (11)

Po dosazeni je g. = 9,801 5690 m-s~2.
Porovnanim jednotlivych hodnot zrychleni je zfejmé, ze

Gec > Ga > b, (12)

nebo &iselné
9o =g+ LMT-1070 = gy + 147107 [ms2,
Ja=0gp+549-1078 [m-s72.

V bodé C plisobi nejvétsi tihové zrychleni. V bodé A se zrychleni sni-
zuje odstiedivou silou, ktera velikosti pfevySuje pritazlivou silu Mésice,
v bodé B je zrychleni mensi vlivem odstfedivé sily i pritazlivosti Mésice.
Nerovnost (12) vysvétluje tvar hladiny svétového oceanu podle obr. 2.
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Nejvétsi zména tihového zrychleni béhem jednoho dne vyvoland Mési-
cem je tedy podle naseho vypoétu 1,4 - 1076 m-s~2. Obvykle udavana
hodnota maximalni denni zmény tihového zrychleni, vyvolana slapovymi
silami Mésice, je mensi: 1,1-107% m-s~2. Rozdil je zptisoben tim, Ze jsme
pocitali tthovéa zrychleni v bodech lezicich v roviné rotace Mésice. Té-
mito body pochopitelné neprochazi pii rotaci Zemé kolem vlastni osy
zadny konkrétni bod na Zemi. Po korekci na tihel rovnikové roviny a ro-
viny rotace Mésice by shoda byla vyraznéjsi. Vzhledem k dynamice jevu
prilivu a odlivu a k podstatnému vlivu tvaru pobfezi neni mozné vypo-
¢itat zménu vysky hladiny. Jsou mista, na kterych jsou slapové piilivy a
odlivy nepozorovatelné, vétsi vliv na hladinu ma proménlivost moiskych
proudu a smér a sila vétri, jsou vSak mista, kde pravidelné zmény vysky
hladiny pfesahuji 10 metri. To jsou také mista, kde se vyplati budovat
prilivové elektrarny a vyrabét tak energii na tkor rotaéni energie Zemé.
Je tfeba jesté podotknout, Ze na vysku prilivu ma i vliv snizeni tithového
zrychleni s rostouci vzdalenosti od stfedu Zemé.

Ze vztahi (8) je vidét, Ze pfi rustu x se pro jisté hodnoty dosadhne
mista, kde go(z4) = 0, go(xp) = 0. Takovym bodum se ¥ikd Lagrange-
ovy libraéni body a hmotny bod s hmotnosti m <« mi, m <K msy by
v nich byl v labilni rovnovaze [2]. Jestlize nékteré ¢asti objekti s velmi
malou hustotou (obi{ hvézdy) dosdhnou vzdalenosti xp, pretékd hmota
na druhy objekt. Tento jev je znam z astronomie a s pretékanim hmoty
v podobnych soustavach dvojhvézd je spojena fada dalsich zajimavych
efekti.

Slapové sily jsou nékdy obecné&ji chapéany jako sily, které maji pu-
vod v nehomogenité gravita¢niho pole. Je pak ziejmé, Ze takové sily se
uplatni i v nerovnovaznych stavech soustav, napt. pii volném padu dvou
téles. Kdyby se jednalo o Zemi a Mésic, byla by situace podobna obr. 2,
setrva¢nou odstfedivou sflu by nahradila setrva¢né sila odpovidajici zry-
chleni Zemé jako neinercidlni soustavy. Pfedstavime-li si naopak ptipad,
kdy Zemé a Mésic jsou fixovany v nehybném stavu néjakou dalsi silou
(jako by byly pfibity na nehmotné prkénko), nastala by situace podle
obr. 1.

Casto se také v astronomii mluvi o slapovych silach v souvislosti s roz-
padem kosmickych téles (komet) v blizkosti planet a hvézd s velkou hmot-
nosti. Tuto moZnost ovéfime na nasledujicim zjednoduseném piikladu.

Ve vzdélenosti r od hmotného bodu s hmotnosti M krouzi bod s hmot-
nosti my spojeny nehmotnym pevnym vldknem délky I < r s bodem
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o hmotnosti ms. Plati m; + my < M. Body m1, ms krouzi synchro-
nizované kolem svého hmotného stfedu tak, Ze spojnice Mms je stale
totoZna se spojnici Mmy (obr. 5). Vypocitejte silu napinajici vlakno.

r 1

3¢ 3
7¢ £e$

M mq my
Obr. 5

Protoze | < r, miZeme povazovat za vzdélenost hmotného stfedu
soustavy mq, mo od bodu M pravé vzdalenost r. Pak podle (3) je thlova

rychlost rotace soustavy
[ M

Hmotny stied celé soustavy je podle predpokladi v misté bodu M, proto
jsou odstfedivé sily pusobici na hmotné body

Fol = mlUJZT‘, F02 = mng(r + l), (15)
gravitaéni sily
Mm, Mmgy
Fi1=G——, F,o,=G0—-= 16
g r2 ’ 92 (r+1)2 (16)

Oznac¢ime-li silu napinajici vlakno F', plati na koncich vlakna:

F+F01:Fg17 F+F92:F02a

1
F:§(F02+Fg1_Fol_Fg2):

1 1 m m (17)
2 1 2
= l)— -GM | — - ——=|.
5% [ma(r +1) mlr]+2G [7‘2 (T+Z)2:|
Vysledek je mozno zjednodusit pii mi = mg = m:
1 Mm 1
F=-uwml+G ~
1 9 l SGMmZ
pri¢emz jsme vyuzili pfiblizného vztahu pro velml mala x:
1
—— =12z
(1+a)? ’

Ziskaného vysledku mtzeme vyuzit v nékolika konkrétnich pfikladech:
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a) M =5,976 - 10** kg, m = m; = my = 50 kg, [ = 1 m, r = 7000 km.
Pocitame priblizné silu, kterou slapové sily natahuji ¢lovéka na orbi-
talni stanici Zemé. Po dosazeni vychéazi nepatrna sila F' = 0,87 mN.

b) Ponechame vSechny predchozi udaje, jen Zemi zaménime za neutro-
novou hvézdu s M = 103! kg. Sila jiz vychazi znatelna: F = 146 N.

¢) Piiblizi-li se sonda s ¢lovékem k neutronové hvézdé az na vzdalenost
r=10m (M = 103 kg, m = m; = my = 50 kg, [ = 1 m), dosahuje
sfla jiz velikosti F' = 50000 N, tedy hodnoty, ktera uz snadno lidské
telo petrhne [3].

Pozndmka: Ze vztahti (16) miuzZeme vidét, Ze vyslednice gravita¢nich sil
na body mj, me neodpovida gravitacni sile, kterd by pusobila na bod
s hmotnosti m; + mo umistény v hmotném stfedu soustavy mi, ms.

soustavy my, mao:
mi mo mi + mo
= , 19
r2 o (r+1)2 2, (19)

proto
ma + mo

2 _
T = g 4 ma
r2 (r+1)2

. (20)

V drtivé vétsiné pripadi vSak lze rozdil mezi hmotnym stfedem a t&zis-

tém zanedbat, v prikladu c) je t&zisté jen o 0,38 um blize k hvézdé nez
hmotny stfed.

Na zavér se podivame, jak se mohli bézni lidé seznamit s problemati-
kou slapovych sil v minulosti. Pfed 200 lety bylo zdrojem pouceni v pri-
mérné rodiné hojné vydavané prevypravéni bible, které bylo zaroven ja-
kousi encyklopedii. V jedné z takovych publikaci se o problematice pfilivu
a odlivu pise [4]:

Aby pak wody motské pro ustawicné stdnj se nezkazyly a meshnily,
protoZ Pdn Buh natjdil, aby Mofe netoliko od ustawicngch wétri sem
a tam zmgjtané bylo, nybrZ taky mocy mésyce widy geho pribjwalo a
ubywalo. Nybrz mote wokolo pilnocy skrze podzemsky welmi weliky ka-
ndly a prichody aZ na neywysssi hory wystupuge, a k polednjmu zase
k prunégssymu mjstu se nawracuge (str. 9).

Je tedy vidét, ze autor publikace mél na piiliv a odliv stejny nézor,
jaky jsme si ilustrovali na obr. 1. Pro tuplnost se slusi poznamenat, Ze
vesmir popisovany v této publikaci je pojat jako geocentricky a na Mésici
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te¢ou feky (...téZ podobné ty teky a wody, které w mésyci se nachdzy,
gsau suptylné a cisté, gako krisstdl, a kdyby z nich kdo gen gednau se
napil, hnedby se wssecek nadul a opuchl. Ze pak ty wody, které w mésycy
gsau, dolu neprssy, to zijzenj BoZjho prichazy, aby wody okolo Centrum,
nebo prostredku mésyce se tocili a plinuli).

Pfed sto lety byl zdrojem pouceni bézné rodiny Ottiv slovnik nau¢ny
[5]. V ném pod heslem dmuti mofe miizeme &ist:

Dmuti more (pidiv a odliv, slapy) slove stiidavé stoupdni a klesini
mofskiych vod, které v obdobi 24 hodin a 52 min. dvakrdte se opakuje, tak
Ze na kazdé misto, na kterém vijjev ten vibec se vyskytuje, ve zminéném
obdobi dvakrdte priliv a dvakrdt odliv md a které vespolek se stridaji tak,
Ze po kazdém prilivu ndsleduje odliv a naopak. . ..

Z téchto a jingch pozorovdanim zjsténych jevi soudime, Ze pricinou
dmuti morte jest pritazliva sila, kterou mésic i slunce na vodstvo motské
a na zemeékouli vibec pisobi. JeZto pritazlivé této sily do ddlky rychle
(Gtverecné) ubgvd, jest pFirozeno, Ze na privrdcené strané zemé pfitazli-
vost mesice silnéji se jevi, neZ ve stiedobodu zemé a na odvrdcené strané
z téhoZ divodu opét slabéji neZ ve stiedu zemé nebo na strané k mésici
piivrdcené. Mysleme si, Ze na stran€ zemé k vrcholicimu meésici pFivrd-
cené lezi vodstvo motské, rovnéz tak na strané odvrdcené, pak bude na
obou strandch priliv mofe a to na privrdcené strané vétsi pritazlivosti a
na odvrdcené menst pritaZlivosti mésice, neZ jakd na stred zemsky se jevi,
zpusobeny asti tak jako clovék, ve vodé po krk stojici, dvojim zpisobem
vodou zaplaven byti miZe, bud, Ze mu voda nad hlavu vystoupi nebo Ze
mu dole nohy hloub zapadnou, ¢imzZ mu voda také hlavu zaplavi.

Tolik tedy Otttv slovnik nau¢ny, na dvou stranach textu tohoto hesla
neni ani zminka o odstfedivé sile.
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Blazni, ktefi se nezabyvaji kvantovou mechanikou

Albert Einstein (1879-1955) ptisobil jako Feditel tstavu teoretické fy-
ziky na némecké univerzité v Praze od dubna 1911 do ¢ervence 1912. V té
dobé byl jiz znam jako tvirce specialni teorie relativity a intenzivné se
zabyval teorii gravitace. Podstatné také prispél k rozvoji kvantové fyziky,
ktera ho ovSsem ponékud zaskoéila svymi disledky. Stale si nechtél pfi-
pustit, Ze jevy v mikrosvété mizeme predpovidat jen s urcitou pravdépo-
dobnosti. Vyjadtoval to slovy , Bih pFece nehraje v kostky!“ Einsteinova
pracovna byla tehdy ve Vini¢né ulici; dnes patii budova Pfirodovédecké
fakulté Karlovy univerzity. Einsteintv néastupce v jeho funkci Philipp
Frank vzpominé na své prvni setkdni s Einsteinem v Praze:

Einsteinova pracovna na univerzité meéla vijhled do parku s krdsnygmi
zahradami a stinngmi stromy. Finstein si v§iml, Ze rdno se tam pro-
chdzely jenom Zeny a odpoledne pouze muZzi; nékteii chodili jednotlive,
pohrouZeni do hluboké meditace, zatimco jini se shromaZdovali do skupin
a byli zaméstndni vdsnivgmi diskusemi. KdyZ se ptal, co je to za podiv-
nou zahradu, dovéedél se, Ze je to park patiici k zemskému bldzinci. Lidé
prochdzejict se na zahradé byli chovanci tohoto tustavu, byli to neskodni
pacienti, kteri nemuseli byt v izolaci. KdyZ jsem poprvé prijel do Prahy,
FEinstein mi tento pohled z okna ukdzal a vysvétlil mi ho — Tamhle jsou
blazni, kteri se nezabyvaji kvantovou teori.

Einstein navstivil Prahu jesté jednou, v roce 1921, na pozvani némec-
kého spolku Urania, zabyvajiciho se popularizaci védy, aby tu proslovil
prednésku o teorii relativity. Je tfeba poznamenat, ze v té dobé nebyla
teorie relativity obecné pfijimana, naopak méla mnoho odplirci a mno-
hymi byla vysmivana. Je zajimavé, ze Einstein, ktery se za svého prvniho
pobytu v Praze s ¢eskymi fyziky témeér nestykal, pii své druhé navstéve
navs§tivil Prirodovédeckou fakultu Karlovy univerzité na Karlové, aby
vyjadiil podporu fyzikim nové, demokratické Ceskoslovenské republiky.
Ve fyzikalni pracovné zastihl profesory teoretické fyziky Frantiska Za-
visku a Viktora Trkala, ktefi byli ndhodou stoupenci teorie relativity a
dokonce méli na sténé Einsteintiv portrét. Einstein se na néj prekvapené
podival a k uzaslym profesortm pronesl: ,,Tady mé méte zivého.“

I. Stoll, Hratky matematiki a fyzika
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