RO
HLE

MATEMATICKO-FYZIKALNI

CASOPIS PRO ZAJEMCE O MATEMATIKU, FYZIKU A INFORMATIKU

ROCNIK 97 (2022) e CiSLO 3



Vydava Jednota €eskych matematiki a fyzika
tel.: 222090 708-9, e-mail: jcmf@math.cas.cz
za podpory MFF UK Praha a FJFI CVUT Praha

Vychazeji 4 Cisla v kalendarnim roce
Obalku navrhl Bohuslav Sir
Sazbu programem TgX pripravil RNDr. Miloslav Zavodny

Adresa redakce: MFF UK, V Holesovickach 2, 18200 Praha 8 —Troja
e-mail: rozhledy@jcmf . cz
Internetové stranky Casopisu: https://rozhledy.jecmf.cz/
Vytiskla Tiskarna Pohlline, Zalesi 1126/88, 14200 Praha 4
Distribuci pro predplatitele provadi v zastoupeni vydavatele
MediaCall, s.r. 0.
Videnska 546/55, 639 00 Brno

tel.: 4420532165 165, e-mail: export@mediacall.cz
web: www.zahranicnitisk.com

ISSN 0035-9343 MK CR E4691
(© Jednota Ceskych matematikii a fyzikd, Praha 2022

Redakéni rada

Vedouci redaktorka:

RNDr. Marie Snétinovéa, Ph.D., MFF UK Praha
Redaktorka pro matematiku:

doc. Ing. Cubomira Dvoiakova, Ph.D., FJFI CVUT Praha
Redaktor pro fyziku:

doc. RNDr. Mgr. Vojtéch Zék, Ph.D., MFF UK Praha

Clenové redakéni rady:
prof. RNDr. Vlastimil Dlab, DrSc., F.R.S.C.
doc. RNDr. Zdenék Drozd, Ph.D., MFF UK Praha
RNDr. Petr Hanug, FSv CVUT Praha
doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc., FPE ZCU Plzeit
prof. RNDr. Ivo Kraus, DrSc., FJFI CVUT Praha
doc. RNDr. Jan K¥iz, Ph.D., PfF UHK Hradec Kralové
prof. RNDr. Miroslav Lavicka, Ph.D., FAV ZCU Plzeit
RNDr. Pavel Pokorny, Ph.D., VSCHT Praha
RNDr. Miroslav Randa, Ph.D., PdF ZCU Plzeii
Mgr. Matéj Ryston, Ph.D., MFF UK Praha
doc. RNDr. Jan Slégr, Ph.D., PfF UHK Hradec Kralové
prof. RNDr. Pavel Tlusty, CSc., PedF JU Ceské Budgjovice
doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc., MFF UK Praha
prof. Ing. Bohumil Vybiral, CSc., PfF UHK Hradec Kralové
RNDr. Vladimir Wagner, CSc., UJF AV CR Rez



MATEMATIKA

Konstrukce slov s konstantnimi mezerami

Anezka Kasalovd, Malostranské gymndzium, Praha

Abstrakt. Predstavime si slova s konstantnimi mezerami a zaméfime se na
jejich konstrukei s vyuzitim pocéitace. Za¢neme terminologii a zakladnimi vlast-
nostmi slov s konstantnimi mezerami. Poté popiSeme pseudokdd programu pro
generovani takovych slov a uvedeme odkaz na jeho implementaci v Pythonu.
Budeme se vénovat i optimalizacim programu a nakonec si pfedstavime nové
vyzvy a problémy spojené s programem.

1. Uvod

Slova s konstantnimi mezerami, jimZ se vénuje tento ¢lanek, jsou tzce
spjata s disciplinou zvanou kombinatorika na slovech. Zakladni pojmy
vysvétlime nize, pokud tedy né&jaky termin z ivodu nebude jasny, laskavy
¢tenar si jej vyhleda dale v textu. V kombinatorice na slovech jsou velmi
aktualnim tématem vlastnosti balancovanych slov, viz ¢lanky z posledni
doby |2, [4]. Nekonené slovo nad abecedou A se nazyva balancované,
pokud pro kazdou dvojici jeho faktori u a v stejné délky plati, Ze pro li-
bovolné pismeno z abecedy A se pocet vyskyti tohoto pismene ve slovech
u a v lisi nejvyse o jedna. Nad binarni abecedou {a, b} jsou aperiodicka
balancované slova pravé dobfe znama slova sturmovska [I]. Pro vicepis-
menné abecedy plati, Zze aperiodicka balancovana slova lze konstruovat
tak, ze se vyskyty pismene a ve sturmovském slové postupné prepisuji
pomoci néjakého slova s konstantnimi mezerami a vyskyty pismene b po-
moci jiného slova s konstantnimi mezerami nad disjunktnimi abecedami.

Priklad 1. Nejznaméjsim sturmovskym slovem je Fibonacciho slovo,
které ziskdme, kdyZ za¢neme s pismenem a a postupné aplikujeme pie-
pisovaci pravidla a — ab a b — a pismeno po pismenu. Dostavame tak
delsi a delsi prefixy nekone¢ného Fibonacciho slova:

a

ab

aba

abaab

abaababa

abaababaabaab

abaababaabaababaababa
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MATEMATIKA

Pfepisme nyni Fibonacciho slovo pomoci slov s konstantnimi mezerami
(01)% a (234235)~.

abaababaabaababaababaabaababaab...
0210314012013051021301401203105...

Ctenaf miize zkontrolovat, Ze faktory stejné délky v prefixu Fibonacciho
slova i v prefixu ziskaného slova splituji podminku balancovanosti.

2. Pojmy z kombinatoriky na slovech

V kombinatorice na slovech se studuji vlastnosti kone¢nych a neko-
necnych slov. Pravé do této oblasti patii nami studovana slova s kon-
stantnimi mezerami. Pojdme se tedy nejprve podivat na zaklady kom-
binatoriky na slovech.

Abecedou A rozumime koneénou mnoZinu symboli, fikdime jim pis-
mena. Slovem w nazyvame kone¢nou posloupnost pismen. Jeho délkou
rozumime pocet pismen, ktera obsahuje, a ozna¢ime ji |w|. Pod neko-
necngym slovem u nad abecedou A pak rozumime nekonecnou posloup-
nost pismen z A, v niZ se kazdé pismeno z A skuteéné vyskytuje, tj.
u = uijusus ..., kde u; € A. Nekonecné slovo u nazveme periodické, po-
kud existuje kone¢né slovo v takové, ze u = vvvvvvv - - - = v¥. Symbolem
w tedy znac¢ime nekonecné retézeni stejného slova. Nekoneéné slovo se na-
zyvé aperiodické, pokud neni periodické, a to ani po useknuti libovolného
koneéného preﬁxu

Necht u = ujugus... je periodické nekoneéné slovo nad abecedou
A ={0,1,...,d — 1}. Periodou P slova u nazveme nejmensi P € N
takové, ze u; = u;qp pro kazdé j € N

Rikame, Ze nekonedné slovo u mé konstantni mezery, pokud pro kazdé
pismeno ¢ € A plati, Ze existuje konstanta p; € N tak, Ze mezery mezi
po sobé jdoucimi vyskyty pismene i v u jsou rovny p;. Takové p; na-
zveme periodou pismene i. Je zfejmé, Ze slovo u s konstantnimi mezerami
je periodické a ze perioda kazdého pismene déli periodu slova u. Dale
prvni vyskyt pismene ¢ € A budeme znacit n;. Je snadné nahlédnout, Ze
n; < p;.

DV textu jsou nekonedna slova znadena tuénd, koneéna normalng.
2)Pojem perioda budeme rovnéz pouzivat pro slova, nap¥. pro u = (0102)“ je
periodou P = 4, ale také slovo 0102. Konkrétni vyznam bude vzdy ziejmy z kontextu.
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MATEMATIKA

Priklad 2. Prikladem slova s konstantnimi mezerami nad abecedou
{0,1,2} je u = (0102)“. Perioda slova u je P = 4 a perioda pismene
nula je pp = 2 a perioda pismene jedna a dva je rovna p; = py = 4.
Prvni vyskyty pismen jsou postupné ng = 1,n; = 2,ne = 4. Prikladem
periodického slova, které nema konstantni mezery, nad abecedou {0, 1, 2}
je v =(0122)~.

3. Vlastnosti slov s konstantnimi mezerami

Definice 1. Nekone¢na slova s konstantnimi mezerami, ktera vzniknou
jedno z druhého permutaci abecedy nebo posunem nebo obojim, na-
zveme ekvivalentni.

Piiklad 3. Slova u = (0102)“ a v = (2101)“ jsou ekvivalentni, protoze
v vzniklo z u posunem o jednu pozici a permutaci 0 — 1,1 — 2,2 — 0.

Pozorovani 1. Ovéime, ze jde o ekvivalenci na mnoziné nekone¢nych
slov s konstantnimi mezerami nad abecedou A

1. Reflexivita: Zjevné u je ekvivalentn{ s u, protoze vzniklo identickou
permutaci pismen.

2. Symetrie: Pokud v je ekvivalentni s u, pak v vzniklo z u posunem
o k pozic (k mize byt i nula) a jistou permutaci pismen (muze byt i
identick4). Jisté u a v maji stejnou délku periody P. Pak u vzniklo
z v inverzni permutaci pismen a posunem o P — k pozic, tedy v je
ekvivalentni s u.

3. Tranzitivita: Pokud u je ekvivalentni s v a v je ekvivalentni s w, pak
v vzniklo z u posunem o k pozic a jistou permutaci pismen m, dale
w vzniklo z v posunem o ¢ pozic a jistou permutaci pismen o. Tudiz
w vzniklo z u posunem o k + ¢ pozic a slozenou permutaci pismen
o o a plati tedy, ze w je ekvivalentni s u. Zavér zni, ze relace je i
tranzitivni.

Priklad 4. Jedinymi slovy s konstantnimi mezerami s pismeny z abe-
cedy {0,1} jsou u = (01)* a v = (10)“. Jsou ekvivalentni, protoze v
vzniklo z u posunem o jednu pozici nebo téz permutaci 0 — 1, 1 — 0.
Slova s konstantnimi mezerami s pismeny z abecedy {0, 1,2} maji dvé

3)Ekvivalence E na neprazdné mnozing M je kazda podmnozina E C M X M =
= {(m,n) ‘ m,n € M}, kterd ma vlastnosti reflexivity, symetrie a tranzitivity. Misto
(m,n) € E piseme m ~ n. Vzajemné& ekvivalentni prvky tvor{ tzv. t¥idu ekvivalence.
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t¥idy ekvivalence. Jejich reprezentanty jsou u = (012)* a v = (0102)«.
Dalsi slova s konstantnimi mezerami uz z nich ziskdme jediné permutaci
abecedy, napt. (201)“, nebo posunem, napf. (1020)“, nebo obojim, napf.
(0121).

V programu pro hledani vSech slov s konstantnimi mezerami se nam
budou velmi hodit nésledujici tvrzeni o periodach slov a pismen.

Lemma 1. Délka periody nekonecného slova s konstantnimi mezeramsi je
vZdy rovna nejmensimu spolecnému ndsobku period jednotlivgch pismen.

Diikaz. Necht perioda slova je P a n je nsn vSech period pismen. P je
délitelné v8emi periodami pismen, proto n déli P. Takze P > n.

Na druhou stranu, vybereme-li jakékoliv pismeno a posuneme se od
néj o n, pak narazime znovu na to samé pismeno. Neboli u; = u;y, pro
kazdé i € N. A jelikoz P je nejmensi ¢islo s predchozi vlastnosti, je jasné,
ze P <n.

Z téchto dvou uvah pak plyne, ze n = P.

Lemma 2. Periody pismen ve slové s konstantnimi mezerami nad abe-
cedou A= {0,1,...,d — 1} spliuji[I]

&

—1

b

=1

I
o

i

Drikaz. Pokud slovo u mé konstantni mezery a periodu P a pokud pis-
meno ¢ mé periodu p;, pak se ¢ v prefixu u délky P vyskytuje f—krét.

Odtud plyne, ze
1

Py

0

3

coZ po vykraceni ¢islem P dava Zd_ol =1

B=

Definice 2. Necht n,n/, p,p" jsou p¥irozend ¢&isla splijici n <p a n’ <
p’. Rekneme, 7e (n,p) a (n/,p’) jsou v kolizi, pokud existuji k, k' € Ny
takova, ze

n+kp=n'+kp. (1)
5 ) d=1 | 1
Pouzivame zkraceny zapis souctu ié:o = % + = + -+ 1T

5)Symbol Ny zna¢i mnozinu obsahujici pfirozena, &isla a nulu.

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Lemma 3. Pdry (n,p) a (n',p’) jsou v kolizi, prdvé kdyZ D = nsd(p, p’) @
je delitelem n —n/'.

Diikaz. Pokud jsou (n,p) a (n/,p’) v kolizi, podle plati n — n’ =
= k'p’ — kp. Jelikoz D déli p i p/, jisté D déli n — n'. Pro dikaz opacné
implikace vyuzijeme, Ze kdyi D = nsd(p, p’ ) pak pouZitim Eukleidova
algoritmu je mozné najit k,¢ € Z tak, ze k:p = D + Ip. Pak ale takeé
umime najit k (el tak, ze kp =n—n'+ ép (predchom rovnost jsme
vynésobili celym ¢islem *— ) Odtud n+€p =n +k:p Pokud k 1 nerou
ob& nezaporna, pak sta¢i pri¢ist na obé strany vhodny nasobek pp’ tak,
aby n + (0 4 sp')p = n' + (k + sp)p’ spliovalo, ze k = ({ + sp’) > 0 a
k' = (k4 sp) > 0. Dostali jsme n + kp = n’ + k'p’ pro ¢isla k, k' € Ny,
coz podle (1)) znamen4, Zze (n,p) a (n’,p") jsou v kolizi.

7 predchozich lemmat bezprostfedné plyne stéZzejni véta, kterd po-
pisuje slova s konstantnimi mezerami a na niz zalozime program pro
generovani slov s konstantnimi mezerami.

Vé&ta 1. Necht je ddna abeceda A = {0,1,...,d — 1} a pdry (no,po),
(n1,p1), -, (Na—1, Pa—1) takové, Ze n; < p; pro kaZdé i € A. Pak pdry
(no,po), (n1,p1), -+, (Na—1, Pa—1) daji vzniknout slovu s konstantnimi
mezerami, prdvé kdyz dené dva pdry (ng,p;) a (nj,p;) pro i,j € A,

1

i # j, nejsou v kolizi a El 0 = 1

Disledek 1. V nekonecném slové s konstantnimi mezerami musi byt
vSechny periody pismen po dvojicich soudélné.

Diikaz. Pokud existuje dvojice nesoudélnych period pismen p;,p;, tj.
D = nsd(p;,p;) = 1, pak podle lemmatu jsou pary (n;,pi) a (nj,p;)
v kolizi, coz je dale podle véty [I] nepripustné pro slovo s konstantnimi
mezerami.

Disledek 2. Nekonecné slovo u s konstatnimi mezerami nad abecedou
A ={0,1,...,d — 1} miZe mit nsd(po,p1,-..,pd-1) = 1, pouze kdyZ
se v prvociselném rozkladu periody p; kaZdého pismene i € A nachdzi
alespoti dvé riznd prvocisia.

Drikaz. Pro spor predpokladejme, Ze by prvociselny rozklad p; jednoho
z pismen obsahoval mocninu pouze jednoho prvoé&isla. Protoze nsd(po,
P1,...,Pd—1) = 1, jisté musi existovat p; nesoudélné s p;. Podle du-
sledku [I] toto nemtiZe nastat.

6)nsd(p,p’) znadi nejvétsiho spoleéného délitele p a p’.

Roé¢nik 97 (2022), ¢islo 3 5
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Lemma 4. Necht a je prvocislo, které se vyskytuje jako délitel nékteré
z period pismen. Oznaéme m mazimdlni exponent takovy, Ze o™ déli
nékterou z period pismen. Pak o' déli alespori dvé periody p; a p; pro
i#j,0,j€e A={0,1,...,d—1}.

Diikaz. Jelikoz P = nsn(po,p1,---,Pi—1), ¢islo o™ déli P, zatimco ¢islo
a™*1 nedéli P. Protoze Z?;OI % = 1, plati vztah:
d—1
P
P = —.

Pokud pouze jedna z period, bez Gjmy na obecnosti p1, je délitelna o™,
pak ve vySe uvedené rovnici jsou v8echny vyrazy aZ na p£1 délitelné «,
cOZ je spor.

Na zavér této kapitoly zminime metodu, pomoci které lze ziskavat
slova s konstantnimi mezerami nad vétsimi abecedami pomoci slov s kon-
stantnimi mezerami nad mensimi abecedami. Je to proplétanim (anglicky
shuffling) kone¢ného poétu slov s konstantnimi mezerami nad disjunkt-
nimi abecedami.

Definice 3. Mé&jme k nekoneénych slov. Jejich proplétdnim rozumime
slovo, které vznikne postupnym ¢tenim prvnich pismen z danych & slov,
poté druhych pismen, tfetich atd.

Pokud propleteme k slov s konstantnimi mezerami nad disjunktnimi
abecedami, vznikne slovo s konstantnimi mezerami, v némz se perioda
kazdého pismene oproti ptivodnimu slovu k-krat zvétsila.

Priklad 5. Slovo s konstantnimi mezerami u = (013024013025)% vzniklo

proplétanim tif slov (0)“, (12)«, (3435)*. Skuteéné plati, Ze se periody

proplétanim trikrat zvétsily:

e perioda pismene 0 ve slové u je rovna 3, zatimco pg = 1 ve slové (0)¥,

e perioda pismene 1 a 2 ve slové u je rovna 6, zatimco p; = p = 2 ve
slové (12)«,

e perioda pismene 3 ve slové u je rovna 6, zatimco ps = 2 ve slové
(3435)«,

e perioda pismene 4 a 5 ve slové u je rovna 12, zatimco py = ps = 4 ve
slové (3435)%.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Naopak také plati, ze kdyz k déli periodu kazdého pismene ve slové
s konstantnimi mezerami, pak toto slovo vzniklo proplétanim k slov
s konstantnimi mezerami, tj. pokud u = wujusus..., pak u je prople-
tenim slov:
UL UL+ EUTH2KUL+3K - - -

U2U24 U242k U243k - - -

UkU2kU3KULK - - -

Priklad 6. Slovo u = (012304210324)“ spliiuje pg = p2 = 4 a p; =
= p3 = pg = 6, tedy periody jsou sudé. Slovo u vzniklo propletenim slov
(02)% a (134)~.

4. Program

Hlavnim cilem ¢lanku je pfedstavit naS program pro generovani slov
s konstantnimi mezerami. Je dostupny i s popisem pfes webovou sluzbu
GitHub [3].

Pfistupme nejprve k popisu pseudokddu.
4.1. Pseudoko6d programu

Vstupem programu je pocet pismen abecedy d > 2. (Pro d = 1 existuje
jediné slovo s konstantnimi mezerami 0¥.) Bez jmy na obecnosti pfed-
poklddame, Ze pismeno 0 méa nejmensi periodu pg a jeho prvni vyskyt
ng = 1. Vystupem programu jsou vSechna nekone¢né slova s konstant-
nimi mezerami (a7 na ekvivalenci) nad abecedou dané velikosti, pfesnéji
feCeno, vypiSe se tvar jejich period.
Pripravna funkce:

e Do proménné d vloZ uzivatelem zadany podet pismen a A poloZ rovno
{0,1,...,d—1}.

e Vytvor seznam Prefixy a vloZz do néj slova

010, 0120, 01230, ...,0123. .. (d — 1)0.

e Vytvor prazdny seznam Periody.

Dokud neni seznam Prefixy prazdny, aplikuj vzdy na prvni slovo ze se-
znamu nasledujici funkci.

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 3 7
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Funkce pridani dalsitho pismene:
Pokud slovo u ze seznamu Prefizy neobsahuje jiZ kaZdé pismeno ale-
spoti dvakrdt, proved ndsledujici kroky:

e Najdi nejdelsi slovo v s prefixem u, které je jednozna¢né urcéeno pa-
rametry (n;,p;), kde i jsou opakujici se pismena ve slové u. Pokracuj
se slovem v.

e Pokud v neobsahuje vSechna pismena z A, na pozici |v| + 1 dopli
nejmensi pismeno i z A, které v neobsahuje. Nové slovo vi vloz na
konec seznamu Prefixy.

e Uvazuj vSechna pismena j, ktera se ve v vyskytuji jednou a spliuji:

(a) pj = |v| +1—mn; > ny, tj. Ze po pfipsani j za slovo v je jeho
perioda p; vétsi nebo rovna prvnimu vyskytu j,
(b) pj > po, tj. ze perioda p; je v&t3i nebo rovna periodé po.

Pro kazdé takové j zkontroluj, zda jemu odpovidajici par
(nj,p;) = (nj, [v[ +1 —ny)

neni v kolizi s Zadnym péarem (n;,p;), kde i jsou pismena obsaZena ve
v alespon dvakrat.

— Pokud nenastane zadné kolize a
1 1
) DY
—~ Di [v| +1—n;

pridej nové slovo vj na konec seznamu Prefixy.
— Pokud nenastane zadné kolize a

1 1
YLt
—pi |+ 1-mn;
a slovo vj obsahuje v8echna pismena z A, do seznamu Periody
vloz prefix vj délky nsn(po, p1,- .-, Pd—1)-
e Slovo u smaz ze seznamu Prefixy.

Funkce, ktera vyhodi ekvivalentni slova:

e V seznamu Periody sefad slova podle délky.
e Pokud je jen jedno slovo dané délky, vytiskni ho.

e Slova, kterd maji stejnou délku, porovnej pomoci Funkce porovnani.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Funkce porovnani:

Ze slov stejné délky jedno vytiskni.
Prochazej postupné nasledujici slova stejné délky ze seznamu Periody
a porovnavej je s vytisténymi slovy:

— Pokud je slovo stejné jako nékteré jiz vytisténé, pak ho zahod.

— U porovnavaného slova pfehod prvni pismeno na konec, pro-
ved permutaci pismen tak, aby prvni vyskyty pismen spliiovaly

ng < np < ...<ng—1, a pokud je nyni stejné jako nékteré jiz
vytisténé, tak ho zahod. Takto pokracuj tolikrat, kolik je délka
periody.

— Pokud v Zddném piipadé nedojde ke shodé, pak slovo vytiskni.

4.2. Tvoreni slov podle pseudokédu programu

Pro ¢tenafovu lepsi orientaci popiSme konstrukei vSech nekone¢nych

slov s konstatnimi mezerami nad abecedou o tfech pismenech podle pro-
gramu.

Seznam Prefixy na zacatku obsahuje slova 010 a 0120.

Zatneme s prefixem 010. Podle Funkce pfidani dalsiho pismene pfi-
dame do seznamu Prefixy slovo 0102. Déle vytvoiime slovo 0101, které
ale spliiuje Zizo p% = 1, a pfitom neobsahuje tii pismena. Slovo 010
smazeme ze seznamu Prefixy.

Poté pokracujeme prefixem 0120 — podle Funkce p¥idani dalsiho pis-
mene vytvorime dva nové prefixy 01201 a 01202. Druhy z nich ale
nesplni podminku ns < po, protoze ny = 3 a po = 2. Do Prefixi
pridame proto pouze 01201 a naopak smazeme 0120.

Prefix 0102 podle Funkce pfidani dalsitho pismene prodlouzime na
01020 a poté dostaneme 010201 a 010202, kde ov8em druhy prefix
opét nesplni podminku ns < py. Do Prefixi pfiddme proto pouze
010201 a naopak smazeme 0102.

Prefix 01201 doplnime podle Funkce pfidani dalsiho pismene na 012012
a do seznamu Periody vlozime slovo 012. Smazeme 01201 z Prefixu.
Prefix 010201 povinné prodlouzime na 0102010. Nasledné doplnime
na 01020102 a do seznamu Periody vlozime 0102. Smazeme 010201
ze seznamu Prefixy, ¢imZ jej vyprazdnime.
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o Jelikoz mame od kazdé délky jedinou periodu, vytiskneme je.
Zavér: Vytiskli jsme slova 012 a 0102.

4.3. VylepSeni programu pri implementaci

e Ve skutecCnosti program neuklada cely tvar prefixu. V pseudokddu je
to uvedeno pro pfehlednost. Program si pamatuje n; a p; u kazdého
pismene.

. d—1 .
e Rovnice ),y -~ =1 je v programu upravena na

1
Di
d—1 1
> = +0,0000001 > 1,

i=0 £

a to vzhledem k reprezentaci realnych ¢isel poc¢itacem. (Pocitac k vy-
poctu nepouziva zlomky, ale jejich priblizny prepocet ve float aritme-
tice.)

e Do programu je pfidana moznost volby mezi tfemi vystupy. Prvni
zobrazi periody slov s konstantnimi mezerami a druhy nejprve celko-
vou délku periody a poté ke kazdému pismenu napiSe jeho n; a p;.
Tteti vystup vypiSe mozné délky period.

e Ve Funkci porovnani nahrazujeme jednotlivd pismena jejich Cisel-
nou periodou. A nésledné porovnavani provadime nikoli posouvanim
o0 jedno pismeno, ale posouvanim o nejmensi periodu pismene (coz je
perioda pismene 0).

4.4. Mozné optimalizace programu vedouci ke zvySeni rychlosti

Program, ktery mame implementovany, na priumérném pocitac¢i najde
slova s konstantnimi mezerami nad abecedou s nejvyse 12 pismeny. Jako
nadéjna optimalizace do budoucna vypadé vyuziti proplétani. Neziskdme
timto zptisobem sice viechna slova s konstantnimi mezerami (nelze ziskat
slova, pro ktera je nejvétsi spole¢ny délitel period pismen roven jedné),
ale i tak by mohlo jit o vyrazné urychleni.

5. Ulohy pro &tenaie

Uloha pro pozorné a védomosti chtivé étenafe: Za pomoci teorie z cldn-
ku vymyslete priklad nekonecného slova s konstantnimi mezerami tak,
aby nejuétsi spolecnyj deélitel period pismen byl jedna.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Podé&ékovani

Zavérem bych chtéla podékovat doc. Ing. Lubomite Dvorakové, Ph.D.,
za toto hezké vyzkumné téma, kterému se vénuji i ve své praci SOC.
Dékuji také za milou pomoc pii psani ¢lanku. Podékovani patii také prof.
Ing. Edité Pelantové, CSc., za uzite¢né navrhy ke zjednoduseni ¢lanku
i programu. Podékuji jesté svému obétavému tatinkovi panu Stépénu
Kasalovi za pomoc s kddovanim programu.
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Ptiloha

1. vystup programu pro abecedu délky 4:

SEQ: [0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 3]
SEQ: [0, 1, 0, 2, 0, 3]

SEQ: [0, 1, 2, 0, 1, 3]

SEQ: [0, 1, 2, 3]

2. vystup programu pro abecedu délky 4:

seq 0, with period length 8
ni: 0 1 3 7
p_.i: 2 4 8 8
seq 1, with period length 6
ni: 0 1 3 5
p_i: 2 6 6 6
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MATEMATIKA

seq 2, with period length 6

ni: 0 1 2 5
p_i: 3 3 6 6
seq 3, with period length 4
ni: 0 1 2 3
p_i: 4 4 4 4

3. vystup programu pro abecedu délky 4:

Possible period lengths for alphabet size 4:
4, 6, 8]

Dale uvedeme 2. typ vystupu pro dalsi dvé velikosti abecedy.

12

slovo | délka periody | ng,n1,n2,n3,N4 | Po,P1,P2,P3, P4

1. 16 0,1,3,7,15 2,4,8,16,16
2. 12 0,1,3,7,11 2,4,12,12,12
3. 12 0,1,3,5,11 2,6,6,12,12
4. 8 0,1,3,5,7 2,8,8,8,8

5. 12 0,1,2,5,11 3,3,6,12,12
6. 9 0,1,2,5,8 3,3,9,9,9

7. 6 0,1,2,4,5 3,6,6,6,6

8. 8 0,1,2,3,7 4,4,4,8,8

9. 12 0,1,2,3,5 4,6,4,6,6
10. 5 0,1,2,3,4 5,5,5,5,5

Tabulka 1: Vystup pro A = {0, 1,2, 3,4}

Rozhledy matematicko-fyzikalni




MATEMATIKA

slovo | délka periody | ng,n1,n2,n3,M4,M5 | Do, D1, P2, P3, P4, P5
1. 32 0,1,3,7,15,31 2,4,8,16,32,32
2. 24 0,1,3,7,15,23 2,4,8,24,24, 24
3. 24 0,1,3,7,11,23 2,4,12,12,24,24
4. 16 0,1,3,7,11,15 2,4,16,16,16,16
5. 24 0,1,3,5,11,23 2,6,6,12,24,24
6. 18 0,1,3,5,11,17 2,6,6,18,18,18
7. 12 0,1,3,5,9,11 2,6,12,12,12,12
8. 16 0,1,3,5,7,15 2,8,8,8,16,16
9. 24 0,1,3,5,7,11 2,8,12,8,12,12
10. 10 0,1,3,5,7,9 2,10, 10,10, 10, 10
11. 24 0,1,2,5,11,23 3,3,6,12,24, 24
12. 18 0,1,2,5,11,17 3,3,6,18,18,18
13. 18 0,1,2,5,8,17 3,3,9,9,18,18
14. 12 0,1,2,5,8,11 3,3,12,12,12,12
15. 12 0,1,2,4,5,11 3,6,6,6,12,12
16. 12 0,1,2,4,5,10 3,6,6,12,6,12
17. 18 0,1,2,4,5,8 3,6,9,6,9,9
18. 18 0,1,2,4,5,7 3,9,6,9,6,9
19. 16 0,1,2,3,7,15 4,4,4,8,16,16
20. 12 0,1,2,3,7,11 4,4,4,12,12,12
21. 8 0,1,2,3,6,7 4,4,8,8,8,8
22. 12 0,1,2,3,5,11 4,6,4,6,12,12
23. 8 0,1,2,3,5,7 4,8,4,8,8,8
24. 24 0,1,2,3,5,6 4,6,8,6,6,8
25. 10 0,1,2,3,4,9 5,5,5,5,10,10
26. 6 0,1,2,3,4,5 6,6,6,6,6,6

Tabulka 2: Vystup pro A = {0,1,2,3,4,5}

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 3
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Reseni kvadratické rovnice graficky

Jakub Rada, MFF UK, Praha

Abstrakt. Kvadraticka rovnice je standardné feSena pomoci diskriminantu
¢i rozkladu na soucin. V tomto ¢lanku si ukdzeme dalsi metodu hledani korenu
uréitého typu kvadratické rovnice pomoci pravitka a kruzitka, tj. uzitim tzv.
eukleidovské konstrukce.

Standardni hledani korent kvadratické rovnice

Obecna kvadraticka rovnice je dana predpisem az? + bxr 4+ ¢ = 0,
kde a,b,c € R, a # 0. Nejuniverzalnégji se kvadratickd rovnice Fesi pies
diskriminant, kde hledané kofeny maji tvar

—b 4 Vb% — dac

T12 = %

Déle je hojné vyuzivanou metodou rozklad na sou¢in pomoci Viétovych
vzorci. V tomto piripadé se rovnice rozlozi na soucin

az’ + bz +c=alz — 1) (z — x2),

kde z1 a z9 jsou hledané kotfeny kvadratické rovnice, jelikoz spliiuji
T, + 19 = 73 a T1xo = g Tyto metody feSeni kvadratickych rovnic
jsou podrobné rozepsané v u¢ebnici Rovnice a nerovnice [2], s. 122-125].
V tomto ¢lanku si vSak ukaZeme netradi¢ni zptisob hledani kotfent kva-
dratické rovnice vyuzitim planimetrické konstrukce, kterou popisuje De-

scartes ve své knize La Géométrie [I} s. 4-7].

Grafické hledani kofent kvadratické rovnice

Nejprve upravme obecnou kvadratickou rovnici na normovany tvar a
vyjadifeme druhou mocninu neznamé.

—b
2 =px +q, kdepz;7 q=—.

Konstrukce kotrenii pro pripad g > 0: Sestrojme pravothly troj-
ahelnik MNO (obr. s pravym thlem u vrcholu M, kde délka strany
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IMN| = /g a|MO| = |ip|. (Ctenaf si rozmysli, Ze pravy thel lze kon-
struovat kruZitkem a pravitkem). Nyni sestrojme kruZznici k se stFfedem
v bodé O o poloméru | M O|. Prusec¢iky kruznice & s prodlouZenou stranou
trojuhelniku ON oznac¢me P a Q. Potom vzdélenosti |PN| a |QN]| jsou
hledané FeSeni kvadratické rovnice aZ na znaménko, nebot vzdalenost je
vzdy kladna. Znaménko ur¢ime pozdéji.

k k

0 Q
O O
P
P
M N M N
(a) Prvni konstrukce (b) Druha konstrukce

Obr. 1: Grafické hledani kofenii kvadratické rovnice z2 = pz + ¢
Diikaz. Kofeny z1, xo maji byt rovné vzdéalenostem
z1 = |PN|=|ON|—|OP| a z;=|QN|=|ON|+|0Q|

a7 na znaménko. Jelikoz |OP| = |0OQ| = |OM|, miZzeme hledané feseni
zjednodusit: z1 2 = |ON| £ |OM]|.
Dle Pythagorovy véty je délka strany

[71\? I R [ —
N = —_ 2 = —_— —_——=— 2 _ 4
om] <2p) Vo) 12 a2 b “

tudiz hledané FeSeni jsou

b% — dac b
1,2 =|ON|£|OM|= —F— £+ —.
2a 2a
Tim jsme dokazali, Ze nalezené vzdalenosti se rovnaji naSemu zné-
mému vzorci s diskriminantem aZ na znaménko, nebot vzdalenost ne-

muze byt zaporna.
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Konstrukce koreni pro pripad g < 0: V tomto piipad€ zacneme
stejné jako v predchozi konstrukci pouze s tim rozdilem, Ze polozime
|[IMN| = /—q (obr. . Tedy [OM| = |3p| a k(O,|OM]|) zistavaji
stejné. Poté sestrojime rovnobézku s useckou OM prochézejici bodem
N. (Ctenéf si rozmysli, Zze konstruovat rovnobézku danym bodem lze
pomoci pravitka a kruzitka). Priise¢iky rovnobézky s kruznici k ozna¢me
body P a Q. Vzdalenosti | N P| a |[NQ)| ur¢uji opét velikosti kofent (opét
a7 na znaménko, které uréime pozdéji).

Diukaz této konstrukce je analogicky s dikazem konstrukce prvni.

Existence reSeni a konstruovatelnost

Pokud vychéazi diskriminant zdporny, tak kvadratickid rovnice nemé
feSeni v R. Stejné tak neni hledani reSeni kvadratické rovnice graficky
univerzalni, protoze nastanou piipady, kdy konstrukci nelze sestrojit.

e Bude-li a = 0, pak nelze konstrukei provést, nejedné se o kvadra-
tickou rovnici.

e Pokud bude b = 0 nelze sestrojit stranu trojihelniku [MO| = ip.
Na druhou stranu je mozné celou konstrukci zjednodusit do hledani
asecky (obr. délky /q. Nebot dostdvidme ryze kvadratickou
rovnici, kterd ma stejné feSeni (opét az na znaménko).

e Také muze nastat piipad, kdy bude ¢ = 0. Pak se pravouhly troj-
thelnik M NO zdeformuje na tsec¢ku, protoze body M a N budou
splyvat (obr. 2B). Kofeny pak vychézi 21 = [ON| — |[OM| =0 a
zy = |ON| + [OM| = 2|0M| = 2 |ip| = |=2|. To je stejné feseni
jako pro rovnici bez absolutniho ¢lenu 0 = az? + bz = z(ax + b),
kde je taktéz ¢ = 0 (op&t aZ na znaménko).

Urceni znaménka v jednotlivych pripadech

P1i hlubsim prozkoumani vysledki prvni konstrukce zjistime, Ze jeden
korfen je vzdy kladny a druhy zaporny. MoZzno ovéfit napiiklad v inter-
aktivni konstrukei s dosazenim feSeni do rovnice [4] v GeoGebre, ktera
vBak neni ditkazem. Nebo pomoci faktu, Ze souc¢in kofenti je roven <.
Jelikoz soucet kofent je roven %b dostavame:

pro p > 0 je |PN| kofen se zdpornym znaménkem a |QN| s kladnym

znaménkem a

pro p < 0 je |PN| kofen s kladnym znaménkem a |QN| se zapornym

znaménkem.
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Q
O
M=0=P=Q N
M=N=P
(a) Ryze kvadraticka rovnice (b) Kvadratickd rovnice bez absolut-
ax® +c¢=0. niho ¢lenu az® 4+ bz = 0

Obr. 2: Grafické hledani kofent ve specialnich pfipadech kvadratické rovnice

Z druhé konstrukece opét v interaktivni verzi [4], miZeme usoudit, Ze
oba kofeny jsou kladné, nebo oba zaporné. Tudiz

pro p > 0 jsou |PN|, |QN| kofeny s kladnym znaménkem,
pro p < 0 jsou |PN|, |QN| koFeny se zapornym znaménkem.

Konstrukce pro tplnost

Pti hledani feSeni kvadratické rovnice graficky byly pouzity mate-
matické operace. SamozFejmé je mozné je spocitat numericky, ale pro
aplnost neni na skodu zde uvést, jak hledat dané feSeni ryze graficky
bez pouziti jediného vypoctu [3 s. 54-55].

A c
B
Va
v=g
(0] Cc=1 AlP a B
(a) Konstrukce podilu dvou ¢isel (b) Konstrukce odmocniny z &isla

Obr. 3: Konstrukce misto vypoctu
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Prvné je potieba uvést konstrukci podilu dvou ¢isel § (obr. |3al).
Dana konstrukce vychéazi z podobnosti trojahelnikii. Neznamou délku

oznacme x. Pak chceme, aby x = 7, coZ dale upravime na tvar

(neboli z : 1 = a : b). Zvolme tedy libovolny thel s vrcholem O. Na
jednom rameni sestrojme tusecky délky a = |OA| a b = |OB|. Na druhém
rameni vyznacime délku tsecky 1 = |OC|. Pak vedeme bodem A rovno-
bézku s pfimkou spojujici BC' a uré¢ime jeji pruseéik s druhym ramenem.
Vzdalenost od priiseciku k bodu O je nami hledana vzdalenost.

Dale je potieba umét zkonstruovat odmocninu ¢isla a (obr. . Tuto
konstrukci mizeme fesit pomoci Euklidovy véty o vySce. Sestrojme tisec-
ku AB délky a + 1, na které vyznacme mezi body AB bod P ve vzda-
lenosti 1 od bodu A. Nad AB sestrojme kruhovy oblouk. Déle vzty¢me
kolmici z bodu P k tse¢ce AB a prusecik této kolmice s kruhovym ob-
loukem oznacime C. Vzdalenost |CP| je rovna hledané vzdalenosti v/a.

Zaveér

V tomto ¢lanku jsme ukazali, jak je mozné najit feSeni kvadratické
rovnice pouze pomoci kruzitka a pravitka. Dale jsme ukézali konstrukci
pro specialni tvary kvadratickych rovnic a rozebrali jsme pripady, kdy
feSeni pomoci pravitka a kruzitka nelze nalézt. Tato metoda hledani ko-
feni kvadratické rovnice nemé ambici nahradit standardni feSeni, navic
je nachylna na presnost rysovani. Jejim cilem je rozsitit ¢tenarovy obzory
a propojit rizné partie matematiky.

Tento vystup vznikl v ramci projektu SVV ¢. 260580
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p-adicka Cisla

Adéla Heroudkovd, Gymndzium Brno, tFida Kapitina Jarose

Uvod

Kdyz na pfelomu 19. a 20. stoleti pfiSel némecky matematik Kurt
Hensel s myslenkou p-adickych é&isel, netusil, jak velkou roli budou hrat
v matematice o par desetileti pozdéji.

V dnesni dobé patii mezi jeden z hlavnich pfedméti zkoumani v te-
orii ¢isel a maji vyuziti i v jinych oborech, jako je kryptografie, fyzika,
biologie a dokonce i geologie [4]. Minuly rok se dokonce pfislo na to, Ze
by se mohla dat pouzivat p¥i modelovani §iFeni viru Covid-19 [5].

Bohuzel i presto stile nepatfi ani mezi zédkladni vysokoskolské ucivo.
Ja si oviem myslim, Ze by spoustu nejen vysokoskolskych studentd mohla
p-adicka ¢isla nadchnout. Proto se nyni pokusim nastinit zakladni mys-
lenku p-adickych ¢&isel a jejich vlastnosti.

Realna éisla a nekoneéné rady

Nez se podivame na to, co jsou to ¢isla p-adicka, zamysleme se nad
tim, co jsou to ¢isla realna.

Realna ¢isla se skladaji z ¢isel racionalnich a iracionalnich. Racio-
nalni jsou ta, kterd maji koneény nebo periodicky desetinny rozvoj, a
iracionalni jsou ta, kterd maji nekoneény neperiodicky desetinny rozvoj
— napfiklad ¢islo 7 nebo V2.

Téz mizeme Fict, Ze redlna ¢isla jsou mnozina vSech nekoneénych fad
nésledujiciho tvaru:

£ ag-10"F = £(ap - 100 + 4y - 10M T 4 ap - 10M77 L),
k=0

kde m je celé &islo a a,, € {0,1,2,...,9}.

Kazdé realné ¢islo umime napsat jako tuto fadu alespon jednim zpt-
sobem. Soucet kazdé této fady je roven néjakému redlnému Cislu. Pro
ujasnéni si pojdme ukazat dva konkrétni priklady:
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Priiklad 1. Pokusme se napsat ¢islo 320,78 jako zminénou nekone¢nou
radu:

320,78 = 3-1024+2-101 +0-10°+7-1071 +8-107240-10"3+0-107%. ..
Podivejme se na fadu, ktera se bude rovnat m:
7=3-1041-1071+4-1024+1-1024+5-1004+9-107° + ...

Jak vidime, umime tak napsat ¢isla s koneénym i nekoneé¢nym dese-
tinnym rozvojem.

Je zfejmé, Ze se dané nekonecné rady musi rovnat danym c&islim.
Nicméng s ¢isly s nekoneénym rozvojem je to pieci jen trochu trikovéjsi,
protoZe u nich s¢itdme nekone¢né mnoho ¢&isel (pfi koneéném desetinném
rozvoji od jistého momentu pFi¢itadme jen nuly) a obecné nemusi platit, Ze
kdyZ se¢teme nekoneéné mnoho ¢&isel, dostaneme realné ¢islo — v mnoha
pfipadech bychom dostali plus, nebo minus nekonecno, anebo soucet
nemusi existovat vibec. Na rozpoznéni, zda je nekonecna fada rovna
realnému ¢islu nebo nekoneénu, ndm slouzi cauchyovské posloupnosti.

Abychom pozdéji mohli pracovat s cauchyovskymi posloupnostmi
p-adickych ¢isel, zadefinujeme si je obecné pro metrické prostory.

Definice 1. Metricky prostor je neprazdna mnozina M spolu s metrikou
p (vzdélenosti), funkef p: M x M — RY, kde pro libovolna z,y,z € M
plati:

e p(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz = = y,

o p(z,y) = ply, x),
e trojuhelnikova nerovnost: p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).

Vzdalenost (metriku) dvou realnych ¢isel definujeme jako absolutni
hodnotu jejich rozdilu. Nyni neni tézké si rozmyslet, Ze realna &isla s
touto metrikou skuteéné spliuji definici metrického prostoru. Nulovou
vzdélenost dostaneme skutecné pravé tehdy, kdyz budeme délat abso-
lutni hodnotu rozdilu dvou stejnych ¢isel. Je jedno, zda budeme brat
vzdalenost ¢isla z od ¢isla y nebo obracené. Ze skoly zndme trojihelni-
kovou nerovnost, takze neni tézké si rozmyslet, Ze realné ¢isla s touto
metrikou splituji i tfeti bod z definice.
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Definice 2. (Cauchyovskd posloupnost) UvaZujme posloupnost prvkia
metrického prostoru M (ag,as,as,...) takovou, Ze pro jakékoli kladné
pevné dané € > 0 existuje index N tak, Ze nésledujici nerovnost plati
pro vSechna ¢ > N, j > N:

p(ai7aj) <e&.

Tedy pro libovolné malé kladné realné ¢islo existuje hranice, za kterou je
jiz vzdalenost libovolnych dvou ¢lenti posloupnosti mensi nez toto ¢islo.
Takovou posloupnost nazveme cauchyovskou.

Pro kazdou nekone¢nou fadu méme definovanou posloupnost ¢astec-
nych souétt — napiiklad pro 7 je touto posloupnosti (3;3,1;3,14; 3,141;
3,1415;3,14159; ... ), tedy postupné pfi¢itame jednotlivé s¢itance v ne-
kone¢né tadé. Plati, Ze pokud je posloupnost ¢asteénych soucétiu ne-
kone¢né fady cauchyovskd, nekonecna fada takzvané konverguje (jeji
soucet neni roven +o00). A v tomto pfipadé je skutefné posloupnost
(3;3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; . . . ) cauchyovska a sou¢tem této rady
je proto m.

Posloupnosti ¢asteénych souctii fad, pomoci kterych jsme vyjadiovali
realn ¢isla, jsou vzdy cauchyovské. Pro libovolné malé nezaporné epsilon
plati, Ze od jistého ¢lenu jsou od sebe Céstetné soucty vzdaleny o méné,
nez je hodnota tohoto ¢isla. Napiiklad si vezméme ¢ = 10~1° — pro toto
malé &islo je hranici ¢asteény soudet ag-10° +- - 4+a_10- 10719, protoze
kdyz si vezmeme libovolny vétsi ¢asteény soucet, jejich vzdalenost bude
uréité mensf nez 10710:

[(ag - 10° + - +a_19-10710)—
—(ag-10% 4+ +a_10-1070 a4, - 107" + .. )| =
= | — (a_11 -1071 =+ . )l < 10_1(),

protoZe a,, € {0,1,...,9} pro viechnan € N. A vzhledem k tomu, Ze tato
hranice existuje pro libovolné malou mocninu 10, existuje pro vSechna
libovolné mal4 €.
Pokud je to ¢tenafi trochu nejasné, doporucuji si to promyslet pro
zmihovanou posloupnost (3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; .. .).
Vgechny tyto znalosti nyni budeme potfebovat pii popisovani p-adic-
kych ¢isel, ale pfislo mi jednodussi je vysvétlit na realnych ¢islech. Ona

jsou totiz p-adicka ¢isla tém realnym hodné podobna.
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2 Xz

p-adicka ¢isla a p-adicka absolutni hodnota

Existuje vice zptusobi, jak p-adicka ¢isla definovat (pro zajemce odka-
zuji na [2] do sekce o p-adickych ¢islech). Ja bych vam zde rada piedsta-
vila ten dle mého nézoru nejjednodussi na pochopeni pro stiedoskolské
studenty.

Stejné jako muizeme redlna ¢isla definovat jako mnozinu konvergent-
nich nekone¢nych fad, muZeme podobné definovat i p-adicka ¢isla. Mno-
zinu p-adickych &isel definujeme pro kazdé prvoéislo p néasledovné:

Qp:{Zanp",kEZ,anE {0,1,...,p—1}}.

n=~k

Je vidét, Ze tato mnozina obsahuje vSechna kladné cela ¢isla. Téz je
vidét, ze kazda konefna fada nam opét zada racionalni ¢islo (protoze
s¢itame koneéné mnoho racionalnich ¢isel).

Jak je to ale s témi nekonecénymi? Pfeci pfi¢itame porad vétsi moc-
niny p, tudiz bychom méli dostat nekone¢no, protoze posloupnost Cés-
te¢nych souctu takovéto fady preci nemiize byt cauchyovska.

Trik je v tom, Ze na p-adickych definujeme jinak vzdalenost nez na
realnych ¢&islech.

Nez se ale do této vzdalenosti pustime, musime definovat, co je to
p-valuace:

Véta 1. Pro kaZdé prvocislo p a kazdé celé nenulové n eristuje prdvé
jedno celé nezdporné vy(n) tak, Ze

n=p"*™m, mez, p{m.

Drikaz. Tato véta plyne z toho, Zze pro kazdé celé nenulové n méame jed-
noznalny rozklad na sou¢in prvodiniteld (aZ na nasobeni +1). Nasledné
vp(n) je rovno exponentu p v tomto rozkladu.

Definice 3. Cislo vp(n) z predchozi véty |1 nazyvame p-valuaci ¢isla n.

Valuaci rozsifime na racionalni ¢isla nasledovné: jestlize x = § € Q\ {0},
a,b € Z, nsd(a, b) = 1, potom

Up(x) = vp(a) — vp(b).

Pro nulu zavedeme
vp(0) = oo.
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Priklad 1. Pro ujasnéni si uvedme priklad:

e 9=32 = v3(9) =2,

o 4=2%(3"), 54=213% = w3(&)=0-3=-3,

e 3=31(5%), 22=2"1'(5") = wv5(L)=0-0=0.

Pojdme se podivat na néjaké uziteéné vlastnosti p-valuace:
Véta 2. Pro vsechna x,y € Q, plati:

1 vp(zy) = vp(x) + vp(y),

2. vp(x +y) = minfu, (), vp(y) }-

Driikaz. Nejprve si vezméme piipad, kdy je jedno z ¢isel nulové. Sou¢tem
celého ¢&fsla a nekoneéna rozumime nekoneéno a nekone¢no povazujeme
za vetsi nez libovolné celé &islo. Potom je pro tento pfipad jasné, ze
tvrzeni plati.

Cisla z # 0,y # 0 si zapfSeme jako: z = pa;—,l/,y = pbyy—,/,, pta’z"y'y"
a x’,x”,y’,y” c7.

Prvni vlastnost dokdzeme nasledovné:

/

/ / /
_ T vy _ + T YN _
vp(Ty) = vp <p“x,,p y”) =Up (pa a:”y”> =a+b=uv,(x) + vp(y).

Nyni se podivejme na druhou vlastnost a feknéme bez 1jmy na obec-
nosti, ze plati, Ze min{v,(z), v,(y)} = min{a, b} = a:

J»‘/ y/ 1:/ B y/
x/ / .
=a-+v, (x” —&-pb_a;) > min{a, b}.

Posledni nerovnost musi platit, protoze kdyz si prevedeme zlomek na
stejného jmenovatele, dostaneme

'y + b—a Tt
Up ( z /]/) " z 2 O’
ry
nebot p muze délit 2’y + p*~%/’z", ale nemiize délit z”y". Leva strana
je tudiz rovna a, pokud je b > a, protoze pak p{ (z'y” + p*~%y'z").
Naopak pokud je a = b, pak soucet x + y mize mit jinou valuaci nez

min{a, b}. Prvocislo p totiz muze délit «’'y” + y'x".
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Za pomoci p-valuace mizeme zavést slibovanou p-adickou vzdalenost.
Pouzijeme na to takzvanou p-adickou absolutni hodnotu.

Definice 4. Pro kazdé nenulové x € Q definujeme jeho p-adickou abso-
lutni hodnotu jako:
||y = p~ ).

Pokud = = 0, pak |z|, = 0.

Nyni se pojdme zamyslet, v ¢em se podoba a v ¢em se 1isi od klasické
absolutni hodnoty, jak jsme si ji predstavili pred chvilkou.

Plati, ze |z|, = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0, stejné jako u klasické
absolutni hodnoty. Stejné tak plati |zy|, = |z|, - |y|p, coz plyne z prvni
casti véty 2] Z druhé ¢asti této véty plyne i dalsi vlastnost stejné s kla-
sickou absolutn{ hodnotou: [z + y|, < [z[, + |y[, — tedy trojahelnikova
nerovnost.

Druha ¢ast této véty nam téz umoznuje fict jesté silngjsi tvrzeni, a to,
ze |z + ylp, < max{|z|,, |y|,} — jedna se o takzvanou nearchimédovskou
vlastnost, a proto p-adické absolutni hodnoté fikime nearchimédovska.
Klasicka absolutni hodnota tuto vlastnost neméa a ik se ji tudiz archi-
médovska.

Kdyz si opét definujeme vzdalenost dvou ¢isel jako absolutni hodnotu
(v tomto ptipadé p-adickou absolutni hodnotu) jejich rozdilu, dostaneme,
7e stejné jako realné ¢isla i p-adicka ¢isla tvori metricky prostor.

Diky nearchimédovské vlastnosti p-adické absolutni hodnoty plati na-
sledujici véta.

Véta 3. Posloupnost (x,,) raciondlnich cisel je cauchyovskd vzhledem
k nearchimédovské absolutni hodnoté | |, pravé tehdy, kdyz pro libovolné
malé € plati, Ze existuje index N € N takovy, Ze:

ey — zNn+1]p < e

Dukaz muZete opét nalézt v [3] v druhé kapitole nebo si ho zkusit
rozmyslet.

Diky této vété plati, ze p-adicka ¢isla, jakozto nekoneéné rady, maji
vzdy koneény soucet. Posloupnosti jejich ¢asteénych souctu jsou totiz
urcité cauchyovské.

Uvedme si dva konkrétni priklady nekone¢nych p-adickych rad.

Priklad 2. Zkusme najit 3-adické vyjadreni pro % Pro tento zlomek
plati, Ze pokud ho vynasobime pétkou, dostaneme jednicku. Tento vztah
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musi spliiovat i jejich 3-adické vyjadieni. Nekone¢nou fadu pro jednicku
a pétku zname a tu pro % si pojdme prozatim napsat pomoci neurcitych
koeficientii:

1=024+1-3)(ap+a1-3+ag-3>+...).

Nyni musi platit, Ze 2ay dava zbytek 1 po déleni tfemi, tudiz ay = 2.
Odtud dostaneme

—32=(2+1-3)(a;-3+ay-3*+...),

tudiz 0 = 2a7 - 3 mod 9, coz je ekvivalentni 0 = 2a; mod 3. Mame tak
a1 = 0. Odtud dale plyne

—32=(2+1-3)(az-3*+a3-3*+...),

tedy —32 = 2a5 - 32 mod 33, co# je ekvivalentni —1 = 2a; mod 3. Plati
proto ag = 1. Odtud nyni dostaneme

—2-33=(2+1-3)(az-3*+as-3*+...),

tudiz —2 - 3% = 2a3 - 3% mod 3%, coz je ekvivalentni —2 = 2a3 mod 3.
Méme tak as = 2. Podobnym uvazovanim bychom postupné spocitali i
zbytek koeficientt pro % a dostali, ze % =...1012 1012 1012 102|5. Pro
piehlednost piseme 3-adické vyjadieni pouze pomoci koeficienti (jako
bychom psali ¢islo v trojkové soustave).

Dalsim ptikladem nekoneénych p-adickych fad jsou vyjadieni pro zé-
porné racionélni ¢isla. My se podivame na vyjadfeni zapornych celych
C¢isel, protoZe se s nimi 1épe pocita.

Priklad 3. Podivejme se na 3-adické vyjadieni ¢isel 1, 2, 3, 4, 5:
1=1|3, 2=2|3, 3=10|3, 4=11]3, 5=12|s.

Nyni hleddme vyjadfeni pro ¢&isla —1, —2, —3, —4 a —5. Kdyz tato
¢isla pricteme k jejich éislim opac¢nym, dostaneme nulu.

Podivejme se na —1, jako koeficient ag musi mit 2, protoZze po seCteni
s 1|3 dostaneme na pozici jednotek 0. Nicméné nam pietece jednicka na
dalsi pozici, tudiz a; = 2, abychom opé&t dostali nulu. A znovu nam pre-
tekla jednicka, takze téz pridame dvojku a kdyz budeme pokracovat dél
dostaneme: —1 = ...2222|3. Stejnym uvazovanim dostaneme i vyjadient
pro ostatni zaporné &isla:

—2=...2221[3, —3 =...22220[35, —4 = ...22212|3, —5 = ...22211]5.
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Priklad 4. Stejné bychom pracovali i s jinymi prvoéisly nez je 3. Mu-
zeme se zamyslet, jak by obecné vypadala —1 v p-adickém vyjad¥eni.
Plati, ze 1 vypada ve vSech p soustavich nasledovné: 1 = 1|,. Tudiz

—1=...p-D-DE-DE-1)p.

Diky nearchimédovské vlastnosti p-adické absolutni hodnoty téz plati,
ze v p-adickém prostoru jsou vSechny trojihelniky rovnoramenné. Coz
znamena, ze kdyz si vezmeme libovolna t¥i p-adicka ¢isla a spocitame
jejich vzdalenosti, vzdy se budou alespon dvé z téchto ti{ hodnot rovnat.

Véta 4. V p-adickém prostoru jsou vSechny trojihelniky rovnoramenné.

Diikaz. Méjme tii p-adicka éisla x, y, z. UkdZeme, Ze pokud

|z —ylp # |y — zlp,
tak plati:

lv — 2|p = max{|z — ylp, [y — 2[p}-
Diky symetrii mezi x a z mazeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
ze |z — ylp < |y — #|p. Z nearchimédovské vlastnosti plyne

| = zlp < max{|e —ylp, [y = 2lp} = [y = 2lp-

Podobné

|y = zlp < max{ly — zlp, [z — z[p} = max{|z —ylp, [+ — z[, }.

Maximum vpravo nemize byt |x — y|,, protoZze |z — y|, < |y — z|p. Je
to tedy |x — z|p. Z ¢ehoz dostaneme |z — z|, = |y — 2|p, coz jsme chtéli
dokazat.

V p-adickém prostoru se téz velice zajimavé chovaji koule. Pojdme si
nejprve zadefinovat, co to takova koule je:

Definice 5. Otevienou p-adickou kouli o poloméru r a stfedu a € Q,
definujeme nésledovné:

B(a,r) ={z € Qp, |z —al, <r}.

A uzavienou p-adickou kouli o poloméru » € R a stiedu a € Q,
definujeme nésledovné:

Bla,r) ={z € Qp, |z —al, <r}.
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Pro p-adické koule plati nasledujici tvrzeni:

Véta 5.
1. Pokud b € B(a,r), pak

B(a,r) = B(b,r).
Jingmi slovy, kazdy bod lezici v oteviené kouli je jejim stiedem.
2. Méme a,be€ Qp, r,s € R, pro kterd plati
B(a,r) N B(b,s) # 0,
potom plati, Ze
B(a,r) C B(b,s) mebo B(b,s) C B(a,r).

Tedy kaZdé dvé oteviené koule se bud neprotinaji, nebo jedna leZi
v té druhé.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze b € B(a,r), plati, Ze |b — al, < r. Vez-
méme si libovolné « € B(a,r),  # b. Tudiz opét plati |z — al, < r.
7 nearchimédovské vlastnosti plyne:

|z — bl < max{|z —alp, [b—alp} <r
Tedy = € B(b,r), z ¢ehoZ plyne
B(a,r) C B(b,r).

KdyZ prohodime a a b, dostaneme opacnou inkluzi, z ¢ehoz plyne, Ze
jsou tyto dvé koule shodné.

Nyni se podivejme na druhé tvrzeni. Bez ijmy na obecnosti feknéme,
7e r < s. Podle zadani musi existovat ¢ € B(a,r) N B(b, s). Potom podle
prvniho tvrzeni vime, Ze

B(a,r) = B(c,r) a B(b,s) = B(c,s).
Z toho dostaneme:

B(a,r) = B(c,r) C B(e,s) = B(b, ),
coZ je to, co jsme chtéli dokazat.

Toto tvrzeni plati i pro uzaviené koule a dokazuje se stejné.
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Dtlezitou uzavienou kouli v p-adickych é&islech je koule se stfedem
v nule a polomérem jedna, nazyvame ji mnozinou celych p-adickych ¢isel:

B(0,1)=Z, ={z € Qp, |z — 0| <1}

Téz se da zapsat nasledovné:

oo
Zp: {Zanp",an6{0,1,...,p—1}}.

n=0

Je vidét, Ze jeji podmnozinou jsou celé ¢&isla, protoze vSechna celé ¢isla
maji p-adickou absolutni hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Cela p-adicka ¢isla maji spoustu uZite¢nych vlastnosti, o kterych se
mizete dozvédét v [3| kapitola 3].

p-adicka ¢isla v prostoru

Dalsi zvlastnosti p-adickych ¢isel je, Ze neni jednoduché si je predstavit
v prostoru. Netvoii totiz souvisly prostor jako realné ¢isla.

Ale diky tomu, Ze je mame vyjadiené jako dané nekonecné fady, mi-
zeme si je predstavit nasledovné: mame p kolecek, v kazdém z nich p
mensich kolecek, a tak to pokracuje dal. Na obr. 1 vidime pfipad, kdy
p = 3. Pro zjednoduseni jsou na obrazku jenom cela p-adicka ¢isla. Nej-
vétsi koule je tedy B(0,1) a v ni jsou postupné koule o poloméru %, 1%
atd.
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A jak se umistujf ¢fsla do koletek? Cisla se stejnym koeficientem u p°
umistime do stejného kolecka. Nasledné v tomto kole¢ku roztiidime ¢&isla
do p mensich kolegek podle koeficientu u p! atd. Pro p-adické &isla plati,
ze ¢im mensi kolecko spolu sdileji, tim jsou si p-adicky blize.

Piiklad 5. Napiiklad 26 napiseme 3-adicky jako 2+2-3+2-32. Nésledné
17 napigeme 3-adicky jako 2+ 2-3 4 32 a 23 napiSeme jako 2+ 34 2- 32,
Vsechna tato ¢isla maji koeficient u p° dva, proto spolu sdileji vetsi
kolecko. Koeficient u p' maji 26 a 17 opét dva, proto spolu sdileji i mensi
kolecko, ale 23 mé tento koeficient roven jedné, proto je v jiném kolec¢ku.
A kdyby se do kolecek rozdélovaly dal, tak 17 a 26 spolu uz mensi kolecko
sdilet nebudou, protoze koeficient u p? uz maji rizny.

Hezky se daji cela 3-adicka ¢isla znazornit pomoci doplnéni do Sier-
piniského trojahelniku (obr. 2).
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Vidime zde ¢isla ve vzdalenosti 0, 2%7 %, % a 1 od nuly. Nahote vidime
nulu a pod ni jsou ¢&isla, co jsou ji nejblize, 27 a 54, ve vzdalenosti 2—17 Dva
trochu vétsi trojahelnicky pod body Az a Bs obsahuji ¢isla ve vzdalenosti
% od nuly. Dva jesté vétsi trojuhelniky pod body A, a By obsahuji ¢isla
ve vzdalenosti % od nuly a ty nejvétsi trojihelniky pod body Ay a B,

obsahuji ¢isla ve vzdalenosti 1 od nuly.

Doufam, Ze je z obrazku jasné, ze i kdyz se p-adickd Cisla v nééem
podobaji tém realnym, v mnoha piipadech se chovaji odlisné, protoze
nejsou usporadana linearné

Vyuziti p-adickych éisel v matematice

Vyznamné vyuziti v matematice mé napiiklad p-adickd analyza, kde
sice existuje spousta zajimavych tvrzeni, ktera neplati v redlné analyze,
ale zase se zde daleko huf pracuje s derivacemi.

Jeden z diivodi, pro¢ jsou p-adické Cisla tak uziteéna, je, Ze kromé
realnych a p-adickych ¢isel neexistuji zadné dalsi mnoziny obsahujici ra-
cionélni ¢isla s takovymi vlastnostmi, jako maji tyto mnoziny. V mate-
matice je nékdy tézké rozhodnout, zda tvrzeni plati pro racionalni ¢isla,
a vyuziva se toho, ze se tato tvrzeni prvné zkoumaji pro realna a p-adicka
¢isla. Napiiklad plati, Ze kvadratickd forma mé FeSeni nad racionalnimi
¢isly, pravé kdyz ma teSeni v redlnych &islech a ve v8ech p-adickych.

Jako diikaz, jak moc aktualnim tématem v matematice p-adické ¢isla
jsou, miize poslouzit fakt, Ze je vyuzil Andrew Wiles pfi svém dukazu
Velké Fermatovy véty a muzeme je nalézt i ve dvou Problémech tisicileti.

Kdybyste se chtéli podivat na néjaké trochu pochopitelnéjsi vyuziti p-
adickych ¢isel, doporucuji se podivat na dikaz, ze ¢tverec neni mozné roz-
délit na lichy pocet trojuhelnikii stejného obsahu, ktery vyuziva
2-adickych &isel. Podrobny diikaz mitizete nalézt v [I] a [6].

Podékovani

Zavérem bych chtéla pod&kovat svému recenzentovi za spoustu dob-
rych rad a pfipominek.

1)Méjme relaci R na mnoziné X a t¥i prvky a,b,c € X. Potom tuto relaci nazveme
linearnim usporadanim, pokud spliiuje, Ze je

— tranzitivni (aRb A bRec = aRe),

— slabé asymetrickd (aRbADRa = a=10>) a

— trichotomicka (aRbV bRa V a =1b). [7]
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MATEMATICKE ORISKY

Pocet jednicek v ¢islech od 1 do 1000

Mila redakce,

nenf to dlouho, co jsme se ucili i celé tydny on-line. U¢it matematiku,
zejména nazorné a jednoduse vysvétlovat slovni alohy, bylo narocné pro
ucitele i zaky. Na druhou stranu vzniklo mnoho inspirativnich situaci,
metod i jednotlivych tloh, které vysly na svétlo pravé diky nezvyklym
podminkam.

¢as od ¢asu se rad odklonim od standardniho uciva a predlozim zakim
i sobé néjakou matematickou vyzvu. Z jednoduchych naméti tak casto
vzniknou i docela slozité, pfitom velmi zabavné tlohy. zaktm 5. ro¢niku
jsem predlozil tuto alohu: Spocitejte, kolik jednicek (cifer) je v éislech od
1 do 100. Reseni tlohy jsem nechal zcela na zécich a k mému prekva-
peni na ni pracovali velmi samostatné a v tymovém duchu. Dosli jsme
k n&jakému vysledku (ten si muZe zvidavy ¢tendf sam objevit) a pak
jsem zadal détem dobrovolny doméaci tkol, aby si spocitaly, kolik jedni-
¢ek je v ¢islech od 1 do 1000. Velmi mé udivila pozitivni reakce jednoho
tatinka, ktery s dcerou cely veéer tlohu pocital a poslal mi e-mailem
spravné feSeni, na které spolu pfigli. S velkou radosti jsem zakyni dal
velkou jednicku.

Zajimalo by mé, jestli existuje né&jaky obecny postup, jak spocitat
pocet vyskytii vybrané &islice v daném souboru ¢&isel, napft. zjistit, kolik
jednicek je v ¢islech od 1 do milionu.

S pozdravem D.V. ucitel z Prahy

Jak casto se jednicka vyskytne v dekadickém zapisu cCisel?

Dékujeme panu uciteli D.V. za pfinosnou otédzku ohledné zapisu pii-
rozenych ¢isel. Thned v zacatku upfesnéme, Ze se jedna o desitkovy (de-
kadicky) zépis €isel

0,1,2,3,...,47, ..., 122, ..., 277, ..., 314159, ..., 153575832, ...

UkaZzeme razné zpisoby feSeni, jak poclet vyskyti cifry jedna v dané
mnoziné pfirozenych &isel uréit: od jednoduchého sledovani a pric¢itani
vyskytu jednotlivych jedni¢ek v daném seznamu uvazovanych ¢isel az po
elegantni zpusob, jak otdzku okamzité, bezprostiedné zodpovédét. Prave
tento okamzik poskytuje prilezitost poukazat na jednu ze zakladnich cha-
rakteristik matematiky, totiz na abstrakci! Jednotlivé kroky v postupu
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feSeni jsou Cislovany. Vérime, Ze ve vyuce elementarni matematiky miize
byt takovy piistup velice pouény a zésluzny.

1. V feSen{ tlohy jednoduchym seéitanim jedni¢ek z daného seznamu
¢isel jsme samoziejmé ihned omezeni velikosti skupiny ¢isel. Zkontrolovat
vS8echna ¢isla od 1 do 10 nebo od 1 do 100 je snadné, od 1 do 1000
uz namahavéjsi a patrné od 1 do 10000 jesté mozné. Pripustime-li, Ze
kazdou vterinu bychom zkontrolovali ¢tyfi ¢isla, trvalo by naSe urceni
poctu jednicek v ¢islech od 1 do 10000 téméf 42 minut, v ¢islech od
1 do 100000 témeétf 7 hodin a v &islech od jedné do milionu témér 70
hodin! Ohromuje vas to? A co teprve, kdyZ si uvédomite, Ze k urceni
poétu jednicek v &islech od jedné do bilionu (tj. do 10'2) timto zptisobem
bychom pot¥ebovali témér osm tisicileti!

Jednoduchym vypoctem tedy snadno zjistime, ze v zapisu ¢isel od 1
do 10 jsou jednicky 2, od 1 do 100 jich je 21 a od 1 do 1000 jich je 301.
Pfitom si vS§imneme, Ze je vhodné uvazovat skupiny

— jednocifernych ¢isel, tj. ¢isel od 0 do 9,

— jednocifernych a dvojcifernych ¢isel od 0 do 99 a

— jednocifernych, dvojcifernych a trojcifernych éisel od 0 do 999;

v téchto skupinach je postupné 10 ¢&isel, 100 ¢isel a 1000 ¢isel. Pocty
jednicek v zapise ¢isel v téchto skupinach jsou 1, 20 a 300.

2. Pfedchoziho poznéni nyni vyuzijeme k tomu, abychom v tomto
odstavci popsali metodu, kterou lze pouzit pro jakkoli velké skupiny
¢isel. Pfedvedeme ji pro pocet jednicek v 10000 ¢islech od 0 do 9999.
Pro snadné vyjadfovani, a predevsim pro nakladani se vSemi Cislicemi
vCetné nuly stejné, rovnomérné, budeme ¢isla v nasem souboru zapisovat
ve tvaru Gtvefic (tj. kazdé jednociferné, dvojciferné & trojciferné &islo
doplnime na &tvefici pfidanim nul na za¢atek zapisu):

0 ~ 0000, 1 ~ 0001, 2 ~ 0002, ..., 9~ 0009, 10 ~ 0010,
11 ~ 0011, 12 ~ 0012, ..., 47 ~ 0047, ..., 277 ~ 0277, ...,
3145 ~ 3145, ..., 9999 ~ 9999.

Nyni za¢neme pocitat: ¢isla majici ve svém dekadickém zépisu pravé
jednu jednicku jsou tvaru

xxx1, xx1x, x1xx a 1xxx, kde x je jakdkoliv &islice rtizna od 1.
Proto je takovych ¢isel 4 - 93.
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Cisla majici ve svém dekadickém zapisu praveé dvé jednicky jsou tvaru
xx11, x1x1, 1xx1, x11x, 1x1x a 11xx, kde x je kterakoliv &islice rtizna od
1. Takovych &isel je 6 - 92 a obsahuji 6 - 92 - 2 jednicek.

Cisla majici ve svém dekadickém zapisu pravé tii jednicky jsou tvaru
x111, 1x11, 11x1 a 111x, kde x je kterakoliv ¢islice rizna od 1. Takovych
¢isel je tedy 4 -9 a obsahuji 4 -9 - 3 jednicek.

Cislo 1111 ma ve svém dekadickém zépisu 4 jednicky. Pocet jednicek
v ¢&islech od 0 do 9999 je tedy

4.9346-92.24+4-9-34+4=2916+ 972+ 108 + 4 = 4000.

3. Proved’'me nyni tento vypocet pro pocet jednicek v dekadickém
zépisu ¢isel od 1 do 10" pro libovolné pfirozené ¢&islo n. S vyjimkou
posledniho ¢isla 10™ = 1000...0 (n nul) a pfidanim nuly, uvazujme 10™
¢isel od 0 do 10™ — 1 ve tvaru n-tic xxx...x, v nichZz x reprezentuje
libovolnou ¢éfslici od 0 do 9.

V nésledujicich vypoctech vyuZijeme binomické koeficienty

an,kzi@) = (Z:D :m pro ke {1,...,n},

které muzeme vyhodné zobrazit ve tvaru Pascalova trojihelniku

arq=1
az1=1 1
azn=1 a3 =2 1
arn=1 3 3 1
asi=1 4  a53=6 4 1
as1=1 5 10 10 5 1
ari=1 6 15 a74=20 15 6 1
ag1=1 7 21 35 35 21 7 1
ag1=1 8 28 56 ao5=70 56 28 8 1
ar01=1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Zde n oznacuje poradi fadku a ¢Eleny trojuhelniku spliuji Al-Karajiho
rovnosti

()= (") () = (1 oz =
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Pfipomenme, Ze (2) je ¢islo udavajici po¢et podmnozin s k prvky mno-
Ziny o n prvcich. Pro kazdé n definujeme (8) = 1. Déale budeme po-
tfebovat binomickou vétu: Pro libovolna realné ¢isla a, b a n prirozené

plati
Z <7Z) a'b" "t = (a+b)".

t=0
Nyni uz po¢itejme: Uvazujme n-tice xxx...xx, v nichz je pravé jedno
x =1, tj. n-tice tvaru 1xx...xx, xIx...xx, ..., xxx...x1. Pocet jed-
nicek v zapisu viech &isel v kazdém takovém piipadé je 9"~ 1. Celkovy
pocet jednicek v &islech, které maji ve svém zépisu pravé jednu jednicku,

je tedy
n gqn—1 _ . n—1 .qgqn—1
(1) A < 5 ) o1,

Podobné je (Z) - 9"=2 n-tic, které maji ve svém zapisu pravé dvé
jednicky. Prispivaji tedy do kone¢ného poctu jednicek

n L9.Qn—2 _ ,, . n—1 qn—2
(2> 2.9"% — ( 1 ) 9
jednic¢kami.

Stejnym zpiisobem se presvédcime, ze pro k < n je (Z) -9k potic,
které maji ve svém zapisu pravé k jednicek. Prispivaji tedy k celkovému

poctu jednicek
n . . n—k — . n-— 1 . n—k
(k> k-9 =n (k _ 1) 9

jednickami. Celkovy pocet jedni¢ek v dekadickém zapisu ¢isel od 0 do
10" —1=999...99 je tedy (pouzitim binomické véty)

n—1
-1
> n- (” . ) 9T = (9 )" =10
t=0
Odtud dostéavame postupné pocty jednicek 1, 20, 300, 4000, 50000,
600000, ...v zapisu ¢&isel od 0 do 9 = 10 — 1, do 99 = 100 — 1, do
999 = 1000 — 1, do 9999 = 10000 — 1, do 99999 = 100000 — 1, do
999999 = 1000000 — 1, ...

4. Nynfi si sta¢i pouze uvédomit, Ze naprosto stejnym zpisobem, ja-
kym jsme odvodili pocet jednic¢ek od 0 do 10™ — 1, Ize odvodit pocet
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dvojek, trojek, ..., devitek i nul. Vezmeme-li v tivahu vSech deset &islic,
dostavame 10-n-10"~! = n-10", co# je pocet viech &islic (cifer) v zapisu
vSech ¢isel od 0 do 10™ — 1 ve tvaru n-tic.

Tento zavér nas privedl k velmi struénému a vystiznému feSeni otazky
pana ucitele, které zde nyni formalné predvedeme (bez jakékoliv reference
na predchozi dvahy).

Tvrzeni 1. Pocet jednicek v dekadickém zdpisu c¢isel od 1 do 10" je
n-10""1 4 1.

Diikaz. Dekadicky zapis kazdého ¢isla k,0 < k < 10™ — 1, vyjadfeme
ve formé n-tice doplnénim potfebného pocétu nul na prednich mistech.
Napf. ¢islo 277 bude ve formeé sedmice (n = 7) vyjadieno takto: 0000277.
Ve formé dvanactice (n = 12) to bude 000000000277. Ozna¢me M mno-
zinu téchto 10" n-tic. K vyjadfeni vSech téchto n-tic potiebujeme tedy
N = n-10™ &islic. Jelikoz se v této reprezentaci uvedenych &isel vyskytne
stejny pocet kazdé z 10 ¢islic, tj. stejny pocet nul, jednic¢ek, dvojek, ...,
devitek, kazda z ¢islic se vyskytne iv—o—krét. Odtud plyne, ze pocet kazdé
z &islic z, 0 < 2 < 9, potiebnych k vyjadieni viech 10" n-tic je n-10"~1.
Staci pouze dodat, Ze pridanim ¢isla 10" zvétSime pocet jednicek v zépisu
¢isel od 1 do 10™ o jednu na n - 10"~1 4 1.

5. Jiz jsme zminili, Zze pocet dvojek, ¢i trojek, ..., ¢i devitek je v de-
kadickém zapisu ¢&isel od 1 do 10" vzdy n - 10"~1. Otézkou tedy zbyva
pouze pocet nul potiebnych k zaznamu vsech ¢éisel od 1 do 10™. Odpoved
je dana v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 2. Pocet nul v dekadickém zdpisu c¢isel od 1 do 10™ je

101 (9n —10) + 9n + 1
5 :

Diikaz tohoto tvrzeni ponechévame ¢tenaii. Stac¢i napiiklad spoditat,
kolik nul uzitych v zapisu vSech ¢isel od 0 do 10™ — 1 ve formé n-tic neni
v dekadickém zépisu ¢isel od 1 do 10™ zapotiebi.

K dekadickému zapisu vSech ¢&isel od jedné do milionu je tedy zapo-
tfebi 488 895 nul, 600 001 jednicek a 600 000 kazdé z ostatnich ¢&islic. Pro
zapis vSech ¢isel od jedné do bilionu je zapotiebi 1088 888 888901 nul,
1200 000000 001 jednicek a 1200000000000 kazdé z ostatnich ¢&islic.
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Méreni Machova Cisla v okrajovém plazmatu
tokamaku GOLEM

Matyds Pokorny, Gymndzium Jana Nerudy, Praha

Abstrakt. Clanek vychéazi z prace SOC roéniku 2022 z oboru &.2 Fyzika,
ktera byla provedena na tokamaku GOLEM FJFI CVUT. Jeho cilem je Ctenéri
predstavit problematiku sondového méfeni okrajového plazmatu a priblizit,
jakym zptsobem je mozné jej zkoumat pomoci Machova ¢isla. Pfedstavené
metody jsou poté demonstrovany vlastnim experimentem.

1. Termojaderna fiize a tokamaky

Termojaderna fuze (TF) je fyzikalni proces, pii kterém se za vysoké
teploty sluc¢uji jadra leh¢ich prvki na tézs{ za uvoliiovani velkého mnoz-
stvi energie, coz je proces opacny jadernému $tépeni. Hmotnost vznik-
lého jadra je men3i nez celkova hmotnost sloucenych jader a tento rozdil
v hmotnosti je uvolnén jako energie podle zndmého vztahu AE = Amc?.
Pro navozeni tohoto procesu se momentalné planuje vyuzit reakce mezi
jaddrem deuteria a tritia, tj. deuteronem a tritonem:

D+ 5T — JHe + on + 17,59 MeV.

Tritium ?T je mozné tvorit pfimo pifi TF pomoci uvolnénych neutront
én a lithia a deuterium ?D se vyskytuje pfirodné v oceénech Paliva
pro tuto reakci je na Zemi tedy dostatek. Produktem reakce je prostiedi
negkodné helium, neutron a 17,59 MeV energie (1 eV = 1,602 - 10719 J).
Energie uvolnéna s 3He udrzuje chod reakce a energie (1)11 je zpracované
pro distribuci.

TF tedy poskytuje efektivni zdroj energie, ktery je udrzitelny, jeho pa-
livo je dostupné a odpadni latky prakticky neskodné. Problém TF je ten,
7e je velice obtiZzné ji dosdhnout (a udrzet) v takovych podminkach, ze
energii produkuje, nikoli spotfebovava. Za pozemskych podminek musi
byt teplota latek vstupujicich do reakce T ~ 160 - 10° K, aby reakce
produkovala energii a jakdkoliv latka je pii této teploté v plazmatickém
skupenstvi. Nejslibnéjsi cestou k vytvoreni, zazehnuti a udrZeni zazeh-
nutého plazmatu pro TF se zda byt vyuziti tzv. tokamaku.

DV poméru atom deuteria ku atomu lehkého vodiku 1 : 6420.
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Plazma v tokamaku mutzeme popsat jako ionizovany plyn. Castice
mezi sebou nemaji zadné nebo velmi slabé vazby, ale na rozdil od plynu
se v plazmatu nepohybuji atomy ¢ molekuly, ale ionty a elektrony. To-
kamak pro spoutani plazmatu vyuziva magnetickych civek, jelikoz ionty
a elektrony jsou elektricky nabité céastice. Jeho hlavnimi komponen-
tami jsou toroidalni komora, transformatorové jadro, centralni civka a
civky toroidalniho a poloidalnitho magnetického pole. Plazma je zazeh-
nuto v komote, kde je ohfivino pomoci elektrického proudu indukova-
ného centralni civkou a udrzeno magnetickym polem ve tvaru Sroubovice.
Tokamak je schématicky zobrazen na obr. 1.

Obr. 1: Schéma magnetického systému tokamaku

2. Sondové méreni okrajového plazmatu

Zkoumat, jakym zptsobem se pfi vyboj chova plazma, muzeme
riznymi zpisoby a my se konkrétné zaméfime na zkoumani okrajo-
vého plazmatu pomoci elektrickych sond. Sonda je relativné maly vodivy
predmét, ktery se v prubéhu vyboje nachazi na okraji plazmatu. Podle
proudu ¢astic, ktery na sondu dopada v prubéhu vyboje, mizeme zjistit
mnoho o charakteru plazmatu.

2)Vybojem nazyvame navozeni a udrzeni plazmatu v tokamaku.
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Konkrétnim vyuzitim sond je zkoumani tvofeni a rychlosti vira ¢i ji-
nych toki ¢astic v okrajovém plazmatu. Takovyto vyzkum je dulezity,
jelikoZz rychlost rotace plazmatu napomahé jeho stabilité a viry ,trhaji“
ruzné nezadouci plazmatické struktury, jako napf. turbulence. Pro zkou-
mani rychlosti tokid ¢astic v okrajovém plazmatu muzeme vyuzit tzv.
dvojité tunelové sondy, se kterou se nyni seznamime.

2.1 Dvojita tunelova sonda

Dvojita tunelova sonda obsahuje ¢tyfi elektrody, dvé elektrody ,,tunel*
(TN) a dvé elektrody ,,backplate” (BP). Je osové symetrickd a na kazdé
jeji strané se v dutiné nachazi elektroda TN a BP. Vsechny elektrody
jsou od sebe vzajemné izolovany. Samotna sonda je zobrazena na obr. 2la
a jeji schématicky prifez je na obr. 2]b.

Obr. 2: a) Dvojita tunelova sonda b) Schéma prirezu dvojité tunelové sondy

Tato specificka konstrukce sondy ndm umoziiuje zkoumat lokalni rych-
lost toki ¢astic v okrajovém plazmatu. Pfi vyboji na sondu pomoci ex-
terntho zdroje prikladame dostatecné vysoké zaporné napéti tak, aby
veskeré elektrony v plazmatu byly odpuzeny a na sondu dopadaly pouze
ionty. Takovyto proud &astic nazyvame iontovy saturovany proud I,.
Diky faktu, Ze se elektrody nachéazi v dutinich téla sondy, je zde ob-
sazeno i jejich elektrické pole. Proto pfi zvySovani zaporného napéti na
sondé se proud Céstic v jeden moment stane ,,saturovanym ionty“, jelikoz
na sondu dopada maximalni pocet ionti. Se znalosti principu dvojité tu-
nelové sondy nyni pfejdéme ke zptisobu, jakym s jeji pomoci provadime
méfeni a vypocty.

2.2 Mé&feni pomoci dvojité tunelové sondy

Nejprve se seznamme s pojmem ,,tthlovy profil“, ktery je pro nasle-

dujici vypoéty zasadni. Uhlovy profil je zavislost parametru okrajového
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plazmatu na thlu sondy viéi magnetickym silo¢aram. Zavedme thel «,
ktery svira normala sondy vaéi magnetickym silocaram (sonda je orien-
tovana rovnob&zné s magnetickymi silo¢arami, kdyz o = 90°). Pro néas
je poté diilezity uhlovy profil I ,(a) pro a € [0°, 360°].

V ramci nasledujicich vypocéti a metod se budeme snazit zjistit rych-
lost tokil ¢astic v okrajovém plazmatu v okoli sondy. Tuto rychlost zkou-
méame pomoci tzv. Machova ¢isla M, které je definovano jako:

M=
Ci

kde v; znaéi rychlost objektu v urcitém prostfedi a ¢; znaci rychlost
zvuku ve stejném prostiedi. V kontextu TF se M nechova stejné, jako
v jinych oborech. Pro nas bude popisovat rychlost plazmatu v okoli sondy
v prostiedi okrajového plazmatu, tedy u okraje komory tokamaku. Stan-
dardné M délime na jeho slozku rovnobéznou s magnetickymi silo¢arami
M) a slozku kolmou na magnetické silocary M .

Podle vyzkumu indického tokamaku ADITYA [I] miZeme vyuZit na-
sledujici rovnici, ktera udava vztah mezi obéma slozkami M:

M, = K -In(Ry) + M cotga, (1)

kde K je kalibracni konstanta, kterou je nutné zjistit experimentalné a

R, je pomér I}, na opacnych stranach dvojité tunelové sondy:
I,
Ra — - sat (Oé) . (2)
I7 (o + 180°)

Clen R, zname pro libovolny thel «, pokud jsme zméf¥ili thlovy profil

I},. Nicméné v rovnici jsou t¥i neznamé K, M) a M, a nemiZeme
tedy zadnou slozku M spoéitat piimo. V ramci SOC byly vyuzity dve
metody vypoctu M inspirované ¢lankem [I], se kterymi se nyni teoreticky

seznamime a poté uvedeme vysledky konkrétniho méfeni.

2.3 Prvni metoda vypocétu M

V ramci prvni metody budeme nuceni provést dvé zjednoduseni. V§im-
néme si nejprve, ze v rovnici élen M, cotga = 0, pokud a = 90°,
tedy pfi orientaci sondy rovnobé&zné s magnetickymi silo¢arami. V této
orientaci tedy muzeme vyuzit vztahu:

MH =K- h’l(Rgoo). (3)
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Pro dopocitani M| pro tento pfipad musime pievzit kalibra¢ni kon-
stantu K z predeslého méfeni ¢i méfeni na jiném tokamaku. Poté, za
silného (az nerealistického) piedpokladu, ze M) zistava konstantni pro
kazdy dalsi thel «, mizeme pomoci rovnice dopocitat M, pro libo-
volny thel. Nakonec provedeme pramér hodnot M, a ziskdme pramér-
nou hodnotu M pro rychlost plazmatu v okoli sondy.

2.4 Druha metoda vypoctu M
Druhé metoda vypocétu Machova ¢isla nAm umozihuje provést mensi
¢i zadné zjednoduseni, ale vyzaduje vyssi poCet méfeni v ramci tthlového

profilu I ,. Nejprve vyjadiime z rovnice (1) znamy ¢len In(R,,):

M, — M, cotga
In(R) = ——=—"=. @)

Nyni se divejme na levou ¢ast rovnice jako na funkci fr,(«) a na pra-
vou jako funkci fr(a). Pokud zméfime thlovy profil I, zname tim
prubéh fr(a) (viz (2)). Aby byla poté splnéna uvedena rovnost, musi si
priibéhy obou funkei byt co nejpodobnéjsi. Takové hodnoty K, M, M,

pii kterych je splnéna rovnost, uréime pomoci pocitatového programu.

3. Vysledky méreni
3.1 Uhlovy profil I,

at

Hlavnim cilem tohoto méfeni, pii kterém byly vyuZzity vySe popsané
metody, bylo poprvé stanovit hodnotu M v okrajovém plazmatu toka-
maku GOLEM. Vysledkem méfeni je thlovy profil I;tlt, pomoci néhoz
jsou poté provedeny vypocéty M. Nejvydaiengjsi profil je znazornén na
obr. Bl

Obr. 3: Uhlovy profil I, v polarnich soufadnicich

a
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Radialni soufadnice ukazuje hodnotu I}, [mA] a dhlova soufadnice

sa

znazorije thel a. Interval thlu a mezi jednotlivymi hodnotami I}, je
max. 10°. Pomoci ¢isel nad grafem muzeme provedené vyboje najit v in-
ternetové databazi tokamaku GOLEM. Jednotlivé hodnoty ¢ znazoriuji
¢as ubéhly od zac¢atku vybo j pii kterém je zaznamenané hodnota I ,.

V&imnéme si naptiklad, Ze priimérna hodnota I, je nejvyssi pti
a = 90° a nejnizsi pfi « = 0° nebo 180°. Zaroven si vSimnéme cha-
rakteristického tvaru k¥ivky thlového profilu I, ;tlt, ktery se shoduje napf.
s profilem z vyzkumu [2], ktery byl vykonan na pfedchozi verzi tokamaku
GOLEM, tokamaku CASTOR. Tento tvar je zpiisoben faktem, ze I,
je minimalni, kdyZ je sonda kolméa na magnetické silo¢ary a lokalni ma-
ximum je i na strané sondy odvracené od rotace plazmatu pii orientaci
sondy rovnobézné s plazmatem.

3.2 Vysledek prvni metody

Vypocéet M prvni metodou pfinesl necekané vysledky. P¥i prvnim
kroku, tedy urceni M podle rovnice , bylo zjisténo, ze v ramci vyboje,
kdy a = 90°, se hodnota M) pohybovala na pomérné Sirokém intervalu.
éasovy vyvoj M) pii tomto vyboji vypadéa nasledovné:

Obr. 4: éasovy vyvoj M) pii vyboji, kdy a = 90°

Proto nemtZeme pouze vzit primérnou hodnotu M z urcitého ¢aso-
vého intervalu, jelikoz bychom se tim dopustili vysoké nepiesnosti. Roz-

3)Jeden vyboj na tokamaku GOLEM trva pfiblizné 15 ms.
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délme tedy vysledek vypoctu prvni metodou na dva, jeden p¥i minimalni
hodnoté
M) = —-0,08 £0,01

a druhy pfi maximalni hodnoté
M, =0,18 +0,05.

Hodnotu kalibra¢ni konstanty K = 0,43 pfevezmeme z ¢lanku [IJ.
Nyni mtZeme pro obé& hodnoty M) dopocitat hodnotu M pomoci rov-
nice pro rizné thly a. Pokud provedeme primér hodnot M; na
hodnotéch «, pro které jsme vypocitali dvé M|, ziskdme nésledujici M:

M =0,18+0,05; M, =-0,04=+0,18,
M, =-0,08£0,01; M, =-0,024+0,10.
3.3 Vysledek druhé metody
Od druhé metody oc¢ekavame pFiblizny pramér hodnot M ziskanych
pomoci prvni metody. Uhlovy profil In(R,,) vychazi z profilu viz obr.

Aproximace pravé strany rovnice podle profilu In(R,,) byla provedena
v jazyku Python a vypada nasledujicim zptusobem:

Obr. 5: Aproximace Machova ¢isla podle ithlového profilu In(Rq)

Modréa k¥ivka znézorfiuje funkei pravé strany rovnice (4) a je vyzna-
Cena pouze na platném intervalu « € [20°;160°], jelikoz zde ¢len cotg o
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v rovnici nediverguje. Aproximace stanovila hodnotu konstanty na
K = 2,3. Toto je pozitivni vysledek, jelikoz v rovnici vyuzité pro druhou
metodu konstanta K figuruje jako délitel a % = 0,43, coz je hodnota K
pouzité pii prvni metodé. Hodnotu M urcila aproximace jako:

My =0,08+0,01; M, =—0,03+0,01, (5)

coz je priblizné rovno priméru hodnot ziskanych pomoci prvni metody
a potvrzuje se tim spravnost nasich vysledk.

3.4 Shrnuti vysledka

Zavérem shrime hlavni vysledky préace a porovnejme dvé vyuzité me-
tody. Na tokamaku GOLEM je pfiblizna hodnota slozek Machova ¢isla
v okrajovém plazmatu My = 0,08 + 0,01 a M, = —0,03 £ 0,01. Pres-
nost vysledki druhé metody je znatelné vyssi nez té prvni, ale vzhledem
k relativné malému po&tu hodnot In(R,,) je hodnota odchylky pravds-
podobné podhodnocené. Prvni metoda v tomto pripadé nebyla zatiZzena
nepfesnou hodnotou K, kazdopadné stéle ztistava nepresnost v pied-
pokladu, ze M| zistéva konstantni pro vSechny hodnoty a. Z principu
prvini metody vSak vzdy ziskdme vice ¢i méné presny vysledek, zatimco
druha metoda pii mensim poctu namérenych dat nezarucuje poskytnuti
vysledku vitbec. Proto ¢inime zavér, Ze v pripadé mensiho po¢tu namére-
nych dat (krok méné nez 10° mezi hodnotami I, v thlovém profilu) je
optimalni vyuzit prvni metody, zatimco pfi primérném az vyssim poctu
naméfenych dat (krok 10° a vice) je optimalni vyuzit metody druhé.
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Zname povrchové napéti vody?

Jana Kalovd, PrF JU, Ceské Budéjovice

Abstrakt. The article presents some mysteries connected to surface tension
of the most spread substance on the Earth’s surface—ordinary water. It pre-
sents problems occuring when determining a precise value of surface tension,
and points out achievements of Czech research at measuring surface tension
in the supercooled water region.

vvvvvv

Voda je jednou z nejdilezitéjsich chemickych sloucenin. Je nezbytna
pro zivot na Zemi, mé nesmirny vyznam v fadé prumyslovych aplikaci,
dopravé, vojenstvi. S povrchovym napétim vody se setkd kazdy. U ryb-
nika miizeme pozorovat vodomérky, které diky povrchovému napéti do-
kazou bé&hat po hladiné. Diky povrchovému napét{ jsou vodni kapky ku-
laté. Povrchové napéti lze vyuzit k experimentu s plovouci minci, ktera
je t&z81 nez voda a méla by klesnout ke dnu. Povrchové napéti umoziuje
vodé vzlinat, podili se na vzniku srazek, hraje roli pfi vzniku kavitace
v parnich nebo vodnich turbinach. Povrchové napéti ma rovnéz vliv na
rychlost §ifeni bakterii a virtt — napt. kdyz zakasleme, viry a bakterie
se vznasi v oblacich kapicek, jejichz velikost urc¢uje mj. i povrchové na-
pé&ti, které tim urcuje i vzdalenost, na kterou mohou doletét (napf. vétsi
kapic¢ky 2 m, mensi 6 m).

Zname piesnou hodnotu povrchového napéti vody?

Je prekvapivé, ze presnou hodnotu povrchového napéti vody vlastné
nezname. Zatimco hustotu vody za atmosférického tlaku a dané teploty
umime ur¢it s presnosti na 6 platnych ¢islic, u povrchového napéti je
(20 °C, 25 °C) zname s pfesnosti na 3 platné ¢islice.

Obr. 1 ilustruje méFeni povrchového napéti vody pouzita v [I] k ur-
¢eni jeho hodnoty pii 20 °C. Ackoliv autofi nékterych experimenti de-
klaruji pfesnost uréeni povrchového napéti vody hodnotou 0,1 mN/m,
na obrazku vidime, Ze rozdily mezi jednotlivymi experimenty jsou mno-
hem vétsi. Je to dano napf. citlivosti experimentt na Cistotu vody, za-
pocitanim rtznych korekci k mérfenym hodnotam v zavislosti na po-
uzité metodé meéreni apod. Ale testovani téchto vlivi stejné vSechny
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rozdily mezi méfenimi nevysvétluje. Muzeme fici, Ze povrchové napéti
vody je$té na své super piresné méfeni, které by s velkou presnosti a
bezesporné uréilo hodnotu povrchového napéti pfi dané teploté a tlaku,
¢eka. Pochopitelné tuto situaci umime obejit, napf. mizeme jako odpo-
vidajici hodnotu uvazovat primér naméfenych dat. Autofi v [I] pouzili
vazeny prumér a pro povrchové napéti vody pti 20 °C ziskali hodnotu
090 = (72,83 + 0,12) mN/m. (Povrchové napéti vody je na teploté velmi
zévislé. V publikaci [I] je uvedena referen¢éni hodnota povrchového napéti
vody pii 25 °C, g95 = (72,01 £ 0,10) mN/m.)

Obr. 1: Experimentalni data pouzita k urceni povrchového napéti vody pii
20 °C

Rozdily mezi vysledky jednotlivych méfeni v8ak stale zustavaji zaha-
dou, ktera ¢eka na vyfeSeni.

Povrchové napéti vody nevykazuje anomalii v podchlazené vodé
Dalsi zdhadou, ktera je spojena s povrchovym napétim vody, je jeji
chovani v tzv. podchlazené oblasti. Vsichni vime, Ze voda jako kapalina
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muze za normalniho atmosférického tlaku existovat mezi 0 °C a 100 °C.
Za urcitych okolnosti ale muze voda existovat v kapalném stavu i po pte-
kroc¢eni teploty 100 °C. Pak mluvime o pfehidté vodé. V kapalném stavu
muze voda zustat i pomérné hluboko pod 0 °C, pak mluvime o podchla-
zené vodé. Oba tyto stavy, podchlazend a prehratd voda, se nazyvaji
metastabilni stavy. Metastabilni proto, Ze sta¢i napf¥. drobné trhlinka ve
sténé nadoby a voda bud zane viit nebo se proméni v led. Ve skutec-
nosti k tomuto fazovému prechodu dojde, i kdyby experiment probihal za
idealnich podminek. V kazdé kapaliné probihaji fluktuace, zvlasté v ob-
lasti fazového prechodu. Napt. v oblasti 0 °C se objevuji zarodky ledu,
které se vétSinou rozpusti. Ale je jen otazkou ¢asu, kdy se objevi tzv.
kriticky zarodek, ktery dosadhne takové velikosti, Ze fazovy pirechod uz
je nevratny a cely objem kapalné vody se nevyhnuteln& proméni v led.
Podobné je to u prehfaté vody, kde kritickym zarodkem je bublinka pary.

Zkoumani podchlazené vody je v posledni dobé velmi popularni. Rada
tymi se pustila do zkoumani termodynamickych vlastnosti podchlazené
vody. Z pohledu experimentt je zde jeden omezujici faktor, a tim je
¢as. Drive nebo pozdé&ji se objevi kriticky zarodek ledu, a tim méfeni
konéi. Voda se musi rozmrazit, nékdy je tfeba vycistit i celé méfici zafi-
zeni a pokracovat s novym méfenim od zacatku. Ale pfesto se vlastnosti
podchlazené vody méri a ukazuje se, Ze voda ma v této oblasti fadu
anomalii [2]. Tyto anomalie by méla vykazovat i teplotni zavislost povr-
chového napéti vody pro teploty pod 0 °C. Ale zatim se zda, Ze ani pii
dosaZeni teploty —32,3 °C povrchové napéti vody Zadnou anomaélii ne-
vykazuje! TakZe opét Gekdme na ndjaky experiment, ktery umozni dostat
se dale pod zatim rekordni dosaZenou teplotu —32,3 °C [3].

Postaveni CR ve zkoumani povrchového napéti vody

V Ceské republice existuje dlouha tradice vyzkumu termofyzikalnich
vlastnosti vody a pary. Kdyz v roce 1929 vznikla mezinarodni spole¢nost
TAPS, ktera se zahy piejmenovala na JAPWS (The International Asso-
ciation for the Properties of Water and Steam), CR, resp. byvalé Ces-
koslovensko bylo mezi péti zakladajicimi staty. Pivodnim smyslem této
organizace bylo vylepsit ii¢innost parnich turbin nebo alespoii umoznit
jejich srovnéani. A protoZe CR byla (a stéle je) svétovou Spickou v oblasti
parnich turbin, bylo jasné, Ze takové ¢lenstvi je pro CR vyhodné.

Struéné shrnuti prispévku CR k historii této asociace, kterda ma nyni
pres 20 ¢lent, lze najit na strankach Ceské spole¢nosti pro vlastnosti vody
a vodni pary [4]. CR se aktudlng podili na vyzkumu IAPWS v oblasti
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povrchového napéti vody, a to jednak unikatnimi méfenimi povrchového
napéti (Ustav termomechaniky AV CR, FST ZCU v Plzni), jednak zpra-
covanim vysledkt méfeni a tvorbou zavislosti povrchového napéti vody
na teploté (P¥F JU Ceské Budgjovice).
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Co se fyzikové naucili od basnika

Ivo Kraus, FJFI, CVUT, Praha

Véda je jednou z etap vyvoje lidské kultury. Témér tii tisicileti do
sebe vstiebavala vysledky préce genidlnich umélci, literata, filozofiu a
nabozenskych mysliteld, az se nakonec zménila v kvalitativné novy jev.
Jeji duchovni i materialnf cile (a také vysledky) byly hned od pocatku
protichtdné: poznat lidstvo i svét, zaroven v8ak ovladnout (pokofit) pii-
rodu.

7Z hlediska objemu poznatku rozlisovali antic¢ti filozofové tii oblasti vé-
déni: prirodu (fyziku), spolecnost (etiku), mysleni (logiku). Aristotelé
délil hmotné véci na nezivé, rostlinné a zivocisné. VsSechno, co ¢lovék
vyprodukoval, je materialni, morélni nebo teoretické; podle toho, jestli
zkoumany objekt nalezi svétu fyziky, etiky ¢i metafyziky. Aby vyfesil
problémy s ti{dénim na mineraly, rostliny a Zivocichy, napsal osm knih
o fyzice.

1) Aristotelés ze Stageiry (384-322 pf. n. 1.), nejvétsi filozof staroveku.
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V dnesni dobé je obvyklé rozliSovat védy piirodni (astronomie, fyzika,
chemie, geologie, fyzicka geografie, biologie, fyziologie ¢lovéka, antropo-
logie a hrani¢ni védy, jako napf. astrofyzika, fyzikalni chemie, chemicka
fyzika, geofyzika, geochemie, biofyzika, biochemie aj.), humanitng, tech-
nické a matematické.

Fyzika byva definovana jako pfirodni véda studujici zakladni vlast-
nosti hmotnych ¢astic a poli (nositeli a zprostiedkovateld vzajemného
ptisobeni), jejich interakei, strukturu latek, rtizné druhy energie a jejich
pfeménu. Podle obsahu a povahy zkoumanych jevi se déle ¢leni na uzsi
obory, napf. mechaniku, akustiku, optiku, termodynamiku, elekt¥inu a
magnetismus, fyziku kvantovou, atomovou, jadernou, elementarnich ¢as-
tic, pevnych latek, kvantovou optiku a teorii relativity. V mnoha dalsich
oborech (meznich, hrani¢nich) jsou poznatky fyziky odedavna nebo nové
uplatiiovany. Patii k nim astronomie, astrofyzika, kosmologie, meteorolo-
gie, geofyzika, biofyzika, kvantova chemie aj. Dalsi déleni fyziky umoziuji
pouzité pracovni metody: fyzika experimentdlni (odvozovani fyzikalnich
zdkond z pokust), teoretickd (hledani obecnych fyzikdlnich principd a
zdkond), matematickd (vyvoj a zdokonalovani matematického aparatu,
metod a vypoletnich postupi pouZivanych ve fyzice), praktickd (prova-
déni fyzikalnich meéfeni a studium mé¥icich metod).

Vyznamnou podporou nejraznéjsim a ¢asto velmi latentnim proti-
védeckym aktivitAm je obvinovani védy ze soucasnych neduhi naseho
svéta. (Konzumace technického pokroku se vSak zadny z odpurcti exakt-
nich véd neziika.) Pritom védecké objevy a technické vynalezy maji za
energetické, ekologické i dalsi problémy lidstva asi takovou odpovédnost
jako novorozenec. Zdaleka nejenom na ném piece zalezi, vyroste-li svym
bliznim pro radost.

Autori starovékych fyzikalnich ué¢ebnic a monografii

Epikuros ze Samu (341-270 pf. n. 1), fecky anticky filozof.

Prestoze zanechal vice spisti nez vSichni ostatni filozofové pied nim,
z jeho dila se bohuzel v uceleném tvaru zachovaly jen t¥i dopisy s naudc-
nym obsahem (List Hérodotovi podava piehled nauky o atomech, List
Pythokleovi o astronomii a meteorologii, List Menoikeovi s dilezitymi
etickymi naukami) a Hlavni myslenky — thrn Epikarovy filozofie ve ¢ty-
Ficeti tezich, které se méli jeho Zaci nauc¢it nazpamét.

Epiktros nebyl jen zakladatelem helénistické filozofické skoly, zdu-
raziujici etické principy pratelstvi, nebazlivosti a rozumného uzivani
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slasti, ale jako filozof vyznamné prohloubil také uceni Leukippa z Mi-
lét a do Démokritov atomismu zavedl moment nahody. Pfisoudil
atomtm schopnost se z vlastniho podnétu nepatrné odchylovat pii po-
hybu v prazdném prostoru od svislého sméru, a to ne v ur¢itém misté
ani v urc¢itém case.

Zvlastni pozornost vénoval objasnéni pric¢iny bleski, zatméni Slunce
a Maésice, vzniku mraki, vétri, smrsti a jinych pfirodnich jevi. Neslo
mu vSak o védeckou teorii, ale o jakykoli vyklad, ktery neni zatiZzen na-
bozenskymi pfedstavami.

Titus Lucretius Carus (asi 99-asi 55 pf. n. 1), Fimsky filozof a basnik.

O Lucretiové zivoté se zadné zpravy nedochovaly. Jisté vsak je, Ze
prilezitost stat se nesmrtelnym dostal diky Epikdrovi ze Samu. ,,Jinak to
byl muZz neznamy, zahynul sebevrazdou,” napsal vyznamny ¢esky filozof
Emanuel Radl.

Jedno z nejkrasnéjsich dél fimské literatury, Lucretiova basen De re-
rum natura (O prirodé) mé Sest Casti (zpévl, knih). Prvni obsahuje
uvahy, Ze zakladem vSeho jsou atomy a prazdno, v druhé je pojednéno
o tvarech a pohybech atomi, ve tfeti o podstaté duse, ve ¢tvrté o psy-
chickych procesech, v paté o kosmologii a vzniku lidské civilizace, v Sesté
o kosmickych a meteorologickych jevech [1J.

Sifenf epikurovské filozofie povazoval Lucretius za své Zivotni poslani;
byl presvédcen, ze Epikaros ma o lidstvo vétsi zasluhy nez kdokoliv
z bohti, hérou nebo lidi, nebot odhalil pravdu o podstaté svéta: ,,Z ta-
kové tmy tak jasné pozvednout svétlo, jenz prvni jsi umél a ozafit zivota
dary, za tebou krac¢im, ty feckého plemene chloubo, v tvé §lépéje pevné

2)Leukippos z Milétu (asi 500440 pf. n. 1.), starorecky filozof. Vyslovil tezi o kauza-
lit¢ (popfeni nahody). Nic se nedgje nazdarbih, nybrz vse podle fadu (logos) a
nutné. Uznaval nes¢islné, stale se pohybujici prvky, atomy, a nekoneéné mnozstvi
tvard v nich. Ty se pohybuji v prazdnu a spojujice se pusobi vznik, rozlucujice se
pusobi zanik.

3)Démokritos z Abdér (asi 460-370 pf. n. 1.), starofecky filozof. Za svij dlouhy Zivot
napsal na sedm desitek spisti nejriznégjsiho zaméfeni: etické, fyzikalni, matematické,
muzické, o uméni. Zakladnimi prvky jeho svéta jsou neviditelné ¢astice — atomy.
Pri srazkach a odrazech se pripojuje stejné ke stejnému, vznikaji shluky atomi, a
nakonec i véci viditelné. VSechno slozené vznikd spojenim oddélenych atomd, zanik
je rozlu¢ovanim atomu dosud spojenych. Tak se rodi a zanikaji bezpocetné svéty a my
patiime do jednoho z nich. Vlastnosti véci jsou vysledkem rizného tvaru, velikosti,
polohy a usporadani atomu. I ¢loveék, jeho té&lo a duse, se sklada z atomi. DuSe je
proto néco télesného, prestoze jde o téleso velmi jemné. Po smrti ¢lovéka se atomy duse
rozptyli. Laureat Nobelovy ceny za fyziku z roku 1933 Erwin Schrodinger (1887-1961)
prohlésil, ze prvnim kvantovym fyzikem nebyl Max Planck, ale Démokritos z Abdér.
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ted vlastni chodidla kladu — ne Ze bych s tebou snad soutézit touzil, spis
z lasky, Ze se ti podobat chci; coZ vlastovka muze se labuti rovnat? ¢i
v kolenech nepevné kiizle dokazat v béhu tolik co zavodni hiebec? ...
Slovem pravdy nam tedy ocistil srdce, vytkl strachu a zadosti meze a
urdil, v éem to nejvyssi dobro, kam tfhneme vsichni, tkvi, a ukazal cestu,
jak pé&sinou prostou a pifimym smérem se k nému muzeme dostat. ..

Epos, ktery Lucretius vénoval ptiteli Gaiu Memmiovi, je basnickym
prevypravénim obtiznych a abstraktnich filozofickych tvah, literarni skvost
plny metafor, pfirovnéni, obrazi a podobenstvi. A zaroven i dikazem,
ze vyklad exaktnich vé€d nemusi byt nudny ani nesrozumitelny.

Obr. 1: Titulni list Lucretiova eposu De rerum natura; vydani z roku 1712

Jak to rekne fyziebo filozof a jak basnik Titus Lucretius
Carus

— Nic nevznikd z nejsoucna a nic nezanikd v nejsoucno. Vesmir byl
vZdy takovy, jaky je nyni, a vidy takovy i bude.

»Ke zrodu véci je urena urcitd hmota,
co miize z ni vzejit a povstat, je urceno pevné.
Zadn4 véc tedy nemize z ni¢eho vzniknout,
kazda chce svoje simé, z néhoz by vzesla
a v jemné vanuti vzduchu by pozvedla hlavu.*

YTyto myslenky nemusi odpovidat sou¢asnému stavu fyzikalniho poznani.
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— Vesmir sestdvd z téles a z prdzdného prostoru.

»,Je tedy prostor, je prazdny a nehmatatelny.
Jinak by na z&dny zptisob se nemohly véci pohybovat.“

— Kromé téles a prdzdného prostoru jiZ nemiZe bijt nic jsoucitho samo
0 sobé, nybrz existovat mohou jen jejich nutné nebo nahodilé vlastnosti
jako napt. cas.

,Cas sdm o sobé nenf: to predméty samy
nam davaji znat, co se stalo v minulé dobg,
co probiha nyni a co se pozdé&ji zb&éhne;
¢as sdm v sobé — to uznas — nevnimé nikdo,
bez souvislosti s klidem a pohybem véci.*

— Teélesa jako takovd jsou jednak sloZeniny, jednak prvky, z nichz slo-
zZend télesa sestdvaji. Tyto prvky jsou nedélitelné a nepromeénlivé. Jejich
nedélitelnost vyplyvd z toho, Ze neobsahuji Zadny prdazdny prostor, ktery
je podminkou délitelnosti.

»~Hmota jsou predné ta prvotni téliska véci,
za druhé vSe, co je shlukem fecenych prvki.
Zadna sila viak nemize atomy znicit,
ty nakonec vitézi vidycky svou neprostupnosti.”

— Vesmir je nekonecny. Pokud by byl konecny, mél by néjakou mez,
kterd by jej oddélovala od néceho jiného. Nekonecny je nejen prdazdny pro-
stor, ale © mnozstvi atomi. V opacném pripadé by se atomy v prdzdném
prostoru rozptylily, nesrdZely by se navzdjem ani nespojovaly.

»Samotny vesmir si nemiize poloZit meze;
tot piirodni zakon; ten chce, aby hranici hmoty
tvofilo prazdno a hmota zas hranici prazdna,
a zasluhou takové st¥idy je bez konce vesmir.*

— Mnozstvi rozmanitych tvarid atomi neni nekonecéné.

,, L8lisko kazdé, uz lidskému oku
neviditelné, ma kone¢ny vrcholek, $pici,
které je urcité dal uz nedélitelna,. ..
Atomt rozdilné tvary jsou konecné poctem. . .
Atomu, jejichZ tvary jsou stfiZeny stejné,
je bezmezné mnoho.*
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— Vlastnosti ldtek zdviseji na zpisobu, kterym jsou atomy mezi sebou
vdzdny.
At jakoukoli se odgje téleso barvou,
neni ji pokryto proto, ze takovou barvu
uz jeho latkové prvky by byvaly vpily;
vzdyt barvu nemaji téliska naprosto zadnou. . .
U téchto télisek velice zalezi na tom,
s kterymi prvky se v jaké poloze spoji
a jaky pohyb si navzajem sdéli ¢i prejmou.
Nebe i mofe a zemé i feky i slunce
jsou z jednéch a tychz co zvirata, stromy a plody;
jen spoje a pohyby prvki jsou pokazdé jiné.
Vzdyt v téch nagich versich je naporad vidét
rozli¢na pismena spole¢na premnoha slovim,
ackoli nelze popfit, ze slova i verse
smyslem i libeznym zvukem se navzajem lisi.“

— Z nekonecéného poctu atomi vyplyvd moznost existence nekoneéného
mnoZstvi svéetd.

,UZ na zadny zptsob se nemuze podobat pravdé,
ze vznikl jen tento svét a jediné nebe
a télisek tolik Ze mohlo by zahalet venku. ..
Proto dim zas a zas a ty uznej, Ze jiné
takové sestavy hmoty jsou jisté i jinde
jako ta naSe, jiz horoucné objima éter.*

Lucretiovy verSe nepopisuji vysledky Epikirova smyslového poznani.
Jsou to jen mistrovsky vyjadiené logické ivahy o podstaté véci vycha-
zejici z kazdodenni zkuSenosti. Na tom, Ze jejich zavéry ztstaly dodnes
inspirativni i pou¢né, neni vlastné vibec nic divného. ,,Co je duleZité,
je o&im neviditelné. At uz je to dum, hvézdy nebo poust, to, co je déla
krasnymi, je neviditelné.“ (Antoine de Saint-Exupéry, Maly princ)

Publius Vergilius Maro (70-19 pf. n. 1.), fimsky epicky a didakticky
bésnik.

Po Lucretiové vzoru napsal nau¢nou basen také Vergilius. Dilo Geor-
gica (Zpévy rolnické) z roku 29 pf. n. 1. pojednava ve ¢tyfech knihach
(ve 2188 hexametrickych versich) jak o péstovani plodin, sadafstvi a vi-
nafstvi, chovu dobytka a véelarstvi, tak o lidském Zivoté, o prirodé a
uspofadani lidské spoleénosti [2].
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Obr. 2: Mozaika ze 3. stol. n. 1. (Landesmuseum Trier)

Citujme nékolik versa z druhé knihy Vergiliovych Zpévi rolnickiych,
které jsou svédectvim jeho studii piirodnich véd.

(475) M& kéz nejprve prijmou Muzy nade vSe sladké,
které posvatné vzyvam prostoupen nesmirnou laskou.
Kéz mi pochopit daji nebeské drahy a hvézdy,
ruzné zatméni slunce a tézké zapasy luny.

Pro¢ se otfasa zemé, pro¢ vzdouvé se hladina mote
(480) vysoko k pobfeznim skalam a zas zpét k sobé se vraci.
Pro¢ zimni slunce tak spécha vnofit se do oceanu
a co zdrzuje noc, kdyz v 1ét& nastava pozdé.
(490) Stastny ten, kdo mohl poznat pFi¢iny véci.
Ptekonal ze smrti hrtizu, z osudu netprosného,
Netrapi ho ani jekot, jimz hlasi se Acheré la¢ny.

Lucius Annaeus Seneca Mladsi (4 pf. n. L.-65 n. 1.), fimsky basnik,
filozof a spisovatel.

Pochéazel stejné jako jeho otec, slavny rétor Lucius Annaeus Seneca
Starsi, ze Spanélské Cordoby. Po vétsinu svého zivota byl odkézén na mi-
lost i nemilost fimskych cisaii: za Caliguly se stal ¢lenem senatu, jeho
nastupce Claudius ho nejdiive odsoudil k osmiletému vyhnanstvi na Kor-
sice a potom vybral jako vychovatele Nerona, syna své druhé manzelky
Agrippiny. V prvnim pétileti Neronovy vlady byl Seneca vlastné regen-
tem fiSe. Nakonec se vSak svému zaku znelibil natolik, Ze musel spachat
sebevrazdu; oteviel si zily a vykrvécel.

5) Acheron (fec. Acherén), feka v podsvéti.
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Ze Senecovych filozofickych spisti prosluly zejména Listy [3], 124 do-
pist s osobnimi Zivotnimi a mravnimi zkuSenostmi uréenymi (nejen)
mlad$imu pfiteli Luciliovi. Jednotlivym problémiam individualni etiky
vénoval fadu rozprav oznacovanych souhrnné Dialogi. Ve skuteCnosti
to jsou témér ve vSech pripadech monology pojednavajici o duSevnim
klidu, dobrocinnosti, Stastném Zivoté, mirnosti, prozietelnosti, dusled-
nosti mudrcové, hnévu a kratkosti zivota: ,,Je lépe uzivat vzdélani jen
prostym zpusobem k nabyti dobré mysli. Avsak my, jako se rozptylujeme
zbyte¢nostmi v jinych vécech, tak ¢inime i v samé filozofii. Trpime ne-
stfidmosti v ucenosti zrovna tak jako ve vSem ostatnim. Neu¢ime se pro
Zivot, ale pro skolu.* (Seneca, 106. list Luciliovi)

Obr. 3: Prvni strana Senecova spisu Questionibus naturalibus (13. stol.)
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Seneca Mladsi je také autorem deviti tragédii s mytologickymi né-
méty a kompilaéniho spisu Otdzky piirodni filozofie (Naturales quaesti-
ones libri VIIT). Dilo, pouZzivané ve stiedovéku jako ucebnice fyziky, mé
8 knih (¢asti, kapitol) [4]. V prvni jsou popisovany svételné atmosférické
efekty (meteory, halové jevy, duha aj.), druhé se zabyva hromy a blesky,
tFeti ¢ast je vénovana hydrologii. Dalsich p&t knih pojednava o Nilu (De
Nilo), mracich (De nubibus), vétru (De ventis), zemétieseni (De terrae
motu) a kometach (De cometis). Shromazdény material Seneca kriticky
nekomentuje a jeho spravnost sam neovéfuje. Jen u pohybu planet a
komet poznamenal, Ze tyto zakony, v jeho dobé tak temné a zmatené,
budou jisté jednou vyloZeny jasné a presvédciveé. Mezi vice nez tficeti
starovékymi autoritami, na néz se ve svém dile odvolal, jsou napf¥. Dé-
mokritos, Milétan Anaximenés, Aristotelés a jeho zak Theofrastos nebo
univerzalni uc¢enec a filozof Poseiddnios z Apameie.

Jak se uéilo na stfedoveékych Skoldch podle Naturales quaestiones?
Kdyz byla napf. probirana duha, museli studenti nejdfive vyslechnout,
co si o duze mysleli vSichni Senecovi pfedchudci; teprve pak pfisly na
fadu autorovy vlastni predstavy a pokus uvést je do souladu s empirii.
Na rozdil od soucasnosti nebylo oviem nutné pfedkladanym experimen-
talnim vysledkim bezvyhradné duvérovat. Zpravidla 8lo totiz o pozo-
rovani piirodnich jevi pfistupnych bez jakékoliv pfistrojové techniky;
zékladnim a Casto jedinym pramenem poznani byla zkuSenost. Studenti
mohli proto vyucovanou latku doplhovat vlastnimi poznatky.

Duhu Seneca povazoval (stejné jako Aristotelés) za deformovany obraz
Slunce, odmitl v8ak (Aristotelovu) pfedstavu, Ze tento atmosféricky ukaz
vznika odrazem paprski na oblacich. KdyZ si vS§iml duhy také u vodo-
tryski, podminil (spravné) jeji vznik vlhkym prostfedim. A protoZe ne-
jednou pozoroval ranni ¢ervanky i rudy zapad slunce, prohlésil (chybng)
duhu za zvlastni zpusob obarveni mrakiu sluneénim svétlem.

Fyzici a lyrici

S timto nazvem byla v fijnu 1959 ruskym tydenikem Literaturnaja
gazeta uveiejnéna basent Borise Abramovice Sluckéhﬂ Méla zcela mi-
mofadny ohlas a vasniva diskuse o tom, jestli jsou ve 20. stoleti potieb-
né&jsi fyzici nebo lyri¢ti basnici, probihala mezi exaktnimi védci a literaty

6)Boris Abramovi¢ Sluckij (1919-1986), rusky basnik Zidovského piivodu. Baseit
Fyzici a lyrici o tdélu poezie v nasi civilizaci vysla v Ceském prekladu Jaroslava
Kabicka v knize B. A. Sluckij: Dlouhé poledne. Ceskoslovensky spisovatel, Praha 1985.
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jesté dlouhou dobu. Sam jsem byl tcastnikem jednoho seminéie, ktery
na toto téma pofadala katedra fyziky kovi v Leningradském polytech-
nickém institutu (nyni Sanktpetérburska polytechnicka univerzita Petra
Velikého) jesté v roce 1968.

Fyzici jsou na vysluni.
Lyrici jsou odstréeni.
Nejde o kalkul a triny,
jde o zakonité zmény.

Nejspise jsme nezahlidli,
co jsme prvni spatfit méli!
Nejspis nevladneme kiidly

— na8e jamby zdfevénély,
aniz vzlét by do sfér snéni,
Pegas podupava v kouté. . .

To proto jsme odstréeni

a fyzici na forhonté.

Je to evidentni. V razi
prit se o to neni zdravé.
Uz to ani neurazi.
Naopak je zajimavé
pozorovat, jak — co péna —
tuchne slava rymi s rytmy
a vzneSenost nezhrzena
bere zavdék logaritmy.

Nakonec se obhéjci obou tabort shodli na tom, Ze je lidem stejné
potiebné fyzika i uméni.

Podpora véd exaktnich se vzdy ztro¢i i ve prospéch humanitnich.
Neni priikazngjsi doklad tohoto tvrzeni nez dilo Alberta Finsteina (1879
1955). Byl stejné genialni fyzik jako tviréi duch filozofie. Ve zkousce ¢asu
dokonale obstala jeho teorie relativity i myslenky o vife v ¢lovéka, svét
vzajemné pomoci a veliké poslani védy. Pfipomenme, co napsal o Fjodoru
Michajlovici Dostojevském.

,,Dostojevski mné dal vic, nez kterykoli jiny myslitel ve védé, vic
nez Gauss.“ (Mir gibt Dostojewski mehr als irgend ein Wissenschaftler,
mehr als Gauss.) Co mohli mit ti dva spole¢ného? Kdyz autor Bratri

7 Fjodor Michailovi¢ Dostojevskij (1821-1881), rusky spisovatel a filozof.
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Karamazovyjch v roce 1881 zemfel, byly Albertu Einsteinovi dva roky.
Najdeme-li tedy u obou génii podobnou formulaci postoje k existenci
Boha, nelze pochybovat o priorité. Dostojevsky se vyjadfil slovy Ivana
Karamazova v rozhovoru s bratrem AljoSou [5].

,Jestlize Buh je a skuteéné stvoril svét, stvoril jej, jak nam je dokonale
znédmo, podle Euklidovy geometrie a lidsky rozum stvoril s predstavou
pouze t¥{ prostorovych rozméri. Nicméné byli a jsou i ted geometii a fi-
lozofové, dokonce velmi vynikajici, ktefi pochybuji, ze by cely svét nebo
jesté obecnéji fefeno celé byti bylo stvoreno jen podle Euklidovy geo-
metrie; odvazuji se dokonce snit o tom, Ze by se dvé rovnobézky, které
se podle Euklida nemohou na zemi nikdy setkat, nékde v nekonec¢nu
prece mozné setkaly. Usoudil jsem, muaj mily, Ze nedovedu-li pochopit
ani tohle, kdepak bych pochopil Boha. Pfiznadvam pokorné, Ze mi chy-
béji schopnosti k feSeni takovych otazek, mij rozum je euklidovsky, po-
zemsky, kdepak bych tedy mohl posuzovat véci, které nejsou z tohoto
svéta.“ (Dostojevskij zFejmé znal prace zakladatele neeuklidovské geo-
metrie, profesora Kazanské univerzity N. I. Lobaéevskéh.

Pozdéji Albert Einstein napsal: , Lidsky rozum neni schopen pochopit
¢tyti rozméry. Jak by mohl tedy pochopit Boha, pro néhoz znamena tisic
let i tisic rozméri totéz, co jeden rok ¢ jediny rozmér.”

O spolupraci ucitela fyziky a literatury
Pfi jedné pracovni cesté na Fyzikalni fakultu J akutsk@ statni univer-
zity M. K. Ammosova (nyni Severovychodni federalni univerzita M. K.
A.) jsem navstivil katedru metodiky vyuky fyziky a tam se setkal s pro
mne dosud nezndmym zptsobem vyuziti literatury pii vyuce.
Stiredoskolaci méli za kol fyzikalné interpretovat basnické obraty z dél
pravé probiranych ruskych autorii. Ucitel precetl verse, studenti uréili

8)Nikolaj Ivanovi¢ Loba&evskij (1792-1856), rusky matematik.

9)V z4dném jiném regionu nadi planety neni tak dlouha a tuhé zima jako v Jakutsku
(oficidlni nazev této nejvétsi republiky Ruské federace je Republika Sacha). Témé&r
celé Jakutsko je na trvale zmrzlé ptidé. Béhem letnich mésict, kdy teploty dosahuji az
40 °C, sice zemé do hloubky jednoho az dvou metra rozmrzé, v zimé se v8ak znovu
»2méni na kamen“. V mnoha mistech jsou pod povrchem uvéznény obrovské masy
¢istého ledu. Pokud vlivem klimatickych zmén roztaji, vzniknou podzemni dutiny,
ptida poklesne a v terénnich propadliniach se objevi jezera. Uz ted jich je tolik, Ze
kazdy obyvatel republiky miize mit jedno iplné sam pro sebe. O nizinatych oblastech
na severu se da tézko fici, jestli tam je vice souSe nebo vody.

Neékteré jakutské instituce pry diky mraztm uSetfi; je-li tfeba urcit vlastnosti ma-
teriald pfi teplotach kolem —50 °C, naplanuji fyzici své experimenty na zimu a pak
zkoumané vzorky levné ochlazuji za oknem.
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nazev basné a autora a pak vysvétlili fyzikalni podstatu nékterych jevi
z citovanych dryvki, napf.:

»V8ak v jizbé zpév?
tam divka prede
a smolna louc ji zvecera
pratelsky praskd do Sera.”

»Na Fi¢ce jako na parketu
v8e leskne se a v brusli letu
houf chlapct v béhu zapasi.
Led pod bruslemi hvizda si.“

,, Ves tipytila se stfibrem zimy;
za oknem, na néZ djchl mrdz,
se ozval sborem straci hlas
a vrchy mékce zvlnénymi
proudilo svétlo, tancil jas.“

,Led jedva prihledny,
jenz temnél nad jezerem,
nehybné potoky
krigtalem prepinal.”

Vs8echny ukézky jsou od A. S. Puékin prvni t¥i z romanu EvZen
Onégin (preklad Josefa Hory), ¢tvrta z lyrické basné Ovidiovi (pieklad
V. A. Jung).

Na otéazky fyzikare ,,Pro¢ hotici dievo praska? Proc¢ se zamrzla ficka
leskne? Proc je led kluzky? Jak vznikaji ledové kvéty na okennich sklech?
Jaky led je nazyvan cernyg? Co znamena pojem kiistdl?“ ¢tenaii Roz-
hledt jisté odpovi sami.

Zavéreéné pouceni

Mravnost ¢int a pravdivost poznani se nedéd méfit pouze uzite¢nosti.
Ani véda nesmi slouzit jen jako néstroj k dosazeni praktickych cila. Jejim
puvodnim poslanim je podilet se na obecné vzdélanosti naroda. Nezna-
losti gramatiky, literatury ¢i historie jsou stejnou vadou na intelektualni

10) Alexandr Sergejevi¢ Pugkin (1799-1837), rusky basnik, dramatik a prozaik.
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krase ¢lovéka jako mezery jeho vzdélani v matematice, fyzice nebo che-
mii.

Obr. 4: Hlavni budova Severovychodni federalni univerzity v Jakutsku
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