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Krivka pronasledovani, viry a vnorené n-ahelniky

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

V klasické podobé je kfivka pronésledovani obvykle popisovana jako
situace, kde jeden pohybujici se objekt (zajic) je sledovan jinym objektem
(psem) tak, Ze pes béz z boku rychlosti v&tsi neZ zajic a v kazdém
okamziku sméfuje k zajici.

Historické pozadi uvaZovaného problému je velmi zajimavé, nebot né-
ktefi z autort zabyvajicich se historii zkoumani kiivky pronasledovani
hledaji pocatky této problematiky jiz u antickych matematikt a zminuji
Zenonovo feSeni klasické tlohy Achilles a Zelva.!) Pfipominaji rovnéz
praci renesan¢niho velikina védy i uméni Leonarda da Vinciho (1452—
1519), ktery se jako jeden z prvnich zabyval nejjednodussi variantou
kfivky pronasledovani. V této varianté je ukolem najit kiivku, po které
se plavidlo pohybuje pii pronasledovani jiného plavidla, které unika po
piimce, za predpokladu, Ze rychlosti obou plavidel jsou konstantni [2].
K feseni daného i dalsich obdobnych problému jsou vyuzivany diferenci-
alni rovnice. Prvnim, kdo podal obecné feSeni problému kiivky pronasle-
dovani, byl francouzsky geofyzik, astronom a matematik Pierre Bouguer
(1698-1758). Na praci P. Bouguera navazala pozdgji fada dalsich, jako
napiiklad britsky matematik a filosof George Boole (1815-1864), ktery
mimo jiné jako prvni pouzil oznaceni krivka prondsledovdni, americky
matematik Arthur Stafford Hathaway (1855-1934) a jini, ktef{ se zaby-
vali riznymi variantami kiivky pronésledovani [1].

Zamérem ¢lanku neni ovSem zkoumani riznych variant zminéného
problému (napi. Bouguerova tloha modelujici situaci pronésledovani ob-
chodni lodi piraty; Hathawayova tiloha modelujici situaci, kdy se proné-
sledovany pohybuje po kruznici, ¢ rtzné varianty tnikovych strategii),
nebot tyto jsou v dostupné literatufe jiz rozieseny, napt. [4]. Pozornost
bude upfena na problematiku tzv. virt (whirls), které predstavuji aproxi-
maci kfivek pronésledovani v mnohothelniku. Sledovat budeme moznosti
vyuziti nastroju stfedoskolské matematiky (zejména analytické geomet-
rie) pro FeSeni nékterych tloh souvisejicich se zminénymi atvary, pfi¢emsz

1 Zénon z Eleje (cca 490 pf. n. 1.7 — cca 430 pi. n. 1.?7) byl predsokratovsky fecky
filosof.
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kromeé uloh fesenych bude ¢ast uloh ponechéna k Feseni rovnéz Ctenari.
Reseni téchto uloh je uvedeno na konci ¢lanku.

1. Kf¥ivka pronasledovani a viry

V literatufe se jako jeden z piikladi kfivky pronasledovani uvadi mys7
problém, kde do kazdého rohu pravidelného n-thelniku umistime mys.
V jeden okamzik se za¢nou mysi pohybovat stejnou rychlosti tak, ze
kazda sméfuje k nejblizsi sousedni mysi (po sméru nebo proti sméru
hodinovych rucicek) po nejkratsi mozné dréaze. Vysledna trajektorie po-
hybu kazdé jednotlivé mySi ma tvar logaritmické spiraly (obr. 1 vlevo),
pfiéem)i jednotlivé spirdly se sbihaji ve stiedu n-thelniku (pdl spirdl)
3, 5].2

Obr. 1: Trajektorie pohybu mysi v pravidelném pétithelniku (logaritmické
spiraly), viry v rovnostranném trojihelniku

Viry l1ze chépat jako diskrétni aproximace kfivky prondsledovdn, kdy
nahrazujf hladkou kfivku linedrnimi taseky. Viry, kterymi lze spiraly apro-
ximovat, vznikaji postupnym vpisovanim posloupnosti n-tthelnika (za-
chovavé se tvar), pfi¢emz kazdy nasledujici n-thelnik (dcefiny) je zmen-
Seny a otoCeny o dany thel relativné k predchozimu n-thelniku (ma-
tefskému). Vrcholy dcefiného n-thelniku lezi na strandch materského
n-thelniku (obr. 1 vpravo).

2)Také se objevuji oznadeni jako bugs problem, dogs problem, apod. Vice napf.
http://mathworld.wolfram.com/MiceProblem.html
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Obr. 2: Viry ve Gtverci (nahofe), vnofené étverce (dole vlevo, dole vpravo)

Logaritmicka spirédla je rovinna kfivka ur¢ené rovnici v polarnich sou-
fadnicich®
_ b
p=ce”, (1)

kde b,c € R\ {0}. Hodnota koeficientu ¢ odpovida volbé 6 = 0, pro
neposunutou spirdlu ma tento bod soufadnice [c, 0]. Pro koeficient b plati,
ze b = cotg ¢, kde ¢ je tecny thel, ktery v daném bodé& spirdly svira
te¢na spiraly a polopfimka vychazejici z polu spirdly (pravodic¢), pfic¢emz

3)Polarni soustava soufadnic (polarni soufadnice) je takova soustava soufadnic v ro-
ving, u které jedna soufadnice (p) udava vzdalenost bodu od poc¢atku souradnic.
Druh4 soufadnice (0) udava thel spojnice tohoto bodu a poéatku od osy x.
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velikost thlu nezéavisi na volbé bodu (je konstantni, obr. 3). Pro b < 0
je logaritmicka spirala pravotociva, pro b > 0 je logaritmicka spiréla
levotodiva.

Obr. 3: Logaritmicka spiréla

Tecény thel ¢,, logaritmické spiraly tvorici vir v n-thelniku je konvexni
thel (obr. 4), ktery svira privodi¢ prochézejici vrcholem n-thelniku a
odpovidajici strana n-tthelniku (te¢na spiraly). Te¢ny thel v pravidelném
n-thelniku (n > 3) lze jednoduse urcit z podminky

(n+2)7r'

o (2)

¢n:

Cviceni 1. Pro koeficient b v rovnici logaritmické spiraly plati b =
= cotg ¢. UkaZte, Ze vzhledem k rovnici (2) pro koeficient b logaritmické
spiraly prochéazejici vrcholem pravidelného n-tthelniku rovnéz plati

b= —tg(n/n). (3)
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Obr. 4: Délka strany dcefiného &tverce

Poznamka 1. V dalsich oddilech budeme zkoumat nékteré vlastnosti
spiral tvoricich viry v n-tthelnicich a rovnéz vlastnosti n-thelniki, jejichz
vpisovanim vznikaji diskrétni aproximace téchto spiral. Takto umisténé
n-thelniky budeme v dalsich ¢astech oznacovat jako wnorené. Pro vy-
chozi (nejvétsi) n-uhelnik budeme v ¢lanku pouzivat oznaéeni obvodovy.

2. Viry ve ¢tvercich

Vrcholy vnofenych ¢tverct lezi na ramenech ¢tyt logaritmickych spiral
(obr. 2), které maji konstantni teény ahel, tj. stejnou hodnotu koeficientu
b v rovnici (1).

CviCeni 2. Urcete velikost te¢ného ahlu (¢,,) a hodnotu koeficientu b
spiral prochézejicich vrcholy &tverce.

Rovnice jednotlivych spiral se lisi hodnotou koeficientu ¢, ktery urcuje
pro volbu 6 = 0 misto, od kterého se spirala za¢ina vykreslovat (pocdtek

spirdly).

Priiklad 1. Urceme hodnotu koeficientu ¢ v rovnicich spiral prochézeji-
cich vrcholy ¢tverce.
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Reseni. Na prikladu vnofenych ¢tverci z obrazku 4 1ze ukéazat, ze hod-
nota koeficientu ¢ zavisi na délce strany a obvodového n-thelniku, poc¢tu
vrcholtt n-thelniku a poloze vrcholi. Jestlize z rovnice (1) vyjadifme
koeficient ¢ a pouZijeme FeSeni cvifeni (2), pak dostéavame

c=pe’.

Dale dosadime za p = av/2/2 (vzdéalenost vrcholu &tverce od pocatku)
af=w+(k—1)r/2, kde w je odchylka (radiany) p¥imky prochazejici
pocatkem a vrcholem A od kladné poloosy xz a k € {1,2, 3,4} je o¢islovani
vrchold obvodového &tverce v kladném smyslu (poéinaje I. kvadrantem)
a dostavame

= L‘/iewﬂk—l)w/% (4)

2

Priklad 2. Urceme délku strany |A; By | dcefiného ¢tverce, jestlize vzda-
lenost vrcholu A; jistého dcefiného ¢tverce od strany AB (|AB| = a,
obr. 4) obvodového ¢étverce je rovna hodnoté p.

Reseni. Podle situace znazornéné na obrazku 4 ma vrchol A; dcefiného
étverce souradnice

a—2 a—2
Al{ 5 pcotg& 5 p],
vrchol B; otofeny o tihel 7 v kladném smyslu souradnice

a—2p a—2p
2 72

B [ — cotg 0} .

Pro délku strany A; By dcefiného ¢tverce plati

-2 — 2p\2 -2 -2 2
|A1B1|\/(‘12pcotg9+a 5 p) +(a 5 p_a 5 pcotg@) ,

po tpravé a zjednoduseni
a—2p
V2sinf’

Priiklad 3. Ukazme, Ze pro délku strany A; By dcefiného ¢tverce rovnéz
plati

|A1B| = (5)

|AlBl‘ = ae’r/479. (6)
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Regend. Podle fedeni cviceni (2) je hodnota koeficientu b = —1 a rovnice

logaritmické spiraly prochézejici vrcholem A; je

2
a{eﬂ/479.

Jelikoz pro thel 6 (obr. 4) plati

a;2p B a— 2p

%\/5677/4—9 a a\/ieﬂ'/‘l*‘g ’

sinf =

pak po dosazeni do rovnice (6) a zjednoduseni dostavame

| A1 By | =

= a

V2sing V22

a—2p a—2p /40

Priklad 4. Urceme odchylku e strany A;B; dcefiného ¢tverce od od-
povidajici strany AB obvodového ¢tverce jako funkci velikosti uhlu 6

(obr. 4).

Resent. Odchylku mizeme vyjadfit ve tvaru

u-v
cose = ——,

- |V
kde podle obr. 4 plati

-2
u=B—-A=a(1;0), V:Bl—Alza P

Po dosazeni

(1;0) - (1 + cotg 6; 1 — cotg )
[(1;0)] - |(1 + cotg 0; 1 — cotg H)|’

cose =

a zjednodusSeni dostavame
2
cose = g(sinﬁ + cos ).
Velikost thlu ¢ vyjadiime pomoci funkce arkus kosinus
2
€ = arccos (%(sin& + cos 0)),
ktera je inverzni funkei k funkei kosinus (obr. 5).

Roénik 97 (2022), ¢islo 4
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Obr. 5: Zavislost velikosti odchylky & strany dcefiného étverce od odpovidajici
strany obvodového &tverce na velikosti thlu 6 (0 > 7 /4)

vy

Jednodussi variantou stanoveni velikosti thlu € v pfipadé, Ze zname
odchylku 0 vrcholu Ay od kladné ¢asti osy x, je porovnéni velikosti zmi-
nénych thla. Z obr. 4 snadno zjistime, Ze

e=60—m7/4,

kde strany materského a dcefiného ¢tverce sviraji stejny thel jako jejich
thlopiicky a dale

2
sine = sin(6 — 7/4) = g(sinﬁ — cosf),

a
V2
€ = arcsin (7(81119 — cos 0)),
nebo
cose = cos(f —w/4) = g(sine + cos ),
a

2
€ = arccos (%(sin@ + cos 9))

Cviceni 3. Vyjadiete z rovnice (7) vzdalenost p vrcholu A; strany dce-
finého ¢tverce od odpovidajici strany obvodového ¢tverce. Ve vhodném
programu (napf. Geogebra, Graph apod.) na grafech funkei uréenych
rovnicemi (7) a (8) ovéfte, ze maximalni hodnota vzdalenosti p nastava
pro 6 = 5m/4 (srovnejte rovnéz s obr. 5).
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3. Viry v rovnostrannych trojtihelnicich

Postupy pouzité v feSenych tilohach z kapitoly o vnofenych ¢tvercich si
miize ¢tenarl oveéfit na piikladu vnofenych trojuhelniki, kterymi budeme
pro potfeby této kapitoly myslet rovnostranné trojihelniky (se stfedem
v pocatku) s vrcholy obvodového trojahelniku umisténymi tak, jak je
patrné z obr. 6, tj. A[ﬁ ‘“/ﬂ, B{— g a\/ﬂ, C’{O, —“T‘/g}

27 6 27 6

Obr. 6: Viry v rovnostranném trojuhelniku (vlevo), vnofeny trojuhelnik
(vpravo)

Cviceni 4. Urcete tecny thel ¢, a hodnotu koeficientu b logaritmickych
spiral prochézejicich vrcholy rovnostranného trojihelniku.

Cvic€eni 5. Urcete hodnotu koeficientu ¢ v rovnicich spiral prochazeji-
cich vrcholy rovnostranného trojihelniku.

Cviceni 6. Urcete délku strany |A; B;| deefiného trojihelniku, jestlize
vzdalenost vrcholu A; jistého dcefiného trojuhelniku od strany AB
(|JAB| = a, obr. 6) obvodového trojtihelniku je rovna hodnoté p.

Cviceni 7. Urcete odchylku ¢ strany A;B; dcefiného trojihelniku od
odpovidajici strany AB obvodového trojihelniku jako funkci velikosti
thlu 6 (obr. 6).

4. Zavér
Viry vznikajici vpisovanim pravidelnych n-thelnikd bychom neméli
vnimat pouze jako zajimavou zvlastnost. Pokud si dobfe prohlédneme
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obrazky virt ve ¢tverci ¢i trojihelniku, pak lze uvazovat rovnéz o zcela
konkrétnich variantach vyuziti. Vzajemna vzdalenost a poloha jednotli-
vych vnofenych n-thelnika, délka a pocet jejich stran, thly seviené stra-
nami vnorenych n-thelnikt, prfipadné dalsi polohové ¢ metrické vlast-
nosti nabizi napt. moznost tisku obrazci se specifickymi optickymi pro-
jevy [7].

Viram podobné kifivky lze ziskat rovnéz postupem, ktery vychéazi
z Gielisovy transformace logaritmické spiraly (vice viz [6]).

Clanek se omezil na nékteré vlastnosti viri v pravidelnych n-thelnicich.
V literatufe lze rovnéz nalézt obdobné tatvary vznikajici v obecnych
n-thelnicich, napf. [3].

5. Reseni

Cviceni 1

(n+2)w cos(m/2 4+ w/n) _
2n sin(mw/2 4+ w/n)

cos(7/2) cos(m/n) — sin(w/2) sin(7/n) sin(m/n)

= sin(7/2) cos(w/n) + sin(w/n) cos(m/2) = ~ cos(n/n) = —tg(m/n).

b = cotg ¢,, = cotg = cotg(m/2 +7/n) =

Cviceni 2
Pro velikost te¢ného uhlu ¢,, a hodnotu koeficientu b plati
37
¢4 = Iv

0
b=—tg—=-1.
&1
Cviceni 3
Pro vzdalenost p vrcholu Ay strany dcefiného ¢tverce od odpovidajici
strany obvodového ¢tverce plati

p= g (1 — /2e7/470 sin9) .

Poznamenejme, Ze maximum p bychom ziskali z derivace predchozi rov-
nice, tj.

dp «a

= = ZV/2e™/*%(sin 6 — cos ),

a6 =2"? (sin )

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



kde pro 4¢ = ( dostavame po zjednoduseni

dp
tgh =1,
a dale 0 = w/4, o = 5m/4. Maximum vzdélenosti p nastava pro
6 = 5m/4.
Cviceni 4
Pro velikost te¢ného uhlu ¢,, a hodnotu koeficientu b plati
o
¢3 = Fa
b=—tg(r/3) = —V3.
Cviceni 5

Pro hodnotu koeficientu ¢ plati

¢ = Y3 VBratk-1yn/s

3
kde a je délka strany obvodového trojthelniku, k¥ = {1,2,3} je koefici-
ent urcujici pofadi vrcholu trojihelniku oznaéenych v kladném smyslu
po¢inaje I. kvadrantem a w odchylka polopfimky OA od kladné ¢asti
08y T.

Cviceni 6

Délku strany vnoreného trojuhelniku pro zvolenou vzdalenost p vr-
cholu ur¢ime jako délku strany |A;Bji| (obr. 6 vpravo). Vrchol A; vno-
feného trojihelniku ma soutadnice

V3a —6p

V3a — Gp}
6

Al:{ 6

cotgf,

a vrchol By oto¢eny o tihel %’T v kladném smyslu soufadnice

(V/3a — 6p) cos(6 + %% (v/3a — 6p)sin(f + 2??)} .

Bl:[ 6in 0 ’ 6in 0

Pro délku strany A; By dcefiného trojahelniku plati

3a — 6p\/§

A B| =
4151 6sin

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 4 11



Cviceni 7

Pro velikost thlu € plati

a dale

1
cose = §(sin9+ V3 cosh).

Velikost thlu e vyjadiime pomoci funkce arkus kosinus

€ = arccos (%(sinH + /3 cos 9))
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Game of SIM and Ramsey theory

Diana Bergerovd, Praha

Abstract. Ramsey theory, to quote an American mathematician Theodore
S. Motzkin, implies that complete disorder is impossible. We will demonstrate
key concepts of Ramsey theory on the famous SIM pencil game.

The SIM pencil game was invented in 1969 by a mathematician at the
Sandia Corporation laboratories, Gustavus Simmons, in Albuquerque,
who described the game in The Journal of Recreational Mathematics [5].
In his note he says that one of his colleagues picked the name as short for
SIMple SIMmons, and because the game bears resemblance to" the
familiar game of Nim [6]. Although Simmons was not the first to think
of it (the idea actually occurred independently to a number of mathe-
maticians), he was the first to publish it and to analyze it completely
with a computer program.

Rules of the game:

1. Place six vertices in a hexagonal arrangement.

2. The first player has a red crayon, the second player has a blue
crayon.

3. The first player draws a straight line between any two vertices.
4. The second player draws a straight line between any two vertices.
5. Players take turns drawing lines until one player has completed a

triangle in which all sides are of his colour and loses the game.

This combinatorial game is a zero-sum perfect-information® game
without chance moves®), such as Chess or Checkers. The only possible
outcomes are restricted to win-loss, loss-win, tie-tie, or draw-draw® (the

*Preklad slov, ktera jsou v textu vyzna&ena tu&né, naleznete ve slov-
ni¢ku pod ¢lankem.

2)A game has perfect information if each player is perfectly informed of all the
events that have previously occurred; there is no bluffing for example.

3)A chance move is a situation in which transitions from state to state depend on
other chance factors, such as the weather, earthquakes, or the stock market. These
games involve no rolling of dice, hidden information, or bluffing.

4Tie is an end position such as in a 3x3 tic-tac-toe, where no player wins, whereas
draw is a dynamic tie: any position from which a player has a nonlosing move, but
cannot force a win.
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zero-sum property). In case of a game of SIM on six vertices, a game
ending in tie-tie or draw-draw is also not possible, we will see in the rest
of this article that it is a consequence of Ramsey theory.

Fig. 1: A possible game of SIM where the red player loses

In his 1930 paper On a Problem of Formal Logic [4], Frank P. Ramsey
introduced and proved both an infinite and finite version of what is now
known as Ramsey’s theorem. His interest was to solve what he called “one
of the leading problems of mathematical logic”, namely to determine
whether a logic formula is true or false. The modern graph version of
Ramsey’s theorem follows.

Theorem 1 (Ramsey’s theorem). For all k,r there exists n such that
for every k-colouring of the edges of the complete graph K, , there is a
subset of r wvertices, where all edges connecting them are of the same
colour.

By graph (denoted G = (V, E)), we mean a non-empty set of vertices
V' connected by a set of edges E. A complete graph K, is a graph where
every pair of distinct vertices is connected via an edge, meaning it has

" n(n-1)
2 ="
=1
edges in total. If we colour all the edges with k colours, we get a k-

colouring of a graph.

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni



Ramsey theorem essentially asks: Can we always find a complete mo-
nochromatic subgraph of size r in a coloured K,,?7 And if not, how many
vertices must the initial graph have to find such a subgraph?

We would like to prove why in a game of SIM on six vertices a tie is
impossible. Suppose a graph has six vertices. Let us take an arbitrary
vertex, A. There are exactly five edges incident to A, of which, by the
pigeonhole principle, at least three are of the same colour. Without
loss of generality, we can assume the three edges are red and A is joined
with C, D, E, respectively. See Fig. 2. In order to avoid creating a red
monochromatic triangle, we colour edges {C, D}, {D, E}, {C, E} blue,
ergo creating a blue monochromatic triangle.

Fig. 2: Proof that a monochromatic triangle must always occur in a
2-coloured Kg

A game on six vertices determines a clear winner, but are we sure
that six is the least number of vertices that avoids a tie? The 2-coloured
complete graph in Fig. 3 serves as a counter-example, showing that five
vertices are insufficient to guarantee a monochromatic triangle. Thus,
six is the smallest number of vertices that cannot lead to a tie.

Fig. 3: A 2-coloured K5 that does not contain any monochromatic triangles

Of course, SIM can be played on graphs with a number of vertices
other than six. But how many vertices do we have to start with to gua-
rantee that one of the players actually wins? For that we coin the term
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Ramsey numbers. Ramsey number R(r, b) is the smallest possible integer
R € N such that all red and blue coloured graphs on R vertices either
contain a red monochromatic subgraph of size r or a blue monochromatic
subgraph of size b.

Very little is known about these numbers:

R(3,3) =6, R(4,4) =18,

but all we know about R(5,5) is that it lies between 43 and 48. As for
R(6,6), we can only dream of the result. Even the humble fact that

R(4,5) =25

(thanks to McKay, Radziszkowski, and their 1995 computer experiment)
took a year or so to verify. Only very rough general lower and upper
bounds on Ramsey numbers were established:

x 2% — 2
2 <R(k,k)<(k_1).

For instance, if we want to play SIM where we avoid a complete sub-
graph on four vertices, the bounds give us 4 as the lower bound and 20
as the upper bound on the minimal number of vertices avoiding a tie.
However, R(4,4) has been proven to be equal to 18, therefore all graphs
with fewer vertices will allow a tie.

b=3|b=4|b=5 | b=6
r=31|6 9 14 18

r=419 18 25 3541
r=295 |14 25 43-48 | 58-87

Tab. 1: A table of Ramsey numbers (or their bounds) for r,b < 6.

Paul Erdss, a famous Hungarian mathematician [2], developed and
popularized Ramsey theory significantly. Ramsey numbers were refor-
mulated as the Party problem. R(3,3) = 6 can be rephrased in the
following way: Six is the least number of guests at a party to guarantee
that at least three of them are mutual friends (they have already met
before the party) or at least three of them are mutual strangers (they
have not met before the party). To illustrate how difficult it is to deter-
mine R(6,6), Erdss fondly told an anecdote about an alien invasion.
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Aliens invade Earth and get ready to destroy the humankind—unless we
can correctly answer their question. If the aliens ask us what is the least
number of people at a party to guarantee that five of them are either
mutual friends or mutual strangers, we should gather all mathematicians
and try to test every possibility via brute force. If the aliens ask for six
friends or strangers, it would be easier to prepare for a war than to even
attempt to calculate it.

Concepts from Ramsey theory that we used on graphs can be ap-
plied on other mathematical structures. One of those structures are num-
ber sequences, which evolved into a stand-alone theorem called Van der
Waerden’s theorem (named after the Dutch mathematician Bartel L. van
der Waerden). Here is a little puzzle for the reader to introduce van der
Waerden’s theorem.

Problem 1. Find the smallest number N, for which applies that in a
sequence 1,2,3,..., N for any 2-colouring an arithmetic progression of
three terms could be found.

People have continued to work on Ramsey theory for over a century
(see [1] for other comprehensible problems from this field): from van
der Waerden and Ramsey in the 1920s, to Erdés and the Anonymous
group in the 1930s, to Greenwood and Gleason and their 1955 proof of
R(4,4), and to decades of work done by Radzikowski and Graham that
has continued into the 21st century. This demonstrates a strong com-
mitment to continuously produce new discoveries, which is bolstered
by real-world applications of Ramsey theory—finding patterns in rando-
mness quickly and efficiently is one of the most popular research topics
in computer science nowadays.

It could even provide insight into P vs. NP problems, such as the Tra-
veling Salesman Problem. The Traveling Salesman Problem asks, given
a list of cities and the distance between the cities, what is the shortest
route that visits each city only once and returns back to the original
city. These problems seek to identify how “difficult” a problem is to solve
with a computer, and have challenged researchers for several decades.
The Traveling Salesman problem itself has many applications in fields
other than mathematics, such as studying DNA sequences, building mo-
dern microchips, or general planning. The more that is known about
Ramsey theory the more tools we have to identify the complexity of
such problems.

Roénik 97 (2022), ¢islo 4 17



References

[1] Balkova, L., Hruskova, A., Matts, J., Schusser, J., Subert, E., Tépfer, M.:
Ramseyova teorie aneb priklady, které jsou pro pocitac prilis slozité. Roz-
hledy matematicko-fyzikdlni, 87 (2012), 4, pp. 8-15.

[2] Balkova, L., Erdés, P.: Zivot v citatech. Uctel matematiky, 19 (2011), 4,
pp. 227-237.

[3] Gardner, M.: Knotted Doughnuts and Other Mathematical Entertainments.
W. H. Freeman, New York, 1986.

[4] Ramsey, F. P.: On a Problem of Formal Logic. Proc. London Math. Soc.,
30 (1930), 4, pp. 264-286.

[5] Simmons, G. J.: The Game of SIM. J. Recreational Mathematics, 2 (1969),
2, pp. 66—66.

[6] Vopravil, V.: Hry Nim. Rozhledy matematicko-fyzikdlni, 95 (2020), 2,
pp. 16-31.

Slovnic¢ek: Game of SIM and Ramsey theory

arbitrary = libovolny

to bear resemblance to = podobat se

to bolster = podpofit

to coin the term = zavést termin

comprehensible = srozumitelny, pochopitelny

fondly = s oblibou

humble = skromny, pokorny

mutual = spolecny, vzajemny

pigeonhole principle = piihradkovy princip, princip holubniku

vertex (pl. vertices) = vrchol
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Elipsa, dcéra z rodiny kuzeloseciek

Viera éerﬁanovd, Pedagogickd fakulta Trnavskej univerzity, Trnava

Prva predstava dietata o elipse je zvycajne intuitivna. Elipsa je preni
zaobleny ttvar. Dieta totiZ rozumie pod elipsou nielen obvodovi &aru,
ale cely tutvar ohrani¢eny touto &arou. Zo vSetkych utvarov, ktoré dieta
pozna, mu elipsa najviac pripomina kruh, av8ak splosteny. Na druhom
stupni zékladnej Skoly si ziak osvoji pojem kruZnica ako mnozina bodov,
ktoré maju rovnaki vzdialenost od toho istého bodu, stredu. Toto je
vhodnym vychodiskom pre zavedenie pojmu elipsa.

Dva koliky, Spagat a krieda
Pripomenme si znamy pribeh o gazdovi a jeho koze.

1. Gazda zatlé¢ie na travniku do zeme kolik. K tomuto koliku priviaze
jeden koniec retiazky. Druhy koniec pripevni k obojku, ktory ma koza
okolo krku. Travnik je rozsiahly a retiazka pomerne krétka, takze koza
sa nedostane az po okraj travnika. Znalci vedia, ze koza je idedlna bio-
kosacka: spasie vSetku travu, ktort mé v dosahu. Aky utvar vypasie?

2. Tentokrat gazda zatléie do zeme dva koliky. Retiazku prevlecie cez
oc¢ko na obojku, ktory mé koza okolo krku. Ku kazdému koliku pri-
pevni jeden koniec retiazky. T4 je taka dlha, Ze spaja koliky a pritom
nie je napnuta. Napriek tomu, Ze je retiazka dlha, koza sa ani teraz
nedostane za okraj travnika. Stale vSak ma rovnaky apetit — spasie
vSetku travu, na ktora dosiahne. Aky utvar koza vypasie?

Obr. 1: Koza na luke
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Obvodova ¢iara v prvom pripade je kruZnica, vypaseny utvar kruh.
V druhom pripade je obvodova ¢iara vypaseného ttvaru elipsa. Na ma-
tematickom kruzku alebo na hodine matematiky je velkou zabavou si-
mulovat tuto situdciu kreslenim obvodovej ¢iary na tabulu alebo na zem.
Zamerajme sa na elipsu.

Potrebujeme primerane dlhy $pagat, dva koliky (prsty dvoch Ziakov),
z ktorych kazdy pevne pridfza jeden koniec Spagatu na tabuli, kriedu
alebo fixku. Treti ziak sa pomocou Spagatu a kriedy /fixky snaZi nakres-
lit ¢o najpresnejsiu ¢aru ohrani¢ujucu tizemie, ktoré koza dokaze vypéast.
Tato aktivita zdanlivo zaberie zbyto¢ne vela ¢asu, z vlastnej skusenosti
vSak mozem potvrdit, Ze ju Ziaci ocenia: atmosféra je uvolnena, socidlne
vazby sa posilnia, krdsa matematiky opét raz vynikne. Ziaci samostatne
objavia, Ze utvar je simerny podla dvoch kolmych priamok: tej, ktora
prechédza dvomi pevnymi bodmi, a podla osi tise¢ky ohranicenej prave
tymito bodmi. Je teda stmerna aj podla stredu tejto usecky. Vdaka
vlastnej aktivite a pozorovaniam si ziaci osvoja prislusnid ohniskovi de-
finiciu elipsy a niektoré vlastnosti lepsie, nez keby im ich ucitel predlozil
ako hotovy fakt.
Definicia 1. Elipsa je mnozina bodov v rovine, ktoré maju rovnaky
stucet vzdialenosti od dvoch pevnych bodov leziacich v tej istej rovine.

Dva pevné body, ¢ize koliky v pribehu o koze, volame ohniskd. Pri-
rodzene, stucet vzdialenost! uvedeny v definicii je vAcsi, nez vzdiale-
nost ohnisk. Ked ohniskd priblizujeme k sebe, elipsa sa svojim vzhla-
dom stale viac zaokrtihl'uje a podob4 na kruznicu. Akonahle sa ohniska
spoja do jedného bodu, skuto¢ne dostaneme kruznicu. Kruznicu by sme
teda mohli povazovat za Specidlny pripad elipsy. To sa aj zvykne robit,
ak v prislusnej situécii nepotrebujeme vlastnosti elipsy, ktoré kruznica
nema, alebo naopak.

Najdeme elipsu aj inde?

Elipsa je mimoriadne zaujimavy a uzito¢ny objekt s dlhou histériou.
V online encyklopédii Wikipédia st jej venované ¢lanky v mnohych ja-
zykoch. Francizska a anglicka verzia, z ktorych sme Giasto¢ne Cerpali, st
obzvlast bohaté na informaécie.

Rotaciou elipsy okolo osi simernosti prechadzajtcej ohniskami dosta-
neme rotacny elipsoid. Kazda rovina obsahujtca tato os sa s nim pretina
v elipse totoznej s pdévodnou elipsou. Vsetky tieto elipsy maja spolo¢né
ohniské, ktoré su zaroven ohniskami elipsoidu. Preto nasledujtica odra-
zovd vlastnost elipsy plati aj v elipsoide:
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Vlastnost 1. Lic¢ vychddzajici z jedného ohniska sa odrazi od elipsy
a vrdti sa do druhého.

Odrazova vlastnost elipsy ma uplatnenie v optike: svetlo Ziarovky u-
miestnenej v jednom ohnisku eliptického zrkadla sa $iri na vSetky strany.
Po odraze od povrchu zrkadla sa v druhom ohnisku kumuluje svetelny
zvazok.

Podobne v akustike: zvuk vychédzajaci z jedného ohniska sa odréaza
naspat dovnitra elipsy (elipsoidu) a kumuluje v druhom. Tym sa kom-
penzuje strata zvukovej energie sposobend prekonanou vzdialenostou.
V davnej minulosti (moZno aj teraz?) obcas cielene vyuzili tuto vlast-
nost elipsy v architekture a v stavebnictve. Niektoré stredoveké name-
stia boli lemované arkddami s eliptickymi oblukmi, pripadne mala cast
klenby v niektorej miestnosti elipticky prierez. V takom pripade mohla
osoba umiestnena v jednom z ohnisk polahky odpocivat rozhovor osob
v druhom ohnisku, a to aj vtedy, ked sa rozpravali poSepky.

Lu¢ moéze byt nielen svetelny ¢i zvukovy, ale aj iného druhu. Ak by
malo napriklad hokejové ihrisko elipticky tvar, potom by sa puk vystre-
leny priamociaro z jedného ohniska odrazil od mantinelu a vletel by do
druhého ohniska.

V medicine sa vyuZziva pri lie¢be ¢oraz rozsiahlejsieho zoznamu tazko-
sti tzv. rdzova vlna, ako sa do¢itame na portali WikiSkripta.eu. Priblizme
si jej princip na terapii oblickovych alebo zl¢ovych kamenov prostrednict-
vom litotripsie extrakorpordlnou rdzovou vinou. Tlakové viny vysielané
z jedného ohniska umiestneného mimo tela pacienta sa po odraze od
eliptického zrkadla koncentruji v druhom ohnisku lokalizovanom presne
v problematickom mieste v tele. Ide o neinvazivnu metoédu, pri ktorej
dochéadza k privedeniu tlakovej energie postacujiicej k naruseniu kamien-
ka bez poskodenia tkaniva.

Vo svete, ktory néas obklopuje, sa stretavame aj s elipsami, ktoré sa
tu bez umelého zasahu ¢loveka. Johannes Kepler (1571 - 1630) dokazal,
Ze planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych drahach (trajektoriach),
pri¢om Slnko sa nachadza v jednom ich spolo¢nom ohnisku. Toto tvrde-
nie je zname ako prvy Keplerov zdkon.

KuZel a jeho rezanie

Elipsa patri do rodiny rovinnych kriviek, kuzeloseciek. Pozrime sa,
s ¢im suvisi nazov kuzelosecka.
Nekoneéna rotacna kuzelova plocha rozpinajuca sa na obidve strany
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a jej rezanie rovinami st pomerne jednoduché na predstavu. Tento ¢la-
nok je venovany elipse, ale bola by Skoda neuviest spolo¢nu definiciu pre
vSetky typy requldarnych kuZelosecicek, ¢ize takych, ktoré nie st deformo-
vané na bod, priamku alebo dvojicu priamok. Ked sa $tudenti stretna
s touto definiciou, uz poznaji pojmy kruznica, elipsa, parabola, hyper-
bola, hoci v inom kontexte. Vdaka tomu dokazu samostatne rozhodnit,
ktora kuZzelosecka vznikne pri jednotlivych poziciach rezovej roviny.

Obr. 2: Kuzelosecky

Definicia 2. KuZelosecka je rovinné krivka, ktora vznikne ako prienik
rotaénej kuzelovej plochy s rovinou, ktora neprechadza vrcholom plochy.
Pritom:

e rovina kolmé na os kuZelovej plochy pretina plochu v kruZnici,

e rovina rovnobezn4 s hranou kuZzelovej plochy na nej vytina para-
bolu,

e rovina, ktora pretina iba jednu ¢ast kuzelovej plochy, nie je kolméa
na jej os ani nie je rovnobeznd s hranou, pretina plochu v elipse,

e priostatnych polohach pretina rovina obidve ¢asti kuzelovej plochy
a prienikom je hyperbola.

Rozsirme si databazu poznatkov o tretiu, pre nas posledni definiciu.

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni



Ohnisko a riadiaca priamka

Tentokrat sa elipsa spolu s parabolou a hyperbolou vynoria z celkom
odlisnej geometrickej situacie. Na rozdiel od zavedenia kuzelosecky ako
prieniku kuZelovej plochy a roviny sa tento spodsob javi byt menej né-
zorny, az umely.

Definicia 3. Nech d je Tubovolna priamka a F je bod, ktory na nej
nelezi. Nech e je kladné ¢islo. Mnozina bodov roviny uréenej priamkou d
a bodom F, ktorych pomer vzdialenosti od bodu F a od priamky d je e,
je kuzelosecka. Pritom:

e ak 0 < e < 1, kuZelosecka je elipsa,

e ak e = 1, je to parabola,

e ¢ > 1, je to hyperbola.

Priamku d volame urcujica (riadiaca) priamka kuzelosecky, bod F je
jej ohnisko. KuZelosefka s dvomi ohniskami mé dve urc¢ujtuce priamky,
ku kazdému prislicha jedna. Cislo e volame ezcentricita (vystrednost).
Tymto sposobom nie je mozné definovat kruznicu.

Zastresujuca analytickd geometria

Po troch celkom odlisnych definiciach elipsy zékonite prichadzaju fi-
lozofické otazky: Su tieto definicie ekvivalentné? Ak dno, ako sa to dd
dokdzat nazorngm spdsobom? A kto na to vébec prisiel?

V stcasnej matematike pozname silny nastroj, ktorym je analyticka
geometria. Pomocou vhodne zvolenej stiradnicovej ststavy je mozné po-
merne jednoducho dokézat, Ze uvedené definicie elipsy su skutocne ek-
vivalentné, ba je mozné sformulovat aj d'alsie s nimi ekvivalentné defini-
cie. Zial, pri pouziti takéhoto pristupu je geometria potlacené algebrou,
a tak nevynikne krasa geometrickych savislosti. Preto sa nebudeme utie-
kat k analytickej geometrii, ale neskor prinesieme geometrické prepojenie
v8etkych troch definicii elipsy, ktoré sme uviedli v tomto ¢lanku.
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Pravouhly trojuhelnik v pravothlém trojahelniku

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Pfi vyuce matematiky nesmime zapominat, Zze jeden ze zékladnich
rysi matematiky je zpiisobilost otazky zobecfiovat a nezastavovat se
u konkrétnich pripadi. Obecné feSeni je totiz ¢asto nézornéjsi, prinasi
hlubsi porozuméni a specialni piipady vysvétluje. V pristupu k vyuce
matematiky bychom méli mit tento prvek stéile na paméti. K objas-
néni tohoto procesu muze poslouzit tloha 269 a jeji feSeni v ¢asopisu
Matematika—fyzika—informatika [1, Uloha 269] (v citaci jsme si dovolili
oznaceni bodit M a L zaménit):

Uloha ([1, Uloha 269]): Je ddn pravoihly rovnoramennsj trojihelnik
ABC, v némz K je stred jeho pfepony AB. UvaZujme pravouhly troji-
helnik KLM s pravym whlem pti vrcholu L, kde vrcholy L, M lezi po
Tadé uvnitt odvésen AC, BC. Sestrojte bod M tak, aby tisecka BM méla
co nejmensi délku.

Uloha je velmi specialnim piipadem obecného problému, ktery mu-
zeme formulovat takto:

Obecna aloha: Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB.
Na pFimce AB zvolme bod K. Popisme mnoZinu vech pravouhljch troj-
thelnikiu K LM s pravym dhlem pii vrcholu L, kde bod L leZi na ptimce
CA a bod M na piimce BC. Konstrukce trojihleniku K LM definuje
zobrazeni bodi L primky C A na body M primky BC'. Popiste toto zob-
razent jako funkci pritazujici orientované vzddlenosti bodu L od bodu A
orientovanou vzddlenost bodu M od bodu B. Popiste zdvislost této funkce
na volbé bodu K na piimce AB.

Vyse uvedené zobecnéni poslouzi ¢tenari jako mozna tloha k procvi-
¢eni po prostudovani ¢lanku. Abychom tento ¢lanek zpiristupnili co nej-
§irsimu okruhu studentli, omezime se na nasledujici ¢aste¢né zobecnény
pripad:

Nase uloha: Je ddn pravouhly trojihelnik ABC, v némz bod K leZi na
preponé AB. Uvazujme pravoihly trojihelnik K LM s praviym whlem pri
vrcholu L, kde vrchol L lezi na odvésné C A a vrchol M na piimce BC.
Sestrojte bod M tak, aby usecka BM méla co nejmensi délku.
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Nadéle je tedy ABC pravouhly trojihelnik s odvésnami délky a =
|BC|, b = |CA| a pieponou délky ¢ = |AB|. Trojuhelniku ABC je pii-
fazen pravouhly trojuhelnik ABM,, kde My je prisec¢ik piimky BC a
kolmice na pfeponu AB vzty¢ené v bodé A (viz obr. 1).

Obr. 1: ABC-pfifazené trojuhelniky KL;M;, i =0,1,2,3,4,5,6

Budeme studovat pravoihlé trojihelniky K LM pridruzené k troj-
thelniku ABC' nésledujicim zptisobem. Vrchol K je bodem pfepony
AB,K # A. Vrchol L lezi na odvésné CA, L # C. Vrchol M lezi na
piimce BC' tak, ze thel K LM je pravy. Vrchol M tedy lezi na polo-
pifmee MyB (viz obr. 1 a obr. 2). Abychom si uleh¢ili vyjadfovani, bu-
deme kazdy takovy pravouhly trojuhelnik K LM nazyvat ABC-pfifazenyj
trojuhelnik. Na obr. 1 je takovych trojuhelnika zobrazenych osm: K L; M;
proi=0,1,2,3,4,5,6 a KL*M*. Vsimnéme si, ze My = M5 a Ze pravo-
ahlé trojuhelniky ACM, kde M je libovolny bod prodlouzené odvésny
BC, M # C, nejsou ABC-pfifazené trojiuhelniky. Podminka K # A zaru-
¢uje, 7e vrchol M je jednoznaéné uréen volbou vrcholi K a L. (Nazornou
predstavu miiZze ¢tenaf ziskat volbou poloh vrchola K a L v [2].)

Ozna¢me P patu kolmice vedenou vrcholem K na odvésnu C'A. Du-
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lezitou roli bude v tomto ¢lanku hrat st¥ed tsecky PC. Ozna¢me ho L*,

tedy |PL*| = |L*C).
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ALy Lo 1
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Obr. 2: Vrchol M je funkci vrcholu L: Zobrazeni AC na MoM™

Cely c¢lanek vyuziva dilezity pojem podobnosti trojihelniki. Z podob-
nosti trojihelnikt ABC, AKP a MyAC na obr. 1 plynou tyto vztahy,
kde z = |AK|:
be b?

(1)

bx ax
|AP|=—, |KP|=—, |AMy|=—, |MC|=—.
c c a a

Necht KLM je ABC-pfifazeny trojihelnik. Kromé oznaceni délky
usecky AK pismenem z, oznatme |AL| = y a [CM| = z. Nasledujici
tvrzeni krok za krokem povedou k feSeni nasi ulohy. Prvni tvrzeni je
pozorovani, které si ¢tenar jisté sim overi.

Tvrzeni 1. Pro libovolnou volbu bodu K # A na preponé AB a bodu L
na useéce AP je vrchol M ABC-ptitazeného trojuhelniku K LM bodem
usecky MyC'. Tato konstrukce trojihelniki K LM definuje vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni (bijekci) bodi usecky AP na body usecky MyC, které

zachovdvd uspotrdddni.
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Tvrzeni 2. Pro kazdy ABC-pfitazeny trojihelnik K LM s vrcholem L
na usecce AP plati

o =|om| = L=br =) y)c(f;x ), 2)

Pro pevné danou vzddlenost v = |AK| je vzddlenost z = |C M| kvadra-
tickou funkci f proménné y = |AL|, 0 <y < %,

c blc+x b?
o Metn) B
ax ax

Plati, f(0) = £ a f(2) = 0.

z=[fly) = 3)

Diikaz. Uzitim podobnosti trojuhelniki LK P a M LC dostaneme:

_|LC|-[LP| _ |LC|- (JAP| ~ |AL))
| K P| | K P|

C-y(* -y _ (b-y)lbz—cy)

pii¢em? v piedposledni rovnosti jsme vyuzili vztaht (1). Upravou vztahu
uz je snadné odvodit (3) a vypoéitat hodnoty f(0) a f(%2).

Nasledujici tvrzeni se tykd piipadu, kdy bod L lezi na tuseéce PC),
L # C. Zahrnuji v sobé analogie tvrzeni 1 a 2.

Tvrzeni 3. Pro libovolnou volbu bodu K # A na pFeponé AB a bodu L
na usecce PC je vrchol M ABC-pfifazeného trojihelniku K LM bodem
usecky CM*, kde bod M* lezi na odvésné BC' ve vzddlenosti

b (c — x)?

@ =loMT] = dacz

(4)
od bodu C (viz obr. 1). Pfitom

(b —y)(cy — bx)

z=|CM|= -

(2)
a tato vzddlenost je tedy (pii konstantnim x = |AK|) ddna kvadratickou
Sfunkct
¢ b(c+ x) b2
p=gly)=——y+———y——.
ax ax a

(3
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Platz’g(bf) = g(b) = 0. Proto funkce g(y) nabyvd ve stredu L* secky
CP mazima a plati

N o blc+x
v = A = 2

()
Diikaz. Vztah (2') lze op&t ovérit uzitim podobnosti trojuhelnika LK P
a MLC. Jeho upravou pak ziskdme vztah (3’). Ovérit, Ze maximalni
vzdalenost bodu M ABC-pfifazenych trojuhelnika K LM od vrcholu C
je dana vztahem (4), miZeme apravou vzorce pro funkci g: D

9ly) = _?Cg: [(y_ b(c;; :c)>2 B bQ(Z;I)Q] |

Vidime ihned, Ze tato funkce (jejimZ grafem je parabola, viz obr. 2)
nabyva maximéalni hodnotu vyjadienou vztahem (4) pro y* dané rov-
nosti (5).

Zde je dulezité zdiraznit, ze odvodit vzorec (4) lze téZ jednodussim
zpisobem, jak uz naznacila posledni véta tvrzeni 3. Kazda kvadraticka
funkce ma totiz extrémni hodnotu (maximalni & minimalni) v aritmetic-
kém praméru dvou proménnych, v nichz nabyva stejnou hodnotu. Nase
funkce nabyva hodnotu nula v pfipadé, ze L = P nebo L = (', a maxima
tedy ve stiedu L* tusecky PC.

Jednou z pfirozenych otézek je nyni urcit polohu bodu K tak, aby vr-
chol M* prislugného extrémniho ABC-pfifazeného trojihelniku splynul
s vrcholem B. Takovy bod budeme znacit Kp (a p¥islusné vrcholy L}; a
M}). Situace je zobrazena na obr. 3.

Tvrzeni 4. Necht pro extrémni ABC-pritazeny trojuhelnik KL*M*
je M* =B, tj. K = Kg, L* = L™ (viz obr. 3). Potom

2
clc—a
IB:|AKB‘:(I)72)
a4 2 2
. . b* + (c—a)
Yp = ‘ALB| = 9y

1 Pripomefime, e doplnéni vyrazu ry2 + sy na &tverec r(y + %)2 pii vySetifovani
kvadratické funkce pouzival jiz pred vice nez tisici lety ve své knize Muhammad ibn
Musa Al-Khwarizmi (780-850).
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Dukaz: Vyraz pro xp obdrzime dosazenim z*

= a ve vztahu (4) a
vyuzitim Pythagorovy véty ¢ = a?+b%. Pro x g dostaneme kvadratickou
rovnici s kofeny

c(c+a)?

b2
z nichz pouze

2
c(c—a
L
vyhovuje podmince, Ze bod Kp lezi na preponé AB.
Cviceni 1. Vysvétlete geometrickou konstrukei bodi M* a Kp tak, jak
je naznacena na obr. 3

C
(a)

IPL*|=|L"C]|

|AD|=|AB|-|BC|=c—a
|AE|=|AD|
AAFE ~ AADC
|APg|=|AF
[PeLg|=IL5C|

A

(o) 3

B=M}
Obr. 3: Konstrukce ABC-pfifazenych trojuhelnika K L*M*

a KpLp Mg
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Vime, Ze vrcholy M ABC-piifazenych trojihelniki lezi na polopfimce
My B. Zopakujte si blizsi uréeni polohy vrcholi M feSenim nésledujiciho
cviceni.

Cviceni 2. Popiste podminky, které musi spliiovat vrcholy K a L ABC-
-prifazenych trojihelnikd, aby bod M lezel

(i) na usetce MyC,

(ii) na tse¢ce CB,

(iii) mimo tsec¢ku My B.

Odpovédi na otazky (i) a (ii) si lze zkontrolovat, naleznete je v pred-
chozim textu. V odpovédi na pfipad (iii) je K bodem usetky AKpg,
K # A, K # Kp a odpovidajici L lezi na tsec¢ce L'L”, pFi¢em?

L/%LH, L?éL/, L#L//
a KL'B a KL"B jsou ABC-piifazené trojuhelniky.

Na zavér piipojme jesté malou poznadmku tykajici se zobrazeni boda
prepony AB na body prodlouzené odvésny C'B pomoci extrémnich ABC-
-pfifazenych trojihelniki.

Jedna se o funkci

b (c — )2

dacx

h(z) = (viz (4))

vyjadiujici vzdalenost |CM*| v zavislosti na volbé z = |AK]|. Jejim gra-

fem je hyperbola, pri¢emz jedna ze souradnicovych os je jeji asymptotou
a druhé jeji tenou (viz obr. 4).

Ctenari doporucujeme, aby se vratil k obecné tloze zminéné na za-
¢atku tohoto ¢lanku a zkusil ji vyFesit. Pomiickou muze poslouzit refe-
rence [3].

Podé&kovani.

Dékuji doc. Ing. Lubomife Dvoiakové, Ph.D., za kone¢nou tupravu
¢lanku véetné jeho nazvu.
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Obr. 4: Zobrazeni bodi prepony AB na body prodlouZzené odvésny C'B pomoci
extrémnich A BC-pfifazenych trojihelnika
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MATEMATICKE ORISKY

Hratky s posloupnostmi celych Cisel

V 1Q testech ¢i testech v8eobecnych studijnich predpokladi se ¢asto
pozaduje logicky doplnit dalsi ¢len ¢iselné posloupnosti, kteréd je zadané
pomoci par prvnich ¢lent. Jiz mnohokrat jsme se setkali s dotazy zaka
a studenti, zda je mozné, Ze existuje vice spravnych doplnéni. UkéZeme,
7ze z hlediska matematiky je tloha nesmyslna, protoze kazdou danou
kone¢nou posloupnost lze logicky rozsitit nekone¢né mnoha zpiisoby.

Naprtiklad posloupnost

a1:27 (12:4, a3:6, (14:8,... (1)
1. miZe pokracovat as = 1918 (rok vzniku Ceskoslovenska) vzorcem

1
ap = %7# — 795n° + £265n2 — 3973n + 1908.

Toto ¢islo je vzdy celé, o tom se presvédéime v dalsi sekci tohoto
prispévku. Presvédcte se, Ze a5 = 1918.

2. Zvolime-li
an =n* — 1013 + 3512 — 48n + 24,
mame zajisténo, Ze posloupnost je celoc¢iselnd, splituje rovnosti (1)
a a5 = 34.
3. PredepiSseme-li si paty ¢len libovolné celym ¢&islem ¢, potom
c—10 4, 5(c—10) 45 35(c—10) 5, 25¢—274
20 " 12 T T T 1 7

je obecny ¢len celodiselné posloupnosti, ktera spliwje (1) a a5 = c.

+c—10

Ap =

4. Pokud nejste zcela uspokojeni, pfedepiste si cela ¢isla ¢ a d a pie-
svédcte se, ze

d—>5c+38 5 3d—16c+124 , 17d —95c+ 746 4
= n° — n-+ n’ —

anp

120 24 24
~ 45d — 262(310 + 2060n2 n 274d — 16122(:)6 + 13152n 4 6e—d—48

je obecnym ¢lenem posloupnosti spliwjici (1) a a5 = ¢ a ag = d.
To, Ze je tato posloupnost celo¢iselné, se dozvime v dalsi sekci.
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Jsou pro vas tato fakta zajimavym piekvapenim? Pojdme si je vy-
svétlit.

Kli¢em k hlubsimu porozuméni struktury celo¢iselnych posloupnosti,
které jsme vidéli na piikladech v pfedchozi sekci (a které nazyvame arit-
metickymi posloupnostmi vysstho fadu), jsou dva objekty: polynomy @y,
kde k =0,1,2,..., definované rozsifenim definice kombina¢nich &isel (Z)
a diferen¢ni trojuhelnik definovany vyuzitim ,diference* polynom.

Pro kazdé celé nezéaporné ¢islo k definujme funkci @, realné proménné
T pomoci

(N _wz-1(@—-2)--(r—k+2)(x—k+1)
cpk(”‘(k;)_ k(k—1)(k—2)---2-1 pro k= 1

Do(z) = <§) ~ 1.

Tyto polynomy (s racionalnimi koeficienty) maji v pfirozenych ¢islech
n celo¢iselné hodnoty (2), totiz pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny,
kterd ma n prvka.

V piedchozich pfikladech byl obecny ¢len a,, dané posloupnosti vyja-
dfen vyrazem, ktery lze pfepsat v pfipadech 1. az 4. postupné

205(n — 1) + 2,

(n—1) n—1) 4 190804(n — 1),
280 (n — 1) + 2,

(n—1)

(n—1)

)
n—1)424P4(n — 1),
20(n — 1) + 28, ) + (c — 10)By(n — 1), (2)
20g(n — 1) + 29, )+ (c—10)Py(n—1) +
+ (b—5a+ 38)®5(n — 1).

n—1

n—1

~ o~ o~ o~

+
+

Celociselné polynomy, tj. polynomy s racionalnimi koeficienty, jez maji
v celych é&islech celociselné hodnoty, vzbudily nebyvaly zajem, kdyz Ge-
orge Polya, znamy svou uspésnou knizkou ,,How to solve it“ (v ceském
piekladu ,,Jak to Tesit?“), v roce 1915 popsal, Ze jsou vzdy celociselnymi
kombinacemi polynomu ®;. Tomuto tématu se budeme nyni vénovat. Ce-
lo¢iselné polynomy nédm pak umozni nachazet celo¢iselné posloupnosti
s predepsanymi pocate¢nimi hodnotami. KdyZ totiz chceme najit po-

sloupnost a,, s predepsanymi hodnotami v bodech n = 1,2,...,d, pak
stadi najit celo¢iselny polynom P(x) s pfedepsanymi hodnotami v bo-
dech x =1,2,...,d a poloZit a,, := P(n) pro kazdé pfirozené n.
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Metoda, jak celo¢iselné polynomy obdrzet, vyuziva operace, kterou
budeme nazyvat diferenci daného polynomu: Pro polynom P(z) = P (x)
definujme

Py(x)=Pi(z+1) — P ()
a obecné
Poii(x) =Py(x+1)— P,(z) pron=1,2,...
Nésledujici tabulka ilustruje tuto operaci pro polynom

1 1 59

gl’g — 5172 - Ex—!—Q
Pripojena tabulka zaroven vyjadiuje hodnoty prislusnych polynomu v ce-
lo¢iselnych hodnotach 1, 2, 3, 4, 5.

polynom hodnotaprox =1 x=2 x=3 x=4 x=25

P(z) = Pi(z) =

Ix3 - 1x2-8%9x+9 ~-1|-10 —-16 —17 —11

Py(z) =P(x+1)— Pi(x) =
x2 - 10 -9/ -6 -1 6 /15

Py(z) = Pa(x 4+ 1) — Po(x) =
2x +1 3|5 7/9 11

Py(z) = Ps(z+1) — P3(z) =
2 2 | 2/2 2 2

Ps(x) = Py(xz+ 1) — Py(x) =
0 0/0 0 0 O

P(x) = -1(5") —9(7") +3(3") +2(5")
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Hodnoty v kazdém radku jsou tedy rozdily hodnot v fadku predché-
zejicim

-1 -10 -16 —-17 -11
-9=-10+4+41 -6=-16+10 -1=-174+16 6=—-11+17 15
3=-6+9 5=—-1+6 7T=6+1 9=15-6 11
2=5-3 2=7-5 2=9-7 2=11-9 2
0=2-2 0=2-2 0=2-2 0=2-2 0

a vyjadreni P(z) ve tvaru linearni kombinace polynomu (xal), (Iil),

(151) a (xgl) s celo¢iselnymi koeficienty je uréeno prvnim sloupcem
v tabulce. Vy8e uvedené tvrzeni si v budoucnu v Rozhledech dokazeme,
viz [4]. Matematikové vyjadiuji Polyovu vétu slovy:

MnoZina {®(z) | k € {0} UN} je bdzi raciondlniho vektorového pro-
storu vsech celociselnijch polynomai.

Nyni uz nechame na ¢tenafi, aby si pomoci vySe uvedeného postupu
odvodil tvar posloupnosti z tvodniho prikladu a porovnal své vysledky
s (2). Pro ¢tenéfre, ktefi jsou zvédavi, pro¢ nami uvedeny postup fun-
guje, a nechtéji ¢ekat na budouci ¢lanek v Rozhledech, doporuéujeme
publikace [1, 2, 3].
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FYZIKA

Mionovy urychlovac

Zdenék Hubdcek, FJFI CVUT, Praha

Uvod

Urychlovace ¢astic slouzi v ¢asticové fyzice k dodani kinetické energie
a naslednému srézeni ¢astic. Produkty vzniklé v téchto srazkach posky-
tuji fundamentalni informace o struktufe hmoty a o zakonitostech mikro-
svéta. Velky hadronovy urychlova¢ [1] (Large Hadron Collider (LHC))
v Evropské laboratofi pro ¢asticovou fyziku CERN je nejvétsi védecky
pristroj, ktery byl kdy postaven. Ve srazkach ¢astic na tomto urychlo-
vaci byl poprvé pozorovan Higgsiiv boson, posledni chybéjici elementarni
¢astice ve Standardnim modelu, teorii popisujici chovani ¢astic v mikro-
svété. V soucasnosti probihaji diskuze o tom, jaky urychlova¢ by ho
mél v budoucnosti doplnit. Jednou z moznych alternativ by mohl byt
urychlova¢ miont, tézsich sourozenctu elektroni.

Je vitbec mozné takovy urychlovaé zkonstruovat? V nasledujicim textu
popiSeme miony, urychlovace ¢astic a probereme vyhody a nevyhody
potencialntho urychlova¢e mioni.

Mion

Mion je jednou z elementarnich castic, které zname. Elementéarni
¢astice obecné délime podle jejich vlastnosti. Zakladnimi stavebnimi
kameny hmoty jsou leptony a kvarky, které nazyvame fermiony, tj. ¢as-
tice s polo¢iselnym spinem (napf. 1/2). Fermiony se navzajem ovliviiuji
pomoci 4 druhti interakei, gravitaéni, elektromagnetickou, slabou a silnou
jadernou. Tyto sily jsou zprostfedkoviny vymeénou interakénich ¢astic,
tzv. bosonil, ¢astic s celo¢iselnym spinem (foton pro elektromagnetickou,
bosony W a Z pro slabou jadernou a gluony pro silnou jadernou inter-
akcl, viz. obr. 1). Gravita¢ni interakci nebudeme na trovni elementarnich
¢astic uvazovat. Kvarky, jediné elementarni fermiony, které interaguji
silng, spolu dohromady mohou vytvofit mezony (par kvark—antikvark)
nebo hadrony (z trojice kvarki, sem pat¥i naptiklad proton a neutron).
Mezi leptony (které interaguji elektromagneticky nebo slabg) patii elek-
tron, pravé mion, 7-lepton a ke kazdému jeho neutrino. Mion je tedy

néco jako t&z3f sourozenec elektronu — ve vét§iné ohledt se chova taplné
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stejné jako elektron, jen jeho hmotnost je zhruba 200krat vétsi. Diky své
podobnosti miize mion napiiklad nahradit elektron v atomovém obalu.
Kviili své hmotnosti takovy mion obihé blize atomovému jadru (v kvan-
tové mechanickém popisu presnéji fekneme, Ze pravdépodobnost jeho
vyskytu v blizkosti jadra je vyssi) a tim padem i tyto ,exotické“ atomy
mohou mit i jiné chemické vlastnosti. Napfiklad exoticky atom odvozeny
od normalnfho atomu helia *He (kde 4 udavd hmotnosti &islo — 2 protony
a 2 neutrony, protoze hmotnost elektront vii¢i nim je zanedbatelna) by
mohl byt vtipné piejmenovin na +'He.

Obrazek 1: Castice Standardniho modelu, pevzato z |2]

Mion byl objeven v roce 1936 Carlem D. Andersonem a Sethem Ned-
dermeyerem pti zkoumani kosmického zafeni dopadajiciho z vesmiru na
Zemi. Pfi prichodu ¢éastic magnetickym polem pozorovali drahy ¢astic
zakfivené jinak, nez by odpovidalo v té dobé znamym ¢asticim. Polo-
mér zakfiveni drahy v magnetickém poli je zavisly na elektrickém naboji
¢astice a jeji hmotnosti. Za pfedpokladu, Ze by tato nové pozorovana ¢as-
tice méla stejny elektricky naboj jako elektron, by jeji hmotnost musela
byt vyrazné vétsi nez hmotnost elektronu, ale zaroven o dost mensi nez
hmotnost protonu. Jeji ptivodni nazev byl mesotron — ve smyslu stfedni.
Zéaroven v té dobé existoval prvni model silné interakce mezi protony a
neutrony. V tomto modelu Hideki Yukawa predpokladal, Ze tato inter-
akce je zprostfedkovana ¢astici, kterou nazval mezon a jejiz hmotnost by
zhruba odpovidala tomuto nové pozorovanému mesotronu. Postupné se
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ale zjistilo, Ze tento mesotron nema spravnou hmotnost a jde tedy o dvé
rizné Castice. Yukawiv mezon byl pojmenovan jako mezon m (pion) a
mesotron jako mezon g (mi, anglicky mu). A jelikoZ se piislo na to,
7e mezon p ani neinteraguje silné a nejde proto o mezon, byl nakonec
plejmenovan na mion (anglicky muon).

Mion je tedy lepton, elementarni ¢astice, kterd nema vnitini struk-
turu. Stejné jako elektron interaguje elektromagneticky a slabé, na roz-
dil od néj ale nejde o stabilni ¢éastici. Mion se rozpada, pomoci slabé
interakce, jeho stiedni doba Zivota je 2,2 us = 2,2 - 1079 s. Tento ¢as,
z naseho pohledu zanedbatelny okamzik, je obrovsky z pohledu fyziky
elementarnich ¢astic, kde typické ¢asy mohou byt 10723 s, a je zptisoben
tim, Ze jde o slabou jadernou interakci. Vyvstéva tudiz otazka, jestli je
mozné viibec uvazovat o stavbé urychlovace mioni, kdyz se miony béhem
zlomku sekundy rozpadaji? Vysvétleni toho, Ze to v principu mozné je,
a 1 vysvétleni toho, jak jsme vlastné mohli miony na zemském povrchu
pozorovat, pfinasi Einsteinova specialni teorie relativity. Miony jsou pro-
dukovany, kdyz prilétavajici ¢astice kosmického zafeni (napf. protony)
interaguji s atomy ve vyssich vrstvach atmosféry. Pfi téchto interakcich
vznikaji napfiklad piony, ty se rozpadaji a pii jejich rozpadech vznikaji
miony. Tyto miony maji rychlost blizkou rychlosti svétla, ale i tak by se
jich polovina méla za 1,5 us rozpadnout — podobné jako u radioaktiv-
nfho rozpadového zakonu — nékteré uleti jen metry, jiné stovky metri, po
kilometru je jich zhruba pétina. Specialni teorie relativity predpovédéla
a naSe pozorovani potvrzuji tzv. dilataci ¢asu, tj. to, ze vySe zminéna
stfedni doba zivota plati v klidové soustavé mionu, zatimco ve vztazné
soustavé spojené se Zemi pozorovatel vidi letici mion Zit déle.

Miony jsme ptvodné pozorovali z kosmického zafeni, ale podobnym
zpusobem jsme se je naudili produkovat i na Zemi. Vezmeme napiiklad
protony, urychlime je na dostate¢nou energii a nechame je narazit do
vhodného terce. Pri téchto interakcich budou vznikat napiiklad piony.
Vhodnym magnetickym polem bychom si je mohli usmérnit a pockat,
az se piony rozpadnou, a vybrat si z jejich rozpadi pravé miony. Ty
bychom nésledné urychlovali v mionovém urychlovaéi a nechali je srazet
s dalsimi Casticemi. Experimentalni vyzvou ale je, jestli toto dokaZzeme
udélat efektivné — dostatecéné rychle a v dostateéném mnozstvi.

Nova fyzika za Standardnim modelem

Experimentalni motivaci k budovani novych, vykonnéjsich urychlo-
vacu je objevit nové ¢astice nebo fyzikalni jevy, které jsme zatim nepo-
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zorovali nebo nedokazeme popsat pomoci teorie Standardntho modelu.
dokaze popsat vétsinu jeva ve srazkach, které dokazeme v laboratofi vy-
tvorit, vime, Ze nejde o tzv. findlni teorii. Standardni model obsahuje
zhruba dvacet parametri, které sam neni schopen vysvétlit a my je mu-
sime dodat z experimentu. V tzv. redukcionistickém pohledu doufame,
7e objevime ultimatni teorii, ktera by méla jednu ¢astici, jeden fyzikalni
zékon, pfipadné jednu rovnici. V Sir§im pohledu hledéni této teorie ale
miizeme Standardni model chapat jako pribliznou, efektivni teorii, ktera
pfi energiich, které jsme dnes schopni vytvofit, vyborné aproximuje tuto
zatim neznamou teorii.

Fascinujici otazkou ale zlstava, jaké nové jevy a CGéstice se mohou
vyskytovat pii energetickych skalach az po tzv. Planckovu energii Fp; =
= /he? /G =1,96-10° J (v mikrosvéts jde o energii v podstaté o 15 fad
vySSi nez umime prozatim vyrobit). Za pfedpokladu, Ze se nam povede
dostatecné urychlit ¢astice, tak bychom pfi srdzkach téchto ¢astic mohli
vytvorit potfebnou hustotu energie k vytvoreni novych, tézkych ¢astic
z tohoto intervalu a tim se pokusit zaplnit chybé&jici mista.

Urychlovace ¢astic

Vyuziti urychlovaci je Siroké, od zakladniho vyzkumu v ¢asticové fy-
zice, po aplikovany vyzkum ve studiu materiala, v chemii, biologii az
po vyuziti v mediciné. V tomto ¢lanku se ale budeme zabyvat jejich
vyuZitim ve fyzice elementarnich ¢astic.

Proc¢ tedy potiebujeme nové a vykonné&jsi urychlovace? Chceme zkou-
mat nové a neznamé jevy, které jsme doted pozorovat nemohli. To, Ze
jsme takové jevy prozatim nepozorovali, miize byt zptisobeno tim, Ze je
tzv. G¢inny prifez produkce téchto jevi (pfenesené pravdépodobnost,
ze dany jev nastane) hodné maly. Pak by to znamenalo, Ze bychom mu-
seli na dany proces hodné dlouho ¢ekat (experiment — srazku mnohokrat
opakovat). Nebo je u¢inny prifez daného jevu pfimo nulovy, dany proces
nemtze fyzikalné nastat — chceme vyprodukovat novou ¢éstici s urcitou
hmotnosti M, ale nemédme dostateéné vykonny urychlova¢ — dosta-
tek energie k vyprodukovani ¢astice X. Einsteinova popularni rovnice
E = mc? poukazuje na ekvivalenci hmoty a energie. Ze zakont zacho-
vani energie a hybnosti pak vyplyva, Ze musime mit v téZistovém systému
srazky dostatek energie k vyprodukovani nové ¢astice X. Z Einsteinovy
teorie také plyne, Ze pii urychlovani ¢astic nemutzeme prekrocit rychlost

wo w2

svétla ve vakuu, takze v pfipadé urychlovaci ¢astic vétsinou neffkame
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rychlost ¢astice, kterd mtze byt napt. 0,9999¢, ale udavame (kinetickou)
energii, na kterou jsme ¢astice urychlili.

Urychlovace ¢astic podle typu urychlovanych ¢astic miizeme rozlisit
na leptonové a hadronové. Urychlovace obecné urychluji elektricky na-
bité ¢astice pomoci elektrického pole — pole na ¢astici vyviji silu a tim ji
urychluje. Podle typu a vlastnosti tohoto elektrického pole bychom mohli
urychlovace dale rozliSovat, ale prozatim bude stacit, ze nabita ¢astice
(s elektrickym nabojem rovnym velikosti elektrického naboje elektronu)
ziska kinetickou energii 1 eV = 1,602 - 10~!° J, kdyZ projde rozdilem
elektrického potencialu 1V. Jakkoliv se muze zdat energie v J mala,
z pohledu elementarnich ¢astic jde o obfi energii a vytvorit takovy roz-
dil potencialti neni trividlni, nemtzeme si predstavit, ze by bylo mozné
urychlit ¢astici na takovou energii na kratkém tseku — misto toho potie-
bujeme urychlovaci elementy skladat néjakym zptsobem za sebe a Cas-
tice urychlovat postupné. Diilezitym parametrem urychlovaée pak bude
urychlovaci gradient. V pfipadé urychlovace LHC dosahuji urychlovaci
prvky gradientu zhruba 5 MV /m. To je divod, pro¢ je urychlova¢ LHC
kruhovy, misto stavéni jednotlivych urychlovacich prvki za sebe (urych-
lova¢ obdobnych parametri by musel mit zhruba 1000 kilometrii) ne-
chame ¢astici obéhnout kruh, a kdyz se dostane zpét do urychlovaciho
prvku, tak postupné ziska dalsi a dalsi kinetickou energii. Tyto urych-
lovaci prvky tvori jen malou ¢ast celkové délky urychlovace, pii jednom
jeho obé&hu ziska proton asi 16 MeV energie.

Za¢néme urychlovaéi leptonii: naptiklad v tunelu, kde se ted nachéazi
urychlova¢ LHC, se dfive nachazel urychlova¢ Large Electron-Positron
Collider (LEP), ktery urychloval a srazel elektrony s pozitrony (antic¢és-
tice elektronu). Urychlovani elektronii mé ale své technologické limity.
Abychom udrZeli nabitou ¢astici obihat v kruhovém urychlovadi, je po-
tfeba silnych magnetii, které drahu ¢éstice zakiivuji. Tim, Ze na ¢astici
pusobi tato magneticka sila, ¢astice ztraci ¢ast své energie pomoci tak-
zvaného synchrotronového zareni. Bohuzel tato energie zavisi nepiimo
amérné na ¢tvrté mocning hmotnosti ¢astice (energetické ztraty elek-
tronu urychleného na stejnou energii v urychlovaéi o stejném poloméru
jsou 10'3krat vé&tsi nez obdobné ztraty u protonu), takze v uréity okamzik
uz bychom elektronu dodali stejné energie, kterou by vzapéti zase ztra-
til. Synchrotronové zareni muze byt velmi vhodné napiiklad pro zkou-
maéni vlastnosti materiala, ale z pohledu ¢asticového fyzika je energeticky
nemozné urychlit elektrony na dostatecné vysoké energie v kruhovém
urychlovagi.
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Hadronovym urychlovacem je pak napiiklad vySe zmihovany urychlo-
va¢ LHC, ktery je v souCasnosti nejvykonnéjsim urychlovacem na svété.
Tento urychlova¢ umozituje urychlovat protony (pfipadné i t&zsi jadra
nékterych prvkii) na energie az 6,5 TeV = 6,5 - 1012 eV = 1,04 - 1076 J.
Nevyhodou hadronového urychlovace je to, Ze srazime objekty, které
samy o sobé nejsou elementarni, tj. v kazdé srazce mame néco navic —
zbytky protont, které musime byt schopni odfiltrovat od potencialné
zajimavéjsiho signalu, a jen zlomek celkové energie srazky je k dispozici
k produkci novych éastic.

Budouci urychlovace

Vymysleni a vybudovéani téchto urychlovact je nesmirné naroény pro-
blém. At uz z pohledu védeckého, tak i inZenyrského a v neposledni fadé
i finanéniho. Pojdme se podivat na nékteré z budoucich plant, kde by
urychlova¢ miontt mohl byt vhodnou alternativou.

Magnety, které udrzuji ¢astice v kruhové dréaze urychlovace LHC, jsou
elektromagnety, kde proud je veden supravodivymi vodi¢i. Témi protéka
elektricky proud az 13000 A a musi byt chlazeny na teplotu —271°C. Je-
jich magnetické pole je pies 8 T (magnet na lednicku méa zhruba 0,001 T,
magnetické pole Zemé je 25-65uT). Pokud bychom chtéli dat budouci
vykonngjsi urychlova¢ do tunelu po urychlova¢i LHC (obvod pfibliZzne
27 km), potiebovali bychom jesté daleko siln&jsi magnety. Vyhledem
do budoucna jsou tzv. vysokoteplotni supravodice, které by nemusely
potfebovat chlazeni kapalnym heliem, ale mohly by fungovat pfi tep-
lotach kapalného dusiku (—196 °C) nebo vyssich. Dalsi alternativou je
vybudovani vétsiho tunelu — v pfipadé projektu Budouciho kruhového
urychlovace (Future Circular Collider, FCC) se v CERN planuje vybudo-
vani tunelu az 100 km dlouhého. Pfedtim, nez by se takovy tunel budoval,
by mohlo byt vyhodné&jsi postavit mensi linearni urychlovac¢ elektronti.
Diskutovanymi projekty jsou napiiklad Mezinarodni lineadrni urychlovaé
(International Linear Collider, ILC) [4], piipadné Kompaktni linearni
urychlova¢ (Compact Linear Collider, CLIC) [5]. V obou pfipadech i tak
ptjde o linearni urychlovace dlouhé az desitky kilometri.

Pokud bychom chtéli udélat urychlova¢ podobného typu mensi, tak
bychom museli byt schopni vyvinout urychlovaci prvky s vys$sim urych-
lovacim gradientem. Zde je ale v piipadé standardniho urychlovani tech-
nologicky limit v fadu sto MV /m. Jinou potencialni moZnosti se zabyva
urychlovani ¢astic v plazmatu. Plazma je skupenstvi hmoty, kde je plyn
ionizovan, rozdélen na elektrony a ionty. V tomto prostiedi je napiiklad
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laserem vyprodukovana elektromagnetickd vina, kterd muze urychlovat
nabité ¢astice. Timto zplisobem bylo dosaZeno urychlovacich gradientt
i o nekolik fada vyssich (GV/m) nez v p¥ipadé obvyklych urychlovacich
metod. V soucasné dobé je ale takto mozné dosdhnout urychleni jen ome-
zeného mnozstvi ¢astic a na relativné kratké vzdalenosti. Do budoucna
ale tyto metody maji velky potencial.

Pokud by fyzikdlnimi vlastnostmi nepostacoval linearni urychlovac
elektronid nebo kruhovy urychlova¢ protoni, tak se nabizi alternativa,
kterou by mohl byt kruhovy urychlova¢ mionua. Jak jiz bylo fe¢eno, mi-
ony jsou leptony, takze nemaji vnitini strukturu a jejich srazky jsou tim
padem ¢istsi. Diky tomu, ze jsou 200krat tezsi nez elektrony, tak dava
smysl je urychlovat v kruhovém urychlovaci a mélo by byt mozné je
urychlit na energie srovnatelné s urychlovac¢em ILC.

Je nutné podotknout, ze v soucasné dobé jde spiSe o koncepty nez
realné postavitelné urychlovace, ale presto jiz bylo dosazeno zajimavych
vysledkt. V produkci mioni existuji dva nezéavislé koncepty. V jednom
je mionovy svazek produkovan z vykonného svazku protont ostieluji-
ctho ter¢ z grafitu, pfipadné kapalné rtuti (jiz ukonéeny MAP projekt
v USA), z kterého jsou silnym magnetickym polem vybirany piony, které
se posléze rozpadaji a produkuji miony. Druhym je experiment LEMMA
(Italie), ktery produkuje miony v interakci pozitront s energii 45 GeV
s elektrony v ter¢i. V tézistovém systému této srazky je dostatek ener-
gie pffmo na produkci mion-antimionového paru. Miony produkované
v takovych procesech vylétavaji riaznymi sméry a riznymi rychlostmi.
Aby bylo mozné takovy svazek mionii urychlit jednim smérem, je nutno
miony tzv. ochladit (mysleno snizit kinetickou energii jejich chaotického
pohybu a usmérnit jejich let). V této oblasti bylo v nedavné dobé dosa-
zeno pokroku, kdyz byl ovéfen princip tzv. ioniza¢niho chlazeni (anglicky
ionization cooling) v experimentu MICE [7]. Pfi ioniza¢nim chlazeni do-
chazi ke sniZeni této energie mionového svazku pii jeho prichodu ur-
¢itym materidlem (obecné lehké prvky jako vodik nebo lithium), kde
miony predavaji energii elektroniim (ionizuji je) v atomovém obalu to-
hoto materialu. Existuje sice vice zptisobil jak ochladit svazek nabitych
¢astic, ale v podstaté jen ioniza¢ni chlazeni funguje na ¢asovych skalach
srovnatelnych se stfedni dobou Zivota miont.

Zaveér
V soucasné dobé probihaji diskuze, kterym smérem by se méla ubirat

¢asticova fyzika — fyzika vysokych energii — jaky dalsi, vykonnéjsi urych-
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lova¢ by bylo mozné postavit k tomu, abychom odkryli dalsi neznamé
v na8i teorii o tom, jak vznikl a funguje Vesmir. Mionovy urychlovac je
jednou z moznych alternativ pro budouci urychlovace.

Kruhovy mionovy urychlova¢ nabizi urychlovani leptont jako alter-
nativu k linedrnim elektronovym urychlova¢im. Kruhovy urychlova¢ by
byl kompaktnéjsi nez linearni, zaroven by leptonovy urychlovaé pfina-
Sel fyzikalné vhodnéjsi prostiedi nez urychlova¢ hadronovy. Zaroveni jde
ale o ohromnou experimentélni vyzvu, jestli bychom dokazali vybudovat
urychlova¢ miont s parametry obdobnymi s urychlova¢em protona nebo
elektroni, s kterymi uz méme veliké zkuSenosti.
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Thomas Young (1773-1829) — muz,
ktery pry védél vsechno

Frantisek Jdachim, Zdkladni skola Dukelskd, Strakonice

Abstrakt. Clanek pojednéva o zivoté a dile anglického polyhistora Thomase
Younga, od jehoZ narozeni letos uplyne 250 let. Kromé zptsobu, jimZ prevazné
samostatné rozvijel svoje schopnosti a znalosti z riznych obort, je zminéna
jeho lékaiska praxe, podil na rozvoji egyptologie a zejména piinos pro fyziku.
Podrobnéji je zminéna jeho prace v teorii barevného vidéni a pfi zkoumani
interference svétla.

Jen s malou nadsazkou miizeme takto hovofit o tomto anglickém lékari
a fyzikovi, jehoZ provézela povést ,,chodici encyklopedie®, tedy muZe neo-
byc¢ejného rozhledu, vyjimeénych schopnosti a mimoradného elanu. Sam
se za vyjime¢ného nepovazoval. Tvrdil, Ze vSichni lidé se rodi se stej-
nymi intelektualnimi schopnostmi, zélezi pak na kazdém, jak je rozvine
a nasledné vyuzije.

Obréazek 1: Thomas Young (1773-1829)
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Cesta k védéni

Thomas Young (obr. 1) byl v podstaté zazraéné dité, které ve spojeni
s usilovnou pili ziskalo zcela mimofadny rozhled a osvojilo si obrovské
penzum poznatki. Narodil se 13. ¢ervna 1773 jako prvni z deseti déti.
Nevyrustal ve své rodiné, nybrz u dédecka z matéiny strany. Jako dvou-
lety pry znal vyznam jednotlivych pismen, ve ¢tyfech letech Cetl z bible
a jako osmilety se ucil trigonometrii a geodézii. V deviti letech ovladal
zakladni zamec¢nické prace. Vyrobou hracek a zhotovovanim vselijakych
technickych pomtcek si rozvijel manualni zru¢nost. A ke vSemu se v ra-
ném véku jesté naudil nékolik jazyku. Na vzdélavatele Stésti nemél. Ani
od vesnické ucitelky ani od duchovniho, ktef{ ho vzdélavali, se mnoho
nenaucil. Zato rad vzpominal na pét let Skoly v Comptonu, kde si u las-
kavého a tolerantniho profesora Thompsona dopliioval detaily z matema-
tiky a pfirodnich véd, které jesté neznal. Mél v8ak prectené Eukleidovy
i Newtonovy spisy.

Pivodné studoval 1ékafstvi, ale v dobé jeho univerzitnich studii vypa-
dal jeho denni pracovni rozvrh velmi pestfe, pfitom neobyc¢ejné narocné.
Posudme: 8 h az 9 h — evropské dé&jiny, 9 h az 11 h — lékarstvi, 11 h
az 12 h — tane¢ni hodiny (dvakrat tydng), 13 h az 14 h — klavichord a
kresleni (oboji dvakrat tydné), 14 h az 15 h — fyzika, 15 h az 16 h — jizda
na koni, 16 h az 17 h — lékafrstvi a nakonec hodinka tance. Navic byl
vybaven unikatnim rozsahem znalosti jazykt (latina, hebrejstina, fran-
couzstina, ital§tina, chaldejstina, syrstina, arabstina, perstina, habestina
a ture¢tina). Od roku 1801 piisobil na Royal Institution jako profesor pro
obor fyziky. Jeho postaveni bylo na stejné trovni jako proslulého Hum-
phreye Davyho na katedfe chemie. S posluchaci si p#ili§ nerozumél, nebot
na né pusobil jako ,.¢loveék, ktery vSechno vi*, av8ak ktery se k nim lid-
sky neumi pfiblizit a vyuka ho ani nijak neuspokojovala. Za dva roky
pedagogické ¢innosti zanechal. Z obdobi 1801-1803 pochéazeji jeho pfed-
nasky A course of lectures on Natural Philosophy and Mechanical arts
(900 stran), v té dobé nejuplnégjsi prehled uvedenych obord. Roku 1818
se stal sekretafem Ufadu zemépisnych délek spadajiciho pod britskou
admiralitu. S povésti v8eznalce byl pfizvan k psani hesel pro rozsahlou
Encyklopaedia Britannica. Zde uplatnil své znalosti z lékafstvi, fyziky,
historie a jazyku. Ptispél také 46 Zivotopisy vyznamnych osobnosti.

Lékar
Mediciné se vénoval na doporuceni svého stryce. Nejprve studoval ve

skotském Edinburghu a nasledné v Gottingenu v Némecku, kde se spe-
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cializoval na fyziologii sluchu. Studia zakoné¢il v Cambridgi roku 1808
diserta¢ni praci O sildch, které udrzuji lidské telo, a stal se lékafem pro
chirurgii a porodnictvi. Po pfimém styku s pacienty piilis netouzil. Ni-
kdy si nebyl jist, zda diagnozu stanovil spravné, mozna dost neobratné
seznamoval pacienty s moznym zhorSenim nemoci, ¢ehoz si byl plné vé-
dom, a proto byl rad, kdyz se medicinou mohl zabyvat alespoii v kolegiu
lékard londynské nemocnice sv. Jifi. Za zminku jisté stoji jeho navod,
jak stanovit davkovani léku pro dité: Davku pro dospélého nésobit veé-
kem ditéte a souin pak vydélit ¢islem o 12 vétSim, nez je vek ditéte.
Vlastni lékarskou praxi vSak vykonaval pouze do roku 1818. Z doby, kdy
putsobil jako 1ékar, pochazi jeho vysvétleni zaostfovani oka akomodaci
¢ocky vyvolavanou stahy o¢nich svalti (obr. 2). Za toto vysvétleni byl
roku 1794 zvolen do vrcholné védecké spolecnosti Royal Society, v niz
zastaval od roku 1802 az do své smrti 10. kvétna 1829 funkci tajemnika
pro zahrani¢ni styky. Popsal také astigmatismus oka!), vadu zpiisobenou
nerovnomérnym zakiivenim rohovky.

Obrazek 2: Obrazek oka z Youngova ¢lanku Zkoumani vidéni z roku 1793.
Nahote fez okem, dole pohled na o¢ni ¢ocku zpfedu a ze strany

DTj. zobrazeni bodu, na né&jz hledime, jako dvou kratkych vzajemné kolmych tse-
¢ek na sitnici.
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Lustitel hieroglyfa

Velkého verejného ohlasu dosahl jako egyptolog. Snad nahoda po-
mohla tomu, Ze se dozvédél o podivném cediCovém kameni, na némz
byly t¥i druhy textid, pficemz jeden z nich obsahoval do té doby ne-
¢itelné pismo starych Egyptant — hieroglyfy. Kamen zvany Rosettska
deska (obr. 3) byl nalezen oby¢ejnymi vojaky za napoleonského tazeni
do Egypta v roce 1799 nedaleko mésta ar-Rasid (francouzsky Rosette).

Obrazek 3: Rosettska deska obsahujici text psany hieroglyfickym pismem (na-
hote), démotickym (uprostied) a feckym (dole)

Kompozice t¥i texti riznymi pismy — feckym, hieroglyfickym a démo-
tickym nabizela tvahu, ze jde pravdépodobné o texty obsahové stejné.
Jelikoz fecky text byl srozumitelny, naskytala se tu obrovska pfilezitost
k rozlusténi dosud nesrozumitelného pisma starych Egyptand — hiero-
glyfi, a to vzajemnym srovnavanim texti. Prvnim, kdo zacal do taji
dosud zahadného pisma pronikat, byl pravé T. Young (obr. 4). Kopii
desky vlastnil od roku 1814 a po nekoneéném prohlizeni textl si uvédo-
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mil, Zze hieroglyfické znaky nejsou obrazkové symboly jako u nékterych
druhi pisem, nybrz oznacuji hlasky nebo hlaskové skupiny. Padly mu do
oka ovalné ramecky (kartuse) a vytusil, Ze v nich — jako ve zdurazné-
ném textu — jsou nejspiSe uvedena jména krala. Vytusil, Ze stejna jména
se vyskytuji i v ostatnich dvou druzich pisma a po pfifazeni kartusi ke
jménim ve srozumitelnych textech nalezl prvni ekvivalenty nékolika hie-
roglyft. Podafilo se mu rozlustit 76 skupin pismen z 221. Zatimco Young
prozkoumal v hieroglyfickém pismu Fadu jednotlivosti, Francouzovi Je-
anu Frangoisovi Champollionovi (1790-1832) se podafilo porozumét celé
struktufe staroegyptského pisma, ¢imz je opravnéné povazovan za jeho
rozlustitele.

Obrazek 4: Youngovy zapisky k préci s hieroglyfy

Barevné vidéni

Na pokraji Youngovych zkuSenosti z 1ékai'stvi a fyziky stoji jeho prace
o tom, jak oko vnima barvy. A¢koli se zdé, ze lidské oko je schopno vni-
mat Sirokou 8kalu barev a jejich odstinu, vyslovil hypotézu o tom, Ze
v oku jsou pouze tii druhy receptorti vnimajicich urcité barvy — cerve-
nou, zlutou a modrou. Ostatni barvy vznikaji skladdnim vzruchi z téchto
receptorti. Kdyz poznal, Ze zluta barva vznikne slozenim Cervené a zelené,
obmeénil trojici zakladnich barev na ¢ervenou, zelenou a modrou. Stejny
pocet i druh vidél v oku pozdéji némecky lékar a filozof Hermann von
Helmholtz (1821-1894) a uvedl to v Pfirucee fyziologické optiky v roce
1867 (obr. 5). Domnénky Younga i Helmholtze existenci pouze tii druha
receptort, tedy o ,t¥ibarevném vnimani* svétla okem, potvrdil az ve 20.
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stoleti americky chemik Georg Wald (1906-1997). Vratme se ale k Youn-
govi. Mél samoziejmé zajem svoje uvahy o rozkladani a skladani barev
prokézat pokusy. V potemnélé mistnosti promital pies sebe? na bilou
sténu svétlo ze t¥i zdroju (Cervené, zelené, modré), pficemZ je nechaval
prochéazet rizné barevnymi filtry a na sténé pozoroval vysledné barvy.

Obrazek 5: Postovni znamka s Helmholtzovym trojuhelnikem barev — ve vrcho-
lech jsou zékladni barvy, na stranach trojihelniku pfechéazeji v barvy slozené

Interference

KdyZ T. Young zacal anglické Kralovské spole¢nosti (Royal Society)
predkladat své nazory na svétlo, zejména jeho vlnovou povahu, setkal
se s prikrym odmiténim. Jisty H. Brougham doporucoval Spolecnosti,
aby se Youngovymi ,podivnymi‘ myslenkami viibec nezabyvala, ma-li
si zachovat svoji vaznost. ,Nyni prozatim odkladame slabé vyplody to-
hoto autora, v nichZ jsme marné patrali po né&jakych stopach védéni,
ostrovtipu a dimyslu, které by vykompenzovaly jeho zfejmy nedostatek
solidniho mysleni, klidného a trpélivého badéani. .. . Newton, a¢ se snazil
vysvétlit vSechny optické jevy, i kdyz tusil jistou periodicitu svétla pii
pozorovani interferen¢nich prouzki, k vlnovému charakteru svétla nedo-
spél. Skutec¢nost, ze interferen¢ni jevy jsou dusledkem skladéni alespon
dvou svételnych vzrucht (vln), byla jako poznani vyhrazena T. Youn-
govi. Fyzikalni teorie si obvykle razi cestu prostfednictvim pokust. A ty
zékladni pravé Young provedl. Vypadaji pomérné jednoduse a dnes si
je muzeme snadno zopakovat s pomtckami ze Skolnfho kabinetu. Podi-
vejme se nyni, jak fundamentalni pokusy Young provedl: Slune¢ni svétlo
nechal prochazet malym otvorem zhotovenym jehlou, ¢imz dostal velmi
uzky svazek paprski. Do cesty svazku umistil prouzek papiru Siroky asi
jeden milimetr zptsobujici rozdéleni paprsku na dva. Oba paprsky vy-
tvofily po dopadu na stinitko systém svétlych a tmavych prouzkt — zcela

2)Takové michani barev se nazyva aditivni.
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uprostied byl prouzek bily a smérem k okrajtim se objevily prouzky zbar-
vené (obr. 6). Co timto pokusem dokazal? Pfedng, ze svétlo je vlnéni.
Paprsky svétla oddélené papirovym prouzkem se na stinitku skladaly
— interferovaly — a v mistech, kde dopadaly vlny s rozdilem drah rov-
nym sudym nasobktm pilvln, vytvarely svétlé pruhy, naopak v mistech
dopadu, v nichz se drahy ligily o lichy nasobek pulvin, se objevovaly
prouzky tmavé. Barevné ,,zdobené“ prouzky svédcily o tom, Ze bilé slu-
ne¢ni svétlo je svétlo sloZené, tzn., Zze obsahuje vlnéni riznych vinovych
délek odpovidajicich jednotlivym barvam. Pokud odstinil svétlo jsouci
po jedné strané papiru, prouzky zmizely.

Obrazek 6: Z Youngovy prace Teorie svétla a barev (1802) — v pravé Casti
obréazku je nakreslen ohyb svételnych paprski za tenkym dratem; barvy obsa-
Zené v paprsku bilého svétla se odchyluji riizné a za dratem vytvori na stinitku
vé&jif barevnych prouzki

Jiny Younguv pokus prokazujici vlnovou povahu svétla byl obdobné
jednoduchy. Svétlo nechal prochazet malym otvorem v desce. Podle prin-
cipu objeveného Holandanem Christianem Huygensem (1629-1695) se
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okraje otvoru staly dalsimi zdroji vinéni. Svétlo se dal sifilo v rozsiiu-
jicim se kuZzelu a dopadlo na dalsi dva malé otvory a po prichodu jimi
vytvorilo na stinitku interferenéni obrazce, tedy mista svétla a tmava

(obr. 7).

Obrazek 7: Pokus, jimz Young dokézal interferenci svétla

K zesilovani intenzity dopadajictho svétla nebo k jejimu zeslabovani
dochéazelo za stejnych podminek jako u pokusu uvedeném vyse. Prin-
cip skladani vin, pii kterém vznikaji maxima a minima, Young nejprve
odpozoroval na vodn{ hladiné, jestlize se setkavala vinéni jdouci ze dvou
riznych mist. Interferenci svétla pak vysvétloval jako analogii s chovanim
vodnich vln. Zpravu o tom prednesl v Royal Society 24. listopadu 1803.
Obsahovala dvé zavazna sdéleni: , Tvrdim, Ze k podobnym jevam |tj.
jako na vodni hlading — F. J.] doch4zi, kdykoli se takto smésuji dva po-
dily svétla a tj., co nazyvam zakonem interference svétla.” Kdyz odkéazal
na pokusy, jez provedl, sdélil akademiktm: ,,Z pokusi a vypoctu, které
jsem predeslal, je naAm dovoleno ¢initi zévér, ze homogenni svétlo se vy-
znacuje v ur¢ité, vzdy stejné vzdalenosti ve sméru svého §ifeni opaénymi
vlastnostmi, schopnymi se vzajemné neutralizovat ¢i nic¢it, tj. vyhasinat
svétlo tam, kde se ndhodou setkaji. .. Ac¢koli Young vychazel z analogie
s vodnimi vlnami, domnival se, Ze svétlo je vlnéni podélné obdobné jako
zvuk.

Youngovy pokusy inspirovaly Francouze Francoise Dominiqua Araga
(1796-1853) a Augustina Jeana Fresnela (1788-1827) k dalsimu zkou-
méani vlnovych vlastnosti svétla a objasnéni zdanlivé podivného jevu —
polarizace. Fresnel prokazal, Ze svétlo je vinéni pfi¢né.

Jestlize jsme ¢lanek uvedli pfipomenutim Youngovy univerzality, na
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zaver ji jesté doplime. Udajné umél hrat na vechny tehdy bézné hu-
debni nastroje. Obecné mél rad uméni, coz lze dokladovat i jeho zna-
losti vytvarnych dél, patrné probuzenou pii navstéveé drazdanské galerie
na sklonku roku 1796. Studoval mozné rizika pfi zavadéni plynového
osvétleni Londyna v roce 1814. Pro préaci v dolech zhotovil bezpe¢nou
plynovou lampu (obr. 8).

Obrazek 8: Youngova bezpeéna dilni lampa

V roce 2023 uplyne 250 let od Youngova narozeni.

Literatura

[1] Kraus, L.: Fyzika v kulturnich déjindch Evropy (Stoleti elektiiny). CVUT,
Praha, 2008.

[2] Vrba, V.: K dvoustému vyroé¢i narozeni Thomase Younga. Pokroky mate-
matiky, fyziky a astronomie, 18 (1973), s. 247-256.

[3] Wood, A.: Thomas Young. Natural Philosopher (1773-1829), Cambridge
University Press, Cambridge, 1954.

[4] Pleskotova, P.: Svét barev. Albatros, Praha, 1987.

52 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

Thomas Young — zazracné dité

Thomas Young (1773-1829), slavny anglicky fyzik, chemik, astronom,
technik, lékar, zoolog, botanik, filolog, polyglot, egyptolog, ekonom, hu-
debnik, virtuos na vsechny hudebni nastroje, zpévak, malif, sportovec,
tane¢nik a provazochodec se proslavil predev§im svym pokusem s difrakci
svétla na dvou §térbinach. Od narozeni byl tim, ¢emu se fika zazracéné
dité, némecky Wunderkind a anglicky prodigy. Ve dvou letech precetl
Young bibli, v deseti umél fecky, hebrejsky, latinsky, francouzsky, ital-
sky, némecky, arabsky a persky. Vystudoval o¢ni lékaistvi, ale zvladl i
v8echny ostatni védecké discipliny. Clenem Kralovské spole¢nosti se stal
ve 21 letech.

Ve svych spisech, které vydaji za celou encyklopedii, se zabyval nej-
riznéjsimi problémy poc¢inaje krevnim obéhem, lé¢enim zluté zimnice a
vlastnostmi pavoukti a konce teorii pruznosti, mési¢ni atmosférou, me-
talurgii, stavbou lodi, hudbou, malifstvim a ekonomii. Podafilo se mu
rozlustit nékolik prvnich egyptskych hieroglyfi na znamé Rosettské desce
uloZené dnes v Britském muzeu. Pfitom zil bohatym spole¢enskym 7i-
votem, byl okouzlujicim spole¢nikem v salonech a za pobytu v Némecku
si neodpustil vystupovat v cirkuse s provazochodeckym c¢islem, ovSem
inkognito, protoze na ¢lena Kréalovské spole¢nosti se to jaksi nehodilo.
Zemftel v 56 letech seslosti vékem, nebot jeho intenzivni Zivot vydal za
nékolik jinych.

Kdyz byl Young jesté malé dité, navstivil se svou pfibuznou poprvé
Londyn. Zaujaly ho hned knihkupectvi a antikvariaty a v jednom z nich
zacal listovat v knize psané klasickou fe¢tinou. Antikvar si prohliZel ma-
lého hocha ve venkovském odévu a s ismévem mu Fekl: ,,Kdyz mi chla-
pecku pielozi§ kousek textu z této knizky, muzeS si ji nechat.“ Maly
Young hbité prelozil celou stranku a chopil se dalsi, tentokrat hebrejsky
psané knihy. Uzasly antikvar jesté svou nabidku opakoval, ale kdyz vidél,
jak se dité hravé orientuje v hebrejském textu, ozelel ztratu dvou knih a
radéji se stahl.

I. Stoll, Hratky matematiki a fyzika
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