RO
HLE

MATEMATICKO-FYZIKALNI

CASOPIS PRO ZAJEMCE O MATEMATIKU, FYZIKU A INFORMATIKU

ROCNIK 98 (2023) e CiSLO 1



Vydava Jednota €eskych matematiki a fyzika
tel.: 222090 708-9, e-mail: jcmf@math.cas.cz
za podpory MFF UK Praha a FJFI CVUT Praha

Vychazeji 4 cisla v kalendarnim roce
Obalku navrhl Bohuslav Sir
Sazbu programem TgX pripravil RNDr. Miloslav Zavodny

Adresa redakce: MFF UK, V Holesovickach 2, 18200 Praha 8 —Troja
e-mail: rozhledy@jcmf.cz

Internetové stranky Casopisu: https://rozhledy.jecmf.cz/
Vytiskla Tiskarna Pohlline, Zalesi 1126/88, 14200 Praha 4

Distribuci pro predplatitele provadi v zastoupeni vydavatele
MediaCall, s.r. 0.
Videnska 546/55, 639 00 Brno
tel.: +420532165 165, e-mail: export@mediacall.cz
web: www.zahranicnitisk.com

ISSN 0035-9343 MK CR E4691
(© Jednota Eeskych matematiki a fyzikd, Praha 2023

Redakéni rada

Vedouci redaktorka:
doc. Ing. Tubomira Dvorakovéa, Ph.D., FJFI CVUT Praha
Redaktorka pro matematiku:
doc. Ing. Lubomira Dvotakova, Ph.D.; FJFI CVUT Praha
Redaktor pro fyziku:
Mgr. Matéj Ryston, Ph.D., MFF UK Praha

Clenové redaként rady:
prof. RNDr. Vlastimil Dlab, DrSc., F.R.S.C., Praha
doc. RNDr. Zdenék Drozd, Ph.D., MFF UK Praha
RNDr. Petr Hanug, FSv CVUT Praha
doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc., FPE ZCU Plzen
prof. RNDr. Ivo Kraus, DrSc., FJFI CVUT Praha
doc. RNDr. Jan Kfiiz, Ph.D., PfF UHK Hradec Kralové
prof. RNDr. Miroslav Lavicka, Ph.D., FAV ZCU Plzett
RNDr. Pavel Pokorny, Ph.D., VSCHT Praha
RNDr. Miroslav Randa, Ph.D., PdF ZCU Plzeti
RNDr. Filip Studnicka, Ph.D., PfF UHK Hradec Kralové
doc. RNDr. Jan glégr7 Ph.D., PfF UHK Hradec Kralové
prof. RNDr. Pavel Tlusty, CSc., PedF JU Ceské Budéjovice
doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc., MFF UK Praha
RNDr. Vladimir Wagner, CSc., UJF AV CR Rez



Slovo Gvodem

Milé ¢tenéaiky, mili ¢tenafi,

v ruce drzite prvni ¢islo 98. roéniku ¢asopisu Rozhledy matematicko-
-fyzikdlng.

Ctyfi roky byla vedouci redaktorkou didakticka fyziky Marie Snéti-
novd, kterd vedla Casopis smérem, ve kterém chci pokracovat i ja. Na
tomto misté bych ji rada za celou redakéni radu za jeji nadSenou a obé-
tavou préci pro ¢asopis podékovala!

I do budoucna zustava cilem, aby Rozhledy byly tim nejlepSim ¢aso-
pisem pro stfedoskoléky se zajmem o matematiku, fyziku a informatiku
a aby byly rovnéz inspiraci stfedoskolskym profesorim téchto pfedméti.
Podle mého minéni se ndm dafi plnit ¢asopis zajimavymi a kvalitnimi
¢lanky (pravidelné i v angli¢ting), které prochazeji recenzi a jejichz au-
tory jsou Casto i sami stfedoskolaci! Neni ovSem jedinou tlohou ¢aso-
pisu, aby otiskoval zajimavé ¢lanky. Rovnéz davame prostor pozvankam
na akce, jako jsou soutéze, olympiddy, tabory, pfednasky, exkurze, kore-
sponden¢ni seminafe, akce vysokych kol pro stfedoskolaky, a zpravam
z téchto akci. Pfedstavujeme netradi¢ni zdroje pro studium a vyuku M,
F, 1, jako jsou videa, internetové sbirky tloh, online pfednasky a pokusy.
Ob¢as otiskneme rozhovor se zajimavymi osobnostmi a recenze knih,
o kterych se domnivame, Ze si zaslouzi pozornost nasich ¢tenait. Pravi-
delné nahlizime do historie matematiky a fyziky. Zaroven ale reagujeme
na aktualni témata, at uZ to byl v minulosti covid a s nim souvisejici mo-
dely sifeni epidemii ¢ téma online vyuky nebo aktualni objevy z fyziky,
o nichZ se snazime informovat.

Tento casopis bude z velké Casti takovy, jaky si ho vy, nasi ¢tenéfi,
udélate. Nevahejte a kontaktujte néas, pokud pracujete na zajimavém
projektu a chcete se podélit se ¢tenafi o pékné vysledky nebo organizu-
jete akci pro stfedoskolaky nebo toéite videa pro zajemce o M, F, I nebo
délate cokoliv jiného, co si zaslouzi pozornost ostatnich stfedoskolaki.

Té&sim se na spolupraci se vSemi zajemci o matematiku, fyziku a in-
formatiku a na dobré napady, které od nich vzejdou pro dalsi rozvoj
naseho Casopisu. A zejména nam vSem pieji, at si ¢asopis najde cestu
na v8echny stiedni Skoly a at stfedoskolaci védi, Zze opravdu stoji za to
Rozhledy ¢ist!

Lubomira Dvotdkovd (matematicka a vedouci redaktorka)
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MATEMATIKA

Tri definicie elipsy a ich nazorné prepojenie

Viera C’erﬁanovd, Pedagogickd fokulta Trnavskej univerzity, Trnava

V tomto prispevku vlozime elipsu spolu s ostatnymi kuZzeloseckami
do historického kontextu. Predtym si pripomenieme tri definicie elipsy,
s ktorymi sa moéZeme stretnit v matematike na vy$Som stupni vzdelava-
nia. Sa odvodené od réznych vstupnych geometrickych konfigurécii.

1. Elipsa je uzavreta rovinna krivka, ktora je prienikom rotacnej kuze-
Tovej plochy a roviny neprechadzajucej vrcholom tejto plochy.

2. Elipsa je mnozina bodov v rovine, ktoré maji rovnaky sucet vzdiale-
nosti od dvoch pevnych bodov leZiacich v tejto rovine

3. Elipsa je mnozina bodov v rovine uréenej bodom a priamkou, ktora
nim neprechédza, pricom body elipsy maja rovnaky pomer vzdiale-
nosti e < 1 od tohto bodu a priamky

KuzZelosecky v starogréckej matematike

Pociatky teorie kuzeloseciek lokalizujeme do starovekého Grécka. Cas-
to sa spajaji s menom Apollonius z Pergy (262-190 p.n.l. av8ak uz
sto rokov pred nim objavil Menaechmus (380-320 p.n.l.) pri rieSenf iného
problému parabolu a hyperbolu Usudzuje sa, ze Menaechmus objavil
tiez elipsu a rozvinul teoriu kuzeloseciek, ktorym sa vdaka tomu hovo-
rilo aj Menaechmove krivky. V dobe pred Apolloniom $tudovali kuzelo-
sefky a ich vlastnosti aj dalsi grécki ufenci ako Aristaeus Starsi (370
300 p.n.l.), Euklides z Alexandrie (asi 325-270 p.n.l.) ¢i Archimedes zo
Syrakuz (287-212 p.n.l.) [3] [ [7].

V ponimani starogréckych matematikov sa kuzel vytvéaral rotaciou
pravouhlého trojuholnika okolo jednej odvesny. KuZelosecky boli rezmi
kuzelovej plochy (plasta) rovinou kolmou na generujucu asecku, ¢ize na

D Tieto body volame ohniskd elipsy, uvedeny stcet je dizka hlavnej osi elipsy.

2)Dany bod je ohnisko, priamka je urcujica (riadiaca) priamka elipsy, &islo e je
excentricita.

3>Ziv0topisné adaje uvedené v tomto prispevku ako i niektoré zaujimavosti sme
Cerpali z online encyklopédie Wikipédia a overovali v citovanych zdrojoch.

4)Menaechmus objavil parabolu a hyperbolu ako vedlajsf produkt, ktory vyuzil pri
rieSeni delfského problému zdvojenia kocky.
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MATEMATIKA

hranu kuzela. Vzniknuté kuzelosecka mala nézov podla velkosti uhla pri
vrchole kuZel'a: pravouhld, ostrouhld alebo tupouhld (obr. Klasifikécia
bola teda odvodena inak, nez ju robime v stucasnosti. Sucasné klasifi-
kécia sa odvija od velkosti uhla, pod ktorym pretina rovina hranu tej
istej kuzelovej plochy, ako sme uviedli v definicii 2 prispevku [I]. Zod-
povedajicu definiciu elipsy [I] ndjdeme tiez v prvej Casti tohto ¢lanku.
Poznamenajme, Z%e tupouhla kuzelosecka (hyperbola) ako rez plasta ro-
ta¢ného kuZela rovinou nemala vo svojich starogréckych pociatkoch dve
Casti, ale iba jednu.

Obr. 1: Zlava: pravoouhla, ostrouhla a tupouhla kuZzelosecka

Apollonius zhrnul a vyznamne rozsiril dovtedajsie poznatky o kuze-
Toseckach v dsmich spisoch, z ktorych prvé Styri sumarizuja a doplhaja
styri Euklidove knihy o kuZeloseckdch a objavy inych Apolloniovych
predchodcov, dalsie §tyri st Apolloniovym autorskym prinosom. Velky
geometer, ako ho nazvali, vyznamne zovSeobecnil teoriu kuZeloseciek,
ked namiesto rota¢ného kuzela uvazoval neohrani¢eni kuzelovi plochu,
& uZ rota¢nu alebo Sikmi. Téato plocha vznikla v Apolloniovom poni-
mani ako mnozina bodov pozostavajtuca z priamok prechadzajucich da-
nym pevnym bodom a dotykajucich sa danej kruznice, ktora s tymto
bodom nelezi v tej istej rovine. Apollonius pouzil vo svojich spisoch
nazvy, pod ktorymi pozname kuZelosecky dnes: parabola (pravouhla),
elipsa (ostrouhld) a hyperbola (tupouhla kuZelosecka). Kruznicu pova-
zoval za samostatny typ kuzelosecky, nie za Specialny pripad elipsy. Bolo
mozné vytvorit ju dvomi spdsobmi: ako priesecnicu rotacnej kuzelovej
plochy a roviny rovnobeznej s rovinou generujucej kruznice, alebo ako
priese¢nicu Sikmej kuZzelovej plochy a vhodnej roviny. Apollonius tiez zis-
til, Ze hyperbola ma dve ¢asti simerné podla vrcholu kuZelovej plochy,
a nazval ich vetvy. Apollonius si bol vedomy — a podla terajsich odbor-
nikov aj vedel dokazat, no uplné dokazy sa nezachovali — Ze definicie
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uréuji ta istd rovinnu krivku, elipsu. Pritom kuZelosecka je prie-
nikom kuzelovej plochy a roviny (Apl.), ¢o zodpoveda nasej definicii
V spomenutych spisoch najdeme:

Ap2. Sucet ohniskovijch vzdialenosti (t. j. vzdialenosti od ohnisk) lubo-
volného bodu elipsy sa rovnd dizke hlavnej osi. ([4], Proposition 73,
spis II1. 51, 52)

Ap3. V reguldrnej kuzelosecke je vzdialenost od pevného bodu (ohniska)
dmernd vzdialenosti od pevnej priamky (riadiacej priamky). Tento
pomer vzdialenosti nazjvame excentricita (vystrednost). ([3, s. 119])

Grécki matematici pokracovali v §tadiu kuzelosediek aj v nasledujucich
storoc¢iach. Vyraznejsie stopy v tejto oblasti zanechal pol tisicroc¢ia po
Apolloniovi jeho obdivovatel Pappus z Alexandrie (290-350 n.l.).

Vel'mi struény pohl'ad do neskorsich obdobi

Arabski matematici sa v X. storo¢i intenzivne zaoberali zostrojenim
a overovanim néastroja, ktorym by bolo mozné konstruovat kuzelosecky
spojitym sp6sobom, nie bod za bodom — ¢ize podobne, ako sa rysuja
kruznice pomocou kruzidla [6].

Kuzelosecky a pridruzené telesa (elipsoid, paraboloid, hyperbolo-
id, ...) sa vdaka svojim vlastnostiam dostali do centra zaujmu v optike,
astronomii a inych exaktnych vedach, ale aj v umeni. Medzi osobnostami
renesan¢nej Eurépy, ktoré vyznamne prispeli k pokroku v tejto oblasti,
vynika Leonardo da Vinci (1452-1519) & Johannes Kepler (1571-1630).

Sedemnaste storo¢ie zaznamenalo nastup a rozvoj projektivnych me-
tod, ktoré sa nadalej dynamicky rozvijaja. Tieto metody ovplyvnili aj
pohlad na kuZzel'osecky. Philippe de la Hire (1640-1718) bol jednym z pr-
vych matematikov, ktori povazovali kazdu regularnu kuZzelosecku za ob-
raz kruZnice pri vhodne zvolenom premietani.

Dandelinove sféry

V roku 1822 zverejnil franctzsko-belgicky matematik a bansky inzi-
nier Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) nazorny pristup umoziujuci
elegantne dokazat Apolloniove tvrdenia [2| B]. S podobnym napadom
prisiel v tom istom obdobi iny Belgi¢an Adolphe Quetelet (1796-1874).
Preto najdeme prislusni vetu pod nazvom Dandelinova veta, Dandelin—
Queteletova veta alebo Belgickd veta o kuzeloseckdch. V nasom prispevku
uvadzame jej znenie a dokaz pre elipsu.

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Veta 1. Nech je prienikom rotacnej kuZelovej plochy K a roviny P
elipsa €. Potom existuju dve gulové sféry vpisané do K a dotgkajice
sa P, pre ktoré plati:

(i) Dotykové body sfér s rovinou P st ohniskami elipsy E.

(i1) Priesecnice roviny P s rovinami, v ktorych lezia kruZnice spolocné
ploche K a jednotlivym sféram, su riadiace priamky elipsy &.

Obr. 2: Dandelinove sféry — vlavo mierny podhlad, vpravo pohlad spredu

Doékaz turdenia (i). Rovina P neprechadza vrcholom kuzelovej plochy
(oznafme ho S), pretoze P N K je elipsa. Preto sa prave dve spomedzi
sfér vpisanych do K dotykajia P (obr. [2). Tieto sféry pomenujme G a G/,
ich dotykové body s rovinou P ozna¢me F a F’.

Zvolme bod M na elipse £. Nasim cielom je dokazat, ze |M F|+|MF’|
je konStanta, ktora nezavisi od volby bodu M. To bude zodpovedat oh-
niskovej definicii elipsy [2| s ohniskami F, F’.

Priamka SM je hranou plochy K. Oznaéme N, N’ body, v ktorych
sa W dotyka sfér G, G'. Kedze a st dotycnice z bodu M
k tej istej sfére G, pre vzdialenosti plati |[MF| = |MN|. Analogicky
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MATEMATIKA

|[MF’'| = |MN'|. Ziskané rovnosti s¢itajme, dostaneme
IMF|+ |MF'| = |MN|+|MN'| = |NN'|. (1)

Uvedomme si, ze kazd4a gulova sféra vpisana do rotacnej kuzel ovej plochy
s fiou mé spolo¢nit kruznicu, ktora lezi v rovine kolmej na os plochy.
To znamena, ze pre lubovolnt polohu bodu M na £ bude vzdialenost
prislusnych bodov N, N’ rovnakA.

Tym sme dokazali tvrdenie (i) podobnym sposobom, aky predlozili
Dandelin aj Quetelet.

Dokazme tieZ, Zze konstanta |[NN’| sa rovna dizke hlavnej osi elipsy,
Cize INN'| = |AA'|, kde A, A’ st hlavné vrcholy elipsy. VyuZijeme skutoc-
nost, Ze body A, A’, F, I’ st kolinedrne, kedZe leZia v rovine P a zaroven
v rovine O urcenej vrcholom S a bodmi A, A’. Rovina O totiz obsahuje os
kuzelovej plochy a pretina sféry G, G’ v hlavnych kruzniciach. Dotykové
body sfér s rovinou P su teda zarovenn dotykovymi bodmi spomenutych

kruZnic s priese¢nicou rovin P a O, ¢o je priamka AA’. Plati
|AF|+ |AF'| = |AF| + |AF| + |FF'| = 2|AF| + |FF'| (2)

a podobne
|A'F|+ |AF'| =2|A'F'| + |F'F|. (3)

Na druhej strane, kedZe bodom M na elipse moze byt aj niektory hlavny
vrchol elipsy, na zaklade mame

|AF| +|AF'| = [NN'| = |A'F| + |A'F'|. (4)
Vdaka () mézeme dat pravé strany (2)) a (3) do rovnosti, odkial
|AF| = |A'F'|.
Tuto rovnost vyuZijeme v lavej Casti
INN'| = |AF| + |AF'| = |A'F'| + |AF'| = |AA'|,
¢im je dokaz tvrdenia (i) aj s na8im dodatkom dokondceny.

Poznamka 1. Dandelin ani Quetelet nevyuzili v dékaze druhého tvr-
denia myslienku sfér. No uz o niekolko rokov neskor (1829) britsky ma-
tematik Pierce Morton predniesol a nasledne publikoval dokaz [5], ktory
na tomto mieste s tipravami priblizime c¢itatelom.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Dokaz turdenia (ii). Ako v (i), rovina P pretina rotaéni kuzelovi plochu
K v elipse £ s hlavnymi vrcholmi A a A’. Do K je vpisana sféra G, ktora
sa dotyka roviny P v ohnisku F' elipsy. Obr. [3| znazoriiuje rez rotacného
kuzel'a vrcholovou rovinou O uréenou bodmi S, A, A’. Kedze P ako aj
rovina obsahujtaca dotykovt kruznicu £ NG st kolmé na O, na obrazku
st znazornené ako priamky. Priese¢nica tychto dvoch rovin d je priamka
kolmé na O, na obrazku ju vidime ako bod X.

S

Obr. 3: Rez kuzela a jednej sféry vrcholovou rovinou

Chceme dokazat, ze ak M € &, tak pomer vzdialenosti |MF| : |Md|
je konstanta nezavisla od volby bodu M, ¢o zodpoveda definicii [3} Do-
kadzeme tiez, Ze tato konStanta, Standardne oznacovana e, splha e < 1.

Hrana SA sa dotyka G v bode N. Z casti (i) vieme, Ze |AF| = |AN]|.
Takisto, ak M € & je lubovolny bod a R = ng, tak [MF| = |MR).
Oto¢me M okolo osi kuzelovej plochy tak, Ze dostaneme bod M* € SA.

Bod M* teda lezi v rovine kolmej na os kuzelovej plochy a prechadzajice;j
bodom M. Pri tom istom otoceni sa R zobraz{ do N. Preto plati

|MF| = [MR| = |[M*N|. ()

Roénik 98 (2023), ¢islo 1 7
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Nech P je kolmy priemet bodu M na priamku AA’. Potom M ﬁ||d,
a teda pre vzdialenosti plati

|Md| = |Pd| = |PX]. (6)

VyuZijeme skutocnost, Ze vSetky spomenuté body okrem M a R leZia

v tej istej rovine O. Plati PM* || , bod A je priese¢nikom tseciek
NM* a PX. Preto

|[M*N|:|PX|=|AN]|:|AX]. (7

Ked7ze £ je elipsa, pre velkosti uhlov plati [ SAX| > |X ASA’|. Preto
|AN| < |AX|. Pomocou vztahov (f)), (6) ako aj |[AN| < |AX| = |Ad]|
dostaneme po dosadeni do

|MF|: |Md| = |AF| : |Ad| = e < 1.

Dokaz pre druhé ohnisko F” a prislusnu priamku d’ je analogicky.

Pod’akovanie
Tento prispevok vznikol s podporou grantu KEGA 001UMB-4/2020.
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Prelévani vody mezi nadobami, teorie grafii a
modularni aritmetika

Pavel Pokornyg, VSCHT Praha

Uvazujme dvé nadoby na vodu, jednu o objemu 5 litrid, druhou o ob-
jemu 3 litry, ale bez rysek udavajicich vysku hladiny (viz obr. [1]). Mu-
zeme jednu nebo druhou nadobu zcela naplnit ¢erstvou vodou, mizeme
libovolnou nadobu zcela vyprazdnit (tim, Ze vodu vylijeme do odpadu)
nebo miizeme vodu z jedné nadoby prelit do druhé nadoby, a to tak, ze
budto pielijeme vSechnu vodu, pokud se do druhé nadoby vejde, tedy
az do stavu, kdy je prvni nddoba prazdné, nebo muzeme prelit takové
mnozstvi vody, az je druha nadoba zcela plna.

Obr. 1: Schématicky nac¢rtek velké nadoby o objemu 5 litri (vlevo) a malé
nadoby o objemu 3 litry (vpravo)

Uloha zni: lze s ptivodné prazdnymi nadobami dosahnout stavu, kdy
je v jedné nadobé 1 litr vody?

Uvedeme rychlé intuitivni feSeni této tlohy a pak si ukédzeme nékteré
zajimavé matematické pojmy a algoritmy, které jsou uzitecné i v jinych
souvislostech.

Intuitivni reSeni

Kdyz zkousime téméf nahodné, jaké jsou dovolené operace, tak po
chvili nejspiSe dospéjeme k této moznosti: Naplnime malou nadobu po
okraj, tedy aby v ni byly 3 litry vody. Pak tuto vodu prelijeme do velké
nadoby. Potom opét malou nddobu naplnime po okraj a nakonec vodou
z malé nadoby doplnime velkou nadobu, aby byla plné, tedy prelijeme
2 litry. Tak ztistane v malé nadobé& pravé 1 litr vody.

Roénik 98 (2023), ¢islo 1 9
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A co kdybychom zac¢ali naopak tim, Ze naplnime na zac¢atku velkou
nadobu po okraj, tedy aby v ni bylo 5 litra? Jak lze dale postupovat?
Mizeme prelit 3 litry do malé nadoby a ve velké nadobé zustanou 2 litry.
Pak malou nddobu vyprazdnime. Poté 2 litry z velké nadoby prelijeme
do malé a velkou opét naplnime po okraj. Nyni mtizeme malou nadobu
doplnit z velké tim, Ze z ni prelijeme 1 litr, takze ve velké budou 4 litry
a mal4 bude plna. Pak malou nadobu vyprazdnime. Nyni z velké né-
doby, ve které jsou 4 litry, mazeme prelit do malé nddoby 3 litry a ve
velké nddobé zbude 1 litr. Tento druhy zptsob je zjevné delsi. Nabizi se
otézka, jak najit nejkratsi postup vedouci k danému cili. A jaké stavy
lze doséhnout a jaké nelze?

V dalsich kapitolach si ukdzeme nékteré zajimavé matematické na-
stroje, které jsou uzite¢né pro hledani odpovédi na tyto a dalsi otazky.

Matice prechodi

Pro peclivy popis zavedeme veli¢iny: objem velké nddoby a = 5, objem
malé nadoby b = 3, mnoZstvi vody ve velké nadobé z € {0,1,...,a}
a mnozstvi vody v malé nadobé y € {0,1,...,b}. Pak celkovy pocet
moznych stavi je n = (a+1)(b+1) = 24. Ocislujme tyto stavy indexem
1= (b+1)z+y; i €{0,1,2,...,n—1}. Tedy napt. stav (0;0), kdy = 0,
y = 0 ozna¢ime indexem i = 0, stav (0;1), kdy x = 0, y = 1 oznalime
indexem i = 1, a7 stav (5;3), kdy = 5, y = 3 oznad¢ime indexem ¢ = 23.
Zpétny vypocet, tedy jak nalézt stav (x;y) z indexu ¢, 1ze provést takto:
y =dimod (b+ 1), z = (: —y)/(b+ 1), kde mod je operace modulo,
tedy zbytek po déleni. Napf. pro stav (2;3), kdy x = 2, y = 3 je index
i=4x+y =11 anaopak y = 11lmod4 =3 az = (11 — 3)/4 = 2,
protoze 11 déleno 4 jsou 2 a zbytek je 3.

K operaci modulo se jesté vratime. Poznamenejme jen, Ze napt. mod 10
vlastné da z ¢isla zapsaného v desitkové soustavé ¢islici na misté jedno-
tek, napf. 158 mod 10 = 8.

Nyni mtZeme zavést matici pFechodu (pozor, Ze v jinych souvislostech
tento vyraz miiZze znamenat néco zcela jiného), tedy ¢tvercovou tabulku
¢isel, ktera mé 24 fadkia a 24 sloupcii. Na fadku ¢ ve sloupci j bude 0,
jestlize nelze jednim krokem piejit ze stavu ¢ do stavu j, a bude tam 1,
jestlize to lze. Krokem zde rozumime jednu dovolenou operaci s nado-
bami, tedy

e naplnéni jedné nebo druhé nadoby

e vyprazdnéni jedné nebo druhé néadoby

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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e preliti vody z jedné nadoby do druhé (a to tak, az bude budto
cilovad nadoba plné, nebo az bude zdrojova nadoba prazdnéa)

Tak dostaneme nésledujici matici

oooirooooo0o000000000001000
100110000000000000000100
100100001000000000000010
10000000000010000000000O01
110000010000000000001000
011010011000000000000100
001110010000100000000010
000110000000000010000001
101000000001000000001000
010100001001100000000100
001000011001000010000010
000100001000000000001001
100100000000000100001000
010000010000100110000100
0o01000000001100100001010
000100000000100000000101
100000010000000000011000
01o0000000001000010011100
o0oi1000000000000110010110
o0oo1oo0000000000010000011
10000000000100000000000O01
010000000000000100001001
0o1o000000000000000011001
oooroooooo000000000001000

Pfi ruénim vypoctu je nebezpedi chyby, kterd se §patné odhaluje, proto
je vhodné tyto tkony provést na pocitaci napf. pomoci téchto piikazii
v systému Mathematica:

a = 5; (x velikost leve nadoby *)

b = 3; (x velikost prave nadoby *)

n=(a+ Dx*xb + 1); (* pocet stavu *)

t Table[0, {n}, {n}]; (* pripravime si matici nul *)
slx_, y21 :=1+ (b + 1) x +y; (* jak spocitat index *)
Table[

t[lslx, yl, s[0, yl11] =
t[[slx, yl, slx, 0]1]]
tl[slx, yl, sla, ylll
t[[slx, yl, slx, bll]

(* levou nadobu lze vyprazdnit *)
(* pravou nadobu lze vyprazdnit *)
(* levou nadobu lze naplnit *)
(* pravou nadobu lze naplnit *)

1;
1
1;
1;
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If[x >0 & y < b && x <= b - y, tllslx, yl, s[0,x+yl]1]=1];
(* je-1i vlevo trochu vody, lze ji prelit doprava *)

If[x >0 & y < b & x > b -y, tllslx, yl, slx+y-b,b]]1]=1];
(* je-1i vlevo hodne vody, lze trochu ulit doprava *)
If[x <a&& y>0&& y <= a - x, tllslx, yl, slx+y,0]111=1];
(* je-1i vpravo trochu vody, lze ji prelit doleva *)

If[x <a&& y>0&& y>a-x, tllslx, yl, sla,x+ty-alll=1];
(* je-1i vpravo hodne vody, lze trochu ulit doleva *)
t[[s[x, yl, slx, y11] = O,
(* prechod do stejneho stavu je zbytecne uvazovat *)
{x, 0, a}, {y, 0, b}];
TeXForm[t] (* vystup matice t ve formatu TeX *)

Napf. na prvnim fadku vidime pouze dvé jednicky. Ve ¢tvrtém sloupci,
tedy pro index i = 3, to odpovida pfechodu (0;0) — (0; 3), kdy naplnime
pravou nadobu, a v dvacatém prvnim sloupci, tedy pro index ¢ = 20, to
odpovida pfechodu (0;0) — (5;0), kdy naplnime levou nadobu.

Dale vidime, Ze nékteré sloupce obsahuji pouze nuly, napt. Sesty slou-
pec, tedy s indexem ¢ = 5 odpovidajici stavu (1;1). To znamena, %e do
tohoto stavu se nelze dostat dovolenou operaci z jiného stavu. Tedy pro
nase dalsi uvahy lze vynechat tento stav, tedy Skrtnout sloupec a fadek
s timto indexem. Podobné odstranime i dalsi sloupce a fadky s indexem
odpovidajicim nulovému sloupci (je jich celkem 8). Tak dostaneme na-
sledujici matici pfechodu mezi dosazitelnymi stavy, kterou ozna¢ime P.
Matice P ma velikost 16 x 16, zatimco ptvodni matice méla velikost
24 x 24.

0001000000001000
1001100000000100
1001001000000010
1000000010000001
1100010000001000
0001100000100001
1010000100001000
p— 0001001000001001
~11001000001001000
0001000010000101
1000010000011000
0001000000100011
1000000100000001
0100000001001001
0010000000011001
0001000000001000
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Zde jiz je vyznam indexu jiny neZ v predchozi matici 24 x 24. Ozna¢me m
pocet pripustnych stavi. Zde tedy m = 16. Stavy budeme opét ¢islovat
od nuly.

Ozna¢me p;; prvek matice P na rfddku ¢ ve sloupci j. Hodnota p;; =1
znamend, ze se lze v jednom kroku dostat ze stavu ¢ do stavu j. V opac-
ném piipadé je p;; = 0.

A co kdyZ budeme uvaZovat dva kroky? Tedy v prvnim kroku cestu
ze stavu ¢ do stavu j a ve druhém kroku cestu ze stavu j do stavu k. To
bude mozné, pokud p;; = 1 a p;i = 1, tedy pokud p;;p;r = 1 pro né&jaky
mezistav, tedy pro néjaké j. Takovych pfipustnych mezistavi j muze
existovat i vice. Pak soucet sou¢int Z;.":j)l Dijp;r bude udévat pocet cest
ze stavu i do stavu k. MuZeme tedy zavést matici P? s prvky

m—1
2
ng) = Z PijPjk,
j=0

jejiz prvky pgi) udévaji pocet cest ze stavu ¢ do stavu k ve dvou krocich
(zde dvojka v zévorce je pouze pravy horni index, neznamena druhou
mocninu &isla p;j, ani druhou derivaci, pochazi z dvojky v symbolu P2,
ktery ale jiz ma vyznam druhé mocniny matice P, jak ukdZeme déle).

2000000110000002
2201010011003002
2021000110013002
1003000001003000
2003200100101102
3101020010013001
2003002100002012
p? — 301100021000200 2
2002000120001103
2102000012003002
1003100100201013
2011010010023002
0003001000003001
2003100110001202
2003001100101022
2000000110000002
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Tato operace se nazyva nasobeni matic a pro dvé matice A a B, kde
matice A je typu u X v, tedy ma u fadki a v sloupci, a matice B je typu
v X w, tedy ma v fadka a w sloupci, miZzeme uvazovat jejich souéin, coz
bude matice C = A - B s prvky

v
Cik = E ai;bj,
=1

coZ je vlastné skalarni soucin i-tého rfadku matice A s k-tym sloupcem

matice B. Je tedy nutné, aby 8ifka matice A, tedy pocet jejich sloupcii,
se rovnal vySce matice B, tedy poc¢tu jejich radki.

Je-li vyznam prvku a;; matice A pocet cest ze stavu ¢ do stavu j a
vyznam prvku b;;, matice B pocet cest ze stavu j do stavu k, pak vyznam
prvku ¢;x matice C je poCet cest ze stavu ¢ do stavu k (pFes stav 7). Tento
vyznam sou¢inu matic je jeden z divodi, pro¢ je nasobeni matic pravé
takto zavedeno, zdanlivé zbytecné slozité. Nabizi se otézka, pro¢ nelze
nasobeni matic zavést po slozkach, podobné jako sé¢itani matic. Lze, ale
takto definované nasobeni by mélo mnohem méné pouziti.

Takto zavedené matice ndm umozni snadno zjistit, kolik kroku je po-
t¥eba, abychom se z daného vychoziho stavu, napf. ze stavu (0; 0) dostali
do ur¢itého stavu, napf¥. do stavu (5;1). Nasobime postupné matice P:
P2=pP.pP, P?=pP?2P, P*=P3. P, ... adostavame

1006001001006001
7009300321105306
7009003311106036
6002000340001107
7305031131019006
6009300311305117
703500143001800°7
p3 — 5009003211008015
5108001123009005 |”
700810034100530°7
7115031130039006
6009101311305037
7011000430002006
630601113300900°7
603501123003900°7
1006001001006001
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az teprve v matici

130130007 70003 1013
206019043 510501251021
200618013 9 101042410 22
710200031 25002100 7
21012560110 6 340184120
214118063 510204251020
200125007 9 5310220418
pt— 2104140021110101171021
2101171011011200144021
1840220135 9700251020
20012540210 5360181421
201418043 6 10106251021
700210052 13002001 7
22012440110 9 310186020
210012510510 5 3401906 20
130130007 70003 1013

se na prvnim fadku v ¢trnactém sloupci objevi poprvé nenulové ¢islo,
které ukazuje, Ze se lze ¢tyfmi kroky dostat ze stavu (0;0) do stavu
(5;1), ktery ma podle ptavodniho ¢islovani index 21 a po vyskrtnuti ne-
dosazitelnych stavi je to ¢trnécty stav.

V dalsi kapitole si ukdZzeme jiny zajimavy néstroj pro sledovani pie-
chodu mezi stavy.

Teorie graft

Body predstavujici stavy naseho systému se v teorii grafi nazyvaji
vrcholy (anglicky vertex). Dva vrcholy mohou byt spojeny hranou (ang-
licky edge). Tato hrana muZe byt orientovana od jednoho vrcholu k dru-
hému, jak tomu je v nasem piipadé, kdy hrana zna¢i moznost prechodu
z jednoho stavu do druhého. Grafem pak nazyvame dvojici (V, E), kde V
je mnozina vrcholi a F je mnoZina hran. Hranou v orientovaném grafu
rozumime uspotadanou dvojici vrcholi grafu, viz [11 2].

Z matice prechodi P lze sestrojit graf, viz obr. 2] V nasem piipadé
je matice pfechodi P matice o velikosti 16 x 16, protoze nas systém
mé 16 dosazitelnych stavi. Proto bude mit graf 16 vrcholi. Kazdému
nenulovému prvku p;; matice P (téch je 58) odpovidé orientovana hrana
od i-tého vrcholu k j-tému vrcholu. Proto bude mit graf 58 orientovanych
hran. Na obr. [2] jsou vrcholy oznaceny pro prehlednost ne indexem, ale
soufadnicemi (z, y), jejichz vyznam je objem vody v levé a pravé nadobé.
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Obr. 2: Graf popisujici stavy systému dvou nadob a mozné prechody mezi
stavy. Tu¢nou Carou je vykreslena nejkratsi cesta ze stavu (0;0) do stavu (5; 1)

Tucnou ¢arou je vykreslena nejkratsi cesta ze stavu (0;0) do stavu
(5;1). K nalezeni nejkratsi cesty mizeme pouzit Dijkstriv algoritmus,
viz [3, [4]. Ten je srozumitelné popsan v péknych skriptech [I] a tento
popis algoritmu zde pro pohodli ¢tenafe zopakujeme. Pro nagi dlohu
chceme najit nejkratsi cestu z daného vrcholu do jiného daného vrcholu
grafu, pfi¢emz poc¢itdme pouze pocet operaci, tedy pocet hran. Dijkstrav
algoritmus je obecnéjsi ve dvou ohledech. Dovoluje nalézt nejkratsi cesty
z daného vrcholu do vSech vrcholu grafu. Pracuje s grafy, kde hrany
mohou mit rizné délky a algoritmus pak hleda nejkratsi cestu. To si lze
predstavit, jako kdyby vrcholy byla mésta spojena silnicemi o ruaznych
délkach a my hleddme nejkratsi cestu z daného mésta do jednotlivych
mést. Tato nalezené cesta bude popsana tak, ze kazdy vrchol bude mit
prifazeného svého predchidce v této nejkratsi cesté.
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Oznacme vg vychozi vrchol, z néhoz hledame nejkratsi cesty. Kazdému
vrcholu v pfifadime do¢asnou hodnotu dh(v), na poéatku nekone¢no, a
trvalou hodnotu th(v), to bude nalezena nejkratsi vzdalenost od vycho-
ziho vrcholu vg. Cely algoritmus lze popsat v téchto péti krocich:

1. Poloz th(vg) = 0 a dh(v) = oo pro kazdy jiny vrchol.
2. Necht u je posledni vrchol, kterému byla pfifazena trvala hodnota

(na zacatku je to vrchol vg). Pro kazdy vrchol v, ktery neméa pfi-
fazenu trvalou hodnotu a je spojen hranou s vrcholem u, poloz

dh(v) = min{dh(v), th(u) + c(u,v)},

kde c(u,v) je délka nebo cena hrany mezi vrcholy u a v. Pro nas
piipad s nadobami je cena kazdé existujici hrany rovna jedné.

3. Pokud v predchazejicim kroku doslo ke zméné doc¢asné hodnoty,
nastav pfedchudce vrcholu v vrchol w.

4. Ze vSech vrcholi, které nemaji pfifazenou trvalou hodnotu, vy-
ber vrchol v, jehoz doCasna hodnota dh(v) je minimalni, a poloz
th(v) = dh(v). Zde je hlavni myslenka algoritmu: Jestlize zadny
jiny vrchol bez trvalé hodnoty nema kratsi vzdalenost od pocatec-
niho vrcholu, tak pfes néj nemuze vést kratsi cesta. To plati za
dulezité podminky, ze vahy hran jsou nezaporna ¢isla. V naSem
pripadé jsou vahy hran rovny jedné, tedy nezaporné.

5. Pokud nemaji vSechny vrcholy pfifazenu trvalou hodnotu, pokra-
¢uj bodem 2. Jinak algoritmus konéi.

Poznamenejme, ze vrcholy, které nejsou spojené s vychozim vrcholem,
budou mit po dokoné¢eni Dijkstrova algoritmu délku cesty nekonecéno.

Ukazme si pouziti Dijkstrova algoritmu na nas pfiklad, kdy hledame
nejkratsi cestu z vrcholu (0;0) do vrcholu (5; 1), viz tabulka[l] V prvnim
sloupci je seznam vsech vrcholi ve formatu (z;y). Dalsi sloupce od-
povidaji stavu na zacatku provadéni bodu 2. algoritmu. Kazdé policko
obsahuje doc¢asnou hodnotu (nepodtrzené ¢islo) nebo trvalou hodnotu
(podtrzené ¢islo) a za ¢arkou je predchiidce vrcholu, ktery je uveden na
piislusném tadku v prvnim sloupci.

Na za¢atku nastavime trvalou hodnotu vrcholu (0;0) na hodnotu 0 a
toto ¢islo podtrhneme, protoze je to jiz trvala hodnota. Tento bod neméa
predchudce. Ostatnim vrchola pfifadime do¢asnou hodnotu nekoneéno.
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Tabulka 1: Ukazka pouziti Dijkstrova algoritmu pro nalezeni nejkratsi cesty
z vrcholu (0; 0) do vrcholu (5;1). V prvnim sloupci je seznam vSech vrcholi. Ty
odpovidaji staviim systému dvou nadob. V prvnim fadku jsou ¢&isla udéavajici
iteraci (kolo) algoritmu. V hlavni ¢asti tabulky je nepodtrzené &islo docasna
hodnota, podtrzené &islo je trvala hodnota délky cesty z vrcholu (0;0) do
daného vrcholu (uvedeného v prvnim sloupci). Za ¢arkou je uveden predchidce
daného vrcholu.

L ol 2 [ s [ a5 o[ 7] s [59 |
0.0 0

(0,1)|[co| o0 00 00 0o 00 0o 00 00
(0,2)||co| o0 0 0 0 00 oo |4,(2;0)]4,(2;0)
(0,3)|[oo|1, (0;0)

(1,0)||oo| oo 00 00 00 00 00 00 00
(1,3)||cc| o0 00 00 00 () oo
(2,0)||co| oo 00 oo 13,(2;3)13,(2;3)(3,(2;3)

(2,3)||oco| o0 oo |2,(5;0)

3,0)|lco| oo [2,(0:3)]2,(0;3) |2, (0;3)

(3,3)||c0| o0 00 00 oo 13,(3;0)]3,(3;0)|3,(3;0)
(4,0)||oco| o0 00 00 00 S o) 00 o0
(4,4)||c0| oo 00 c) ) ) 9] 00 )
(5,0){|oc |1, (0;0) L, (0;0)

(5,1)||co| o0 0 0 0 0 00 oo |4,(3;3)
(5,2)||co| o0 00 00 (eS) )
(5,3)[|o0] oo [2,(0;3)]2,(0;3)|2,(0;3)|2,(0;3)

To zapiSeme do prvniho sloupce v hlavni ¢asti tabulky, ktery ma nahote
¢islo 1.

V 1. kole algoritmu je u = (0;0). Ten je spojen se dvéma vrcholy, (0; 3)
a (5;0). Proto nastavime jejich do¢asnou hodnotu 1 a jejich pfedchiidce
(0;0). Ve 4. bodé& vybereme napf. vrchol (0;3) a jeho do¢asnou hodnotu
prohlasime za trvalou (v tabulce ji podtrhneme). Existuje-li vice vrcholt
s miniméln{ do¢asnou hodnotou, vybereme libovolny z nich. Na ostatni
se pak dostane pii dalsich kolech algoritmu.

V 2. kole algoritmu je u = (0;3). Ten je spojen se tfemi vrcholy,
(5;3), (3;0) a (0;0). Vrchol (0;0) ma jiz nastavenu trvalou hodnotu,
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proto jeho zéznam jiz neménime (ani neopisujeme do dalsich sloupeckii).
Pro vrcholy (5;3) a (3;0) nastavime jejich do¢asnou hodnotu 2 a jejich
predchiidce (0;3). Zaznam vrcholu (5;0) opiSeme. Minimum do¢asnych
hodnot mé nyni vrchol (5;0), a to 1. Proto tuto jednicku prohlasime za
trvalou hodnotu a v tabulce si ji podtrhneme.

Ve 3. kole algoritmu je u = (5;0). Ten je spojen se tfemi vrcholy, (0;0),
(5;3) a (2; 3). Vrchol (0; 0) jiz méa pfifazenu trvalou hodnotu, a to 0, proto
s nim jiz nepracujeme. Do vrcholu (5;3) vedou dvé cesty: ptivodni pfes
vrchol (0;3) a nova pres vrchol (5;0), obé stejné dlouhé (2), proto jeho
udaje nyni neménime. Do vrcholu (2;3) jsme zatim nasli cestu délky 2,
jeho predchiidce je zatim vrchol (5;0). Z t¥ech vrcholu (2;3), (3;0) a
(5;3) s doCasnou hodnotou 2 vybereme napf. vrchol (2;3) a prohlasime
jeho doc¢asnou hodnotu za trvalou.

Takto postupuje dale, vysledky zapisujeme do tabulky, az v 9. kole
dospéjeme k vysledku, ze do bodu (5;1) vede cesta délky 4 a piectenim
predchidct jednotlivych bodu zjistime, jak tato nejkratsi cesta vypada,
tedy pres které vrcholy vede.

Piikaz pro hledani nejkratsi cesty je bé&Znou soucasti softwarovych
nastroju pro praci s grafy. Napf. v prostiedi Mathematica se jmenuje
FindShortestPath.

Modularni aritmetika

y y
3 . . . . [ 3 . . . . .
2 . . . . . 2 °
1 . . . . . 1 .
X X
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Obr. 3: Vlevo: body v roviné predstavujici vSechny mozné stavy soustavy dvou
nadob. Vpravo: pouze dosazitelné stavy. gipkou je zobrazen piechod z bodu
(0;3) do bodu (3;0), tedy kdy vSechnu vodu z plné malé nadoby pielijeme do
prazdné velké nadoby

Podivejme se na jesté jeden mozny zpusob feSeni nasi tlohy o prelévani
vody mezi dvéma nadobami. Kdyz si mnozstvi vody v levé nadobé ozna-
¢ime x a mnozstvi vody v pravé nadobé y, muzeme stav naSeho systému
dvou nadob vyjadfit bodem v roviné o kartézskych soufadnicich (z;y).
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Vsechny moZné stavy pak vytvori obdélnikovou sit bodu o celoéiselnych
soufadnicich (viz obr. [3| vlevo) a dosazitelné stavy jsou reprezentovany
body na obvodu tohoto obdélniku (viz obr. [3| vpravo).

are

1 2 3 4

Obr. 4: Nejkratsi cesta z bodu (0;0) do bodu (5;1) podobné jako na obr. 2| ale
zde jsou vrcholy grafu umistény do bodi podle jejich kartézskych sourfadnic

Jaké prechody jsou mozné a jak se zobrazi na obrazku? Vyjdéme ze
stavu, kdy jsou obé& nadoby prazdné, tedy z bodu (0;0). MiZeme napl-
nit velkou nadobu vodou. Tim se presuneme z levého dolnfho rohu do
pravého dolnfho rohu. Nebo miiZzeme naplnit malou nadobu, pak se pre-
suneme do levého hornfho rohu. Kdyz naplnime i druhou nddobu, tak se
presuneme do pravého horntho rohu. Vyprazdnéni velké nadoby znamena
presun na levy okraj (mala nadoba zlistava beze zmény, tedy souradnice
y se neméni). Vyprazdnéni malé nadoby znamen4 pfesun na dolni okraj
(nyni velkd naddoba zistava beze zmény, tedy soufadnice x se neméni).
Podobné naplnéni velké nadoby je pfesun na pravy okraj, stav malé né-
doby se neméni, tedy souradnice y se neméni. Naplnéni malé nadoby je
presun na horni okraj pfi zachovani souradnice z.

A co prelévani z jedné nadoby do druhé? Pii tomto déji se celkové
mnozstvi vody v obou nadobéch zachovava, pohybujeme se po piimce
x +y = konst, to je piimka klesajici pod thlem 45°. Na obr. [3] vpravo
je Sipkou mitici doprava dolt zobrazen prechod, kdy prelijeme veskerou
vodu z plné malé nadoby do velké nadoby.

Obr. [4 je obdobou obr. [2} tedy ukazuje dosazitelné body a nejkratsi
cestu z bodu (0;0) do bodu (5;1), ale vrcholy jsou umistény v roviné
podle jejich kartézskych soutradnic.
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Jak je to s dosazitelnosti jednotlivych bodua? Pii pielévani vody z malé
nadoby do velké (pohyb na obr. 4| doprava dolit) proces konéi, kdyz
budto dojde voda v malé nadobé (na obr. 4| narazime na dolni okraj)
nebo dosahneme plné velké nadoby (na obr. narazime na pravy okraj).
A podobné pii pfelévani vody z velké nadoby do malé (pohyb na obr.
doleva nahoru) proces konéi, kdyz budto dojde voda ve velké nadobé
(na obr. 4| narazime na levy okraj) nebo dosdhneme plné malé nadoby
(na obr. narazime na horni okraj). P¥i hledani v8ech dosazitelnych
bodt miizeme tedy sledovat, kam se vSude dostaneme, kdyz provadime
prelévani z malé nadoby do velké (pohyb doprava dolt) doprovéazené
dolévanim malé nadoby, kdyz je prazdna, a vylévanim velké nadoby do
odpadu, kdyz je plna. Nebo obracené pirelévame vodu z velké nadoby do
malé, doplnéni dolévanim velké nddoby a vyprazdiiovinim malé.

Ty pomocné operace (dopliiovani a vylévani vody) vlastné jen ztotoz-
fuji body na hornim okraji s body na dolnim okraji obdélniku a body
na levém okraji s body na pravém okraji.

Kdyz ztotoznime krajni body usecky, dostaneme kruznici (aZ na ne-
podstatné deformace), viz obr.

A=B

Obr. 5: KdyZ ztotoznime krajni body usecky (jako bychom zapnuli pasek
u kalhot), dostaneme kruznici
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Kdyz ztotoznime hranu obdélniku s protilehlou hranou, dostaneme
valec, viz obr. [6]

D C

Obr. 6: KdyZ ztotoznime levou stranu obdélniku s protéjsi stranou (jako
bychom stoéili vysokoskolsky diplom do tuby), dostaneme véalec

A kdyZ ztotoZnime navic druhou stranu obdélniku s protilehlou stra-
nou, dostaneme torus (ten si maZeme piedstavit jako povrch nafouknuté
pneumatiky), viz obr. [7] Milovnici sladkého peciva si misto pneumatiky
radéji predstavi americkou koblihu neboli donut.

Obr. 7: Torus je plocha, kterou si miZeme piedstavit jako dvakrat stoceny
obdélnik

Takze prelévani vody z malé nadoby do velké, doprovazené dopliiova-
nim vody do malé nadoby, kdyz je prazdné, a vylévanim vody z velké
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nadoby, kdyz je plna, si mizeme predstavit jako pohyb jihovychodnim
smérem v roving. A budto uvazujeme, Ze opustime nas zakladni obdélnik
a dostavame se postupné do jeho dalsich kopii, nebo se pfi narazu na pra-
vou hranu vratime na levou hranu a pfi narazu na spodni hranu se vra-
time na horn{ hranu. To je ekvivalentni nahrazeni vodorovné soufadnice
z vyrazem x mod 5 a nahrazeni{ svislé soufadnice y vyrazem y mod 3,
kde mod je zbytek po déleni. Napf. 11 mod 5 = 1, protoze 11 :5 je 2 a
zbude 1. Anebo se na tento proces muzeme divat jako na pohyb po toru.

NaSe otazka zni, které vSechny body lze takto navstivit. Pruseciky
primky popisujici sledovany proces s dolni hranou obdélniku, pfesnéji
s body o vodorovné soufadnici « € {0, 1,2, 3,4} se stfidaji tak, Ze novy
prusecik je o 3 jednotky vpravo oproti pfedchozimu priseéiku. Navsti-
vime takto v8echny body?

Je-li pocet bodi, zde 5, nesoudélny s velikosti kroku, zde 3, pak na-
vstivime vSechny body. To lze snadno dokazat sporem. Uvazujme obecné
pocet bodu a (zde 5) na usetce a velikost skoku b (zde 3). Predpokladame,
Ze prirozena ¢isla a a b jsou nesoudélné, tedy jejich nejvétsi spoleény dé-
litel ged(a,b) = 1. Zkratka ged pochézi z anglického vyrazu greatest
common divisor. Déle predpokladéame, ze kdyZ za¢neme z bodu g, tak
dostavame postupné body

r1 =29+ b mod a, To = xg+2b mod a,
obecné
T, =29+ nb mod a.

Chceme dokazat, Ze takto navstivime vSechny body mnoziny {0, 1,2, ...,
a — 1}. Dikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme tedy, Ze po n krocich
se dostaneme do bodu, kde jsme jiz byli po m krocich, aniz bychom
mezitim navs§tivili vSechny body. Pak by se navstivené body opakovaly a
dosud nenavstivené body by nebyly navstiveny nikdy. P¥itom mé platit
0 <n —m < a. Dostat se do bodu, kde jsme jiz byli, znamena

T, mod a = x,, mod a,

tedy
Ty — Ty = ka,

kde k € N je pfirozené ¢islo. Protoze
Tm = xo+mb mod a, Tn =9+ nb mod a,
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je

Tp — Ty, = (n—m)b = ka.
Zde jsou ¢isla a a b nesoudélna, takze rozdil (n—m) musi byt nasobkem a.
To ale neni mozné, protoze 0 < n —m < a. Tim je dikaz proveden.

To znamend, Ze jsou-li objemy néddob a a b nesoudélna cisla, jako
tomu je v naSem ptuvodnim piikladu, kde a = 5 a b = 3, tak postupné
nav§tivime vSechny body obvodu obdélniku.

Kdyby naopak ¢&isla a a b nebyla nesoudélna, naptiklad kdyby bylo
a =10 a b = 6, tedy jejich nejvétsi spoledny délitel ged(a,b) = 2, tak
by dosazitelné body byly pouze ty body, jejichz soufadnice jsou ndsobky
¢isla 2, nikdy bychom nedostali bod, kde x = 1.

A kdyby dokonce podil a/b nebyl racionalni, ale iracionalni &islo, tak
by pohyb po toru vytvofil kiivku, které by jeho povrch vyplnila husté a
nikdy se nevratila do bodu, ve kterém jiz byla. Vyrazem husté vyplnit
zde myslime to, ze v libovolné malém okoli libovolného bodu se nachazi
bod kfivky.

Zaveér

Na jednoduché uloze jsme ukazali, jak zajimavé matematické nastroje
muzeme pouZzit. Chvilemi se mohlo zdat, Ze jdeme louskat ofisky parnim
strojem, ale pro nas to byla dobra pfilezitost seznamit se s témito uzi-
te¢nymi postupy.
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Pro¢ si Cesi pofizuji solarni panely?

Michaela Makesovd, Michaela Valentovd, FEL CVUT v Praze

Abstrakt. Obnovitelné zdroje energie (OZE) jsou jednou z hlavnich cest
pfechodu k uhlikové neutralité, a to zejména v odvétvi energetiky. Prestoze
se jejich podil v poslednim desetileti vyrazné zvysil, pro véasny a efektivni
odklon od fosilnich paliv je stéle zapotifebi jejich vyraznégjsiho rozvoje.

Rozvoj OZE s sebou nese fadu efektt (dopadi), které lze priméarné rozdélit
na primé a nepirimé. Kromé sniZeni emisi sklenikovych plyna a dalsich ekolo-
gickych a ekonomickych pfinost pfinasi rozvoj OZE i dalsi nepiimé efekty pro
jednotlivee i spole¢nost (socioekonomické, environmentélni, zdravotni a jiné),
tzv. vicenasobné efekty. Clanek analyzuje motivace soukromych investord pri
pofizovani malych fotovoltaickych systému (na stfechy rodinnych domu) a za-
meéfuje se zejména na to, jak tito mali investofi (domécnosti) zahrnuji tyto
vicenésobné efekty do svého rozhodovani.

Vysledky naseho vzorku respondenti, ktery se ukazal jako dostatecné sta-
tisticky reprezentativni, ukazuji, Ze (1) nefinanéni p¥inosy, rozdélené na osobni
a spolecenské, jsou pro investory do fotovoltaickych elektraren v domécnostech
vyznamné a jsou reprezentovany zejména zajmem o Zivotni prostiedi (86 %
respondentil) a energetickou bezpecnosti (82 % respondenti); (2) nefinanéni
pfinosy jsou zvazovany ve stejné mife jako finanéni pfinosy; (3) investory méné
zajima vySe souCasné investice ve vztahu k budoucim usporam nakladi a (4)
investofi jsou stale ochotnéjsi stat se aktivnimi zékazniky a aktivné ovliviiovat
svou spotiebu a vyrobu energie.

Dosazeni klimatické neutrality do poloviny 21. stoleti je jednim z hlav-
nich dlouhodobych ciléi EU i dalsich vyznamnych zemi [I]. Nedilnou sou-
¢asti tohoto prechodu bude zna¢ny rozvoj obnovitelnych zdroji energie
(OZE), jehoZ cilem je zabréanit negativnim environmentalnim, pfipadné
socialné-ekonomickym disledkiim dosavadnich zpiisobt ziskavani ener-
gie, jako je neudrzitelné vyuzivani pfirodnich zdroju, rostouci zavislost
na dovozu fosilnich paliv nebo negativni dopad na Zivotni prostiedi a
lidské zdravi. Podil OZE, zejména v elektroenergetice, se v poslednim
desetileti vyrazné zvysil (napf. v EU se mezi lety 2004 a 2019 vice nez
zdvojnasobil [2]), ale je t¥eba jeho vyrazngjsiho rozvoje, aby byl pFechod
elektroenergetického sektoru v souladu s prechodem na klimatickou ne-
utralitu. Naptiklad se oc¢ekava, ze instalovany vykon fotovoltaiky v Cesku
se v letech 2020-2030 dale zdvojnasobi, pifi¢emz jednim z hlavnich ta-
hount investic do fotovoltaiky mé byt sektor domécnosti s malymi insta-
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lacemi (do 10 kWp) — zhruba polovina o¢ekavaného nového instalovaného
vykonu [3].

Rozvoj obnovitelnych zdroji v energetice zaroven prinasi nejen zmir-
néni emisi sklenikovych plynt a finanéni tspory, ale také fadu nepfimych
finan¢nich a dalsich, socioekonomickych, efektd, které se v odbornych
kruzich oznacuji jako vicenasobné dopady [4, 5l 6]. Pod pojmem vice-
nasobné dopady (efekty) obnovitelnych zdroji energie (ME OZE) si lze
tedy predstavit vSechny dopady a efekty, které kromé piimych indivi-
duélnich finanénich pfinost a nékladt vznikaji jednotliveim i spolec-
nosti [6].

Soukromi investofi obvykle pii procesu ndkupu OZE srovnavaji siteji
¢i uZeji vymezeny pomér naklada a piinosi [7], ale vliv na jejich roz-
hodnuti mé i jejich vnitini nastaveni a nazory [8, [9]. Nas vyzkum proto
pfinasi hloubkovou socioekonomickou analyzu rozhodovani domécnosti
o instalaci fotovoltaiky na stfechy rodinnych domu. Hlavnim cilem vy-
zkumu je zmapovat ME OZE vstupujici do rozhodovaciho procesu do-
macnosti a identifikovat nejvyznamnéjsi faktory, které maji vliv na roz-
hodnuti o investici do fotovoltaickych panelii se zaméfenim na vicené-
sobné dopady. Analyza je zaloZena na vystupech hloubkovych rozhovort
a dotaznikového Setfeni na piipadové studii ¢eskych domacnosti. Hlavni
vyzkumnou otazkou tedy je, do jaké miry jsou drobni investofi motivo-
vani kromé finan¢nich dopadi i dal$imi, nefinané¢nimi dopady a jaka je
jejich struktura.

Prinosy a naklady

»Interni — Uspora energie, Uspora
naklad(, vwEe investice

sExterni — Zivotni prostfedi, emise,
uspora fosilnich paliv

Vnitini postoj Vnéjii podminky
*Postaj k investicim «Statni podpora (existence,
+Postoj k Zivotnimu prostfedi vyse)

+Postoj k otazkém energetiky, *Cena elektfiny/energii
fivotniho prostfedi «Cena paneld

= Aktivni zakaznik

Obr. 1: Struktura faktort ovliviiujicich rozhodovani soukromého investora
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Rozhodovaci proces

Faktory ovliviiujici proces rozhodovani jednotlived se daji rozdélit do
t¥1 skupin — prinosy a néklady, vnit¥ni postoj a vnéjsi podminky. P¥inosy
a naklady zahrnuji jak piinosy pro jednotlivce (interni), tak pro spole¢-
nost (externi), vnit¥ni postoj pak zohlediiuje vnitini nastaveni vzhledem
k investicim, Zivotnimu prostfedi apod. Vné&jsi (okrajové) podminky pak
uréuji ramec rozhodovani, at uz jsou pfimo ovlivnitelné vefejnymi sub-
jekty (statni podpora) nebo jsou uréovany trhem (cena energii, fotovol-
taickych paneli).

Metodika vyzkumu

Vlastni vyzkum probihal v nékolika fazich. V prvni fazi bylo nutné
identifikovat vSechny mozné faktory ovliviiujici soukromé investory a ur-
¢it jejich charakter. V prvni fadé bylo tfeba popsat cely proces porizeni
FVE, dale ur¢it jednotlivé zastupce zaastnénych stran (stakeholdery),
ktefi do procesu vstupuji. Se zastupci téchto stran byly néasledné vedeny
polostrukturované rozhovory, ze kterych vyplynula mnozina 25 faktord,
které byly nasledné validovany a potvrzeny na panelové diskuzi odbor-
nikd.

Pilotni studie
Definice faktord 10/20-02/21 Dotaznikové setfeni
03-07/2020 «Dotaznikové Setieni 09-10/21

*Analyza procesu pofizeni
FVE

*Definice stakeholderd

*Polostrukturovang
razhovory

*Zdroje, ze kterych investofi
terpaji informace

*3 sadyotazek tykajicichse
faktord

*Dotaznikové Setfeni ve
spoluprad s firmou E.ON
(podpofenopfispévkem na
505 vesnicky)

*Kvalitativni otazky na

el »Optimalizovany dotaznik
zaméfeniinvestord

*Panelova diskuse odbornikd

*Vystup — 5 pilifh
rozhodovani, data o
rozhodovani vzorku,
podklady o heterogenité
populace

*Viystup — 25 moinych *\ystup — 19 faktorl, data o
faktord, identifikace kanali rozhodovani vzorku,
informaci validace dotazniku

Obr. 2: Postup vyzkumu

V druhé fazi vyzkumu bylo provedeno pilotni dotaznikové Setfeni,
jehoz cilem bylo zjistit miru zvazovani jednotlivych identifikovanych fak-
torl, tedy jak dotazovani majitelé FVE zahrnuli jednotlivé faktory do
svého rozhodovani. Otazky byly doplnény o fadu kvalitativnich otazek
zaméfenych na osobni nastaveni, nazory a zkuSenosti investoru.
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Ve tieti fazi pak bylo na zékladé této pilotni studie provedeno rozséhlé
dotaznikové Setfeni s optimalizovanym dotaznikem, které umoznilo de-
tailné popsat jednotlivé faktory rozhodovani. Vysledkem byly také zavéry
ohledné heterogenity populace v oblasti rozhodovani a identifikace péti
zékladnich pilifa rozhodovani.

Vysledky

Celkem se vyzkumu tcastnilo 363 respondentii. V daném vzorku pfe-
vazovali respondenti s vysokogkolskym vzdélanim (55 % respondenttt).
Témeér dvé pétiny z nich jsou ve véku 46-55 let. Respondenti, resp. je-
jich domécnosti (dva lidé, kter{ vydélavaji), vydélavaji pramérnou mzdu.
Kli¢ové charakteristiky vzorku byly ovéfeny oproti celé populaci (vSichni
majitelé fotovoltaickych systémi v domécnostech v Ceské republice).

DOSAZENA UROVEN VZDELANI Mési¢ni prijem respondentd, ndsobek
(% RESPONDENTU) priimérné éeské mzdy

Nechci uvést Stiedni skola

___ bez maturity
9%

Stredni Skola s
_— maturitou

Vysoka Skola

Vék respondentt INSTALOVANY VYKON FVE
(% RESPONDENTU)

37% Ménénei2
kwp

1%

20% Vice nez 7
w /]
1% _ 3% 13% /

™ Méné nez 25 let w 26-35 let 36-45 let 46-55 let 6-7 kWp /
7%

—2-3kwp
7%

\_3-4kwp
24%

™ 56-65 let " 66-75 let ™ Vice nez 75 let 5-6 kwp!
20%

Obr. 3: Zéakladni charakteristiky vzorku respondenti

Hlavnim zdrojem informaci pfi rozhodovani, zda vibec poridit FVE
elektrarnu jsou odborné weby a stranky dodavatelskych firem. Vliv okoli
(rodiny, pfatel, pfipadné kolegi) je méné vyznamny, i kdyz stale 53 %
respondenti uvedlo, Ze je pro né okoli v rozhodovacim procesu spiSe nebo
velmi dilezité (obr. [4).

28 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

JAKE ZDROJE INFORMACI PRO VAS BYLY ROZHODUJICi PRI ROZHODOVANI

O PORIZENI FOTOVOLTAICKE ELEKTRARNY?

&lanky na odbornych webovych strankach/odbornych... [ 34% [ <o I 5% 0 2%

odborné komunity a diskusni féra 31% (20% 2%
webové stranky dodavateld 46% 17% 9%
pratelé, rodina nebo kolegové  ['zo% [N 33% Y 20% | 27%
odborné veletrhy |7%|14%.ﬂ 54%
Youtube/ Socialni sité IG%‘:;%. 25% 53%
0%  10% 20% 30%  40%  50%  60%  70%  80%  90%  100%
W Velmi dilezité  m Spise dUlezité H Spise nedilezité Zcela nedilezité

Obr. 4: Zdroje informaci respondentt

Identifikované faktory

Podle respondenti mé instalace FVE nejvétsi pfinos k prehledu o spo-
tfebé energie zakaznika a ke zlepSeni zivotniho prostiedi. Podle respon-
dentt také rozvoj FVE pfispiva k vyssi nezavislosti vyroby energie nebo
k tuspore neobnovitelnych zdroji energie. Respondenti také napiiklad
predpokladaji, ze FVE muze zvySovat komfort bydleni (82 % zcela nebo
spiSe souhlasi). Naopak FVE podle respondentii nem4 vliv na spoleéen-
sky status vlastnika nebo napiiklad dalsi socioekonomické p¥inosy (na-
piiklad zvySovani zaméstnanosti nebo rozvoj vzdélani). To jsou faktory,
které hraji roli v jinych statech a jsou velmi spojené s otazkou pristupu ke
zdrojum energie (tzv. energy access), ktery je stale nedostateény zejména
v rozvojovych zemich.
rozhodovani o pofizeni FVE, patfi budouci riist cen energii, ispora na-
kladt a ekologické ptinosy. Tedy tim, Ze si pofizuji FVE, snaz{ se mali
investofi zejména chranit pred predpoklddanym budoucim riistem ceny
energii. Zaroveh se snazi snizit sou¢asné naklady na elektrickou energii
a zvysit také svou sobésta¢nost v oblasti zasobovani elektrickou ener-
gii. Také jsou si ve velké mife védomi i environmentélnich pfinosu, ke
kterym diky pofizeni FVE pfispivaji. Naopak na rozhodovani{ o potizeni
FVE nemé v zasadé zadny vliv (na rozdil napiiklad od Némecka ¢i Ra-
kouska) to, zda roste zastoupeni FVE na stfechach domt, jak se na FVE
diva okoli nebo napiiklad technickd nezbytnost (odlehlost obydli nebo
nespolehlivost dodéavek elektrické energie, coz muzou byt faktory, které

v jinych oblastech budou hrat vyznamnéjsi roli).
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Zsjem o technologie a sledovani spoteby

Uspora
Okamita finanéni Gspora a Uspora energie
Energetické strategie, koncepce (CZ, EU)

Dalsi socio-

Souhlasite s tim, Ze instalace fotovoltaickych elektraren pfispiva k nasledujicim
faktordm?
159% 4% 6% 1%
Vyse podpory  153% 40% 5% 2%
Zivotni prostiedi  1g3% 49% 7% 2%
vyroby  148% 43% 7% 2%
Nar{st cen i 143% 47 % 1%
Vyse investicnich nakladd  1g5% 45 % 1%
Budouci finanéni Gspora  18% 429 9% e 2%
ychzdrojo  146% 43% Y 2%
146% 43% 20% T 2%
138% 489 10% 0 3%
Nézor okoli 1229 63% % 1%
Komfort bydleni 1369 46% 4 4%
Technickd 142% 39% 49 5%
Nizkorizikové investice  1289% 53% 5% 4%
& investice  127% % 8% 4%
Statni podpora OZE  i20% 549 % 5%
Podil FVE v okoli  122% 52% % 4%
é benefity NE6% % 9% 2%
Spolecensky status  110% m—39% 4% 10%
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
W Zcelasouhlasim W SpiSe souhlasim  ® SpiSe nesouhlasim Zasadné nesouhlasim

Obr. 5: Mnohostranné efekty rozvoje FVE — vnimani respondenti

Vyse uvedenych 19 faktoru lze na zakladé vysledki dotaznikového Se-
tfent seskupit do péti hlavnich piliFi rozhodovéani (tabulka 1). Lze fici, Ze
jednotlivé faktory v ramci kazdého pilite se ,,chovaji podobné, respektive
je investori zahrnuji do svého rozhodovani jako agregovany celek. Tato
agregace pak muZe slouzit pfi dalsich vyzkumech i naptiklad identifikaci
jednotlivych ,skupin“ investorti podle toho, jak jsou u nich zastoupeny
jednotlivé pilife rozhodovani.

Tabulka 1 Pilife rozhodovani

Soukromé ekonomické Navratnost investice

vyhody

Okamzita finan¢éni tispora a dspora energie
Budouci finan¢ni tspora
Nizkorizikovost investice

Pocateéni investice

Vyse investi¢nich naklada
Vyse podpory

Technické prinosy Nezavislost vyroby
Technické nezbytnost
Zajem o technologie a sledovani spotieby
Komfort bydleni
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Socioekonomicky Energetické strategie, koncepce (CZ, EU)
faktor Statni podpora OZE

Uspora neobnovitelnych zdroji

Dalsi socioekonomické benefity

Zivotni prostieds

Vnimani okolniho Podil FVE v okoli

prostiedi Nézor okoli
Spolecensky status
Narust cen nemovitosti

Zajimavym vysledkem zejména s ohledem na rozvoj decentralizované
energetiky a konceptu aktivnich spotf"ebitel je, ze v ramci vzorku byla
relativné béznou soucasti instalace zaroven instalace baterie nebo pofi-
zeni elektromobilu (at uz aktualni nebo planované b&hem nasledujicich
péti let). Zaroven byly také fotovoltaické systémy velmi ¢asto instalovany
spole¢né s fadou dalsich energeticky tspornych opatfeni, jako napiiklad
zateplenim domu nebo vymeénou oken. To je velmi diilezité z pohledu
spotieby energie celého domu — je vhodné opatfeni na strané spotieby
(aspor energie) fesit soudasné se stranou vyroby (zména zdroje na vyta-
péni, instalace FVE).

Ktery faktor byl pro Vas dilezity pfi pofizovani FVE?

Budouci riist cen energil  168% 8% 4%1 0%
Uspora energie anakladi  153% 43% 4% 0%
Vy3e ziskané dotace & A 5% 0%
Energeticka sobéstanost mé doma 1429 419 7% 1%
Sledovani spotieby energie F35% 50% % 3%
Uspora jchzdrojiv CR - 135% % 2%
Vyseinvestice 1339 58% 9% = 0%
Snizeni emisi i hplynd  133% 45 17% 6%
Finanéni névratnost FVE  133% % 14 1%
Komfort bydleni g9 39% % 9%
investice  12g% 57% % 2%
Statni podpora OZE  12g% 6% 5%
FVE jako sou¢ast dlouhodobého vyvoje energetiky v CRaEU  126% 409 9 6%
Technicka nezbytnost  Fap% 8% 34% 21%
Nér0st hodnoty ¥ 38% 35% 12%
Podil FVE v CRa okoli 44% 3 9%
Socioekonomické benefity FaoYm—Z1% 38% 21%
Socidlni status  Ip9mmLg% 359 39%
Nazor okoli  F6%™24% 41% 30%
o% 0% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

®m Velmidolezity —m Spide dilezity —m Spide nedilezity NedUlezity

Obr. 6: Vliv mnohostrannych efektt rozvoje FVE na rozhodovani respondentia

b Casto se pouziva termin prosumer, jako kombinace slov producer (vyrobce) a
consumer (spotfebitel).
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Zavéry a dalsi postup

Vysledky vzorku, ktery se ukazal jako dostate¢né statisticky reprezen-
tativni, ukazuji, Ze (1) osobni finan¢ni p¥inosy jsou hlavni motivaci pro
potizeni FVE a skladaji se z tispor energie a nédklada. Vyse investice neni
nejdilezitgjsi, pokud je kompenzovana dostatecné velkou dotaci. (2) Ne-
finané¢ni pfinosy, rozdélené na osobni a spole¢enské, jsou pro investory do
fotovoltaickych elektraren v doméacnostech vyznamné. Typicky se jedna
o pfinos k Zivotnimu prostiedi (86 % respondentt) a osobni energetickou
bezpecnost (82 % respondentit).

Zasadnim zjisténim je, Ze nefinan¢ni pfinosy jsou zvazovany ve stejné
mite jako finanéni pifinosy a investory méné zajima vyse soucasné inves-
tice ve vztahu k budoucim tsporam nakladia. Respondenti také instaluji
FVE spole¢né s dalsimi opatfenimi na dsporu energii a jsou ochotnéjsi
stat se aktivnimi zakazniky a pifimo aktivné ovliviiovat nejen spotiebu
(naptiklad prostfednictvim tspornych opatfeni), ale také vyrobu energie
(instalace FVE a dalsich systémii).

Faktory ovliviiujici rozhodovaci proces lze agregovat do nékolika hlav-
nich pilifd rozhodovani, které dostateéné pokryvaji vSechny zvazované
efekty v rozhodovacim procesu. Tato kategorizace pak dale umozni i
typologizaci investori, tedy umozni identifikovat hlavni skupiny inves-
torského chovani. Vysledky tohoto vyzkumu budou také dale zpfesnény
na reprezentativnim vzorku respondentii (2565 respondentii) z populace
vSech vlastniki FVE, ktefi obdrzeli dotaci z programu Zelena tisporam,
(databaze 15 000 zékazniki).

Vysledky vyzkumu lze kromé jiného vyuzit napiiklad i pro optimalni
nastaveni politickych opatfeni na podporu rozvoje obnovitelnych zdroja.
Vysledky napovidaji, ze pfi cileni podpirnych opatfeni je mozné kromé
finanénich néstroji (dotace, zvyhodnéné pijcky) vyuzit mnohem vice
i napfiklad informad¢ni nastroje zamérené pravé na dalsi efekty rozvoje
OZE, dobré priklady praxe a dalsi.

V pripadé zajmu o témata spojena s dekarbonizaci a transformaci
energetického sektoru (at uz z technologického, tak i socioekonomického
hlediska) také zveme Ctenafe a ¢tenaiky z Fad stfedoskolskych studenti
k ucasti na |[Energetické olympiadé, ktera jiz nékolik let ispésné probiha
pod zastitou Fakulty elektrotechnické CVUT. Jedna se o tymovou soutéz
pro stifedoskolské studenty, zejména z poslednich dvou rocénikd. Tymy
jsou maximalné t¥iclenné, poskladat je 1ze bez omezeni t¥id nebo dokonce
skol. Soutéz ma dvé kola, prvni online a druhé prezen¢ni. V prvnim kole
tymy Tesi online ve stanoveném ¢ase 30 uloh v systému, do kterého se
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prihlési a byli predtim zaregistrovani. P¥i prvnim kole lze pouZzivat online
zdroje, neni tedy potfeba zadna zasadni piiprava a znalosti problematiky.

Z tohoto kola poté postupuje nejlepsich 25 tymua do druhého kola, kde
fesi realné problémy a navrhuji vlastni feSeni spojené s isporami energie,
obnovitelnymi zdroji a dalsimi technologiemi. Nejlepsi tym pak ziskava
hlavni cenu 50 000 K¢ a fadu vécnych cen.
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MATEMATICKE ORISKY

Nudny profesor

Tentokrat pfetiskujeme zajimavou ulohu od Lubose Picka [I] (ktery
ji ale slySel od doktorandky Hanky Kruligové), ale feSeni prozradime
jen u jednodussi varianty. Cilem je, aby si ¢tenafi nad feSenim sami
zapfemysleli a tFfeba ndm poslali sva FeSeni. Pristé FeSeni prozradime, a
kdyby néktery ¢tendf vymyslel jesté elegantnéjsi feSeni, nez jaké zndme
my, tak ho radi otiskneme.

Uloha: Nudny profesor vede tak nudnou piednagku, 7e studentiim se
chce spat uz od jejtho zacatku. Témér neustéle alesponi jeden posluchac
spi. Profesor oviem dodrzuje nasledujici pravidlo: jestlize v nékterém
okamziku usne vice nez polovina pritomnych studenti, bude se pristé
psat obzvlast zapeklita pisemka. V inkriminovany den pfislo na pied-
nasku pét studentt. Prednaska byla tak straslivé nudna, Ze kazdy stu-
dent usnul pravé dvakrat (ve dvou rtznych intervalech). Navic, a tuto
informaci prosim interpretujte spravné, kazdy spal s kazdym. Otazka zni:
Bude se pristé psdt pisemka?

Prozrad'me pouze, ze kdyby studenti byli jen &tyfi, pak by se pisemce
za stejnych podminek dalo vyhnout. Na obrazku jsme vyznadili, jak by
mohlo vypadat takové ,spaci schéma‘, které k pisemce nepovede. Stu-

denti necht se bez Gjmy na obecnosti jmenuji Lubos, Vlasta, Lubka a
Majka.

Zacatek prednasky Konec prednasky

| ¢

Lubka

Vlasta Lubos Vlasta | Majka

Majka Lubka Lubos
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Transformace obrazu do frekvenéni oblasti
a jejich aplikace

Pavel Strachota, FJFI CVUT v Praze

Abstrakt. Tento ¢lanek predstavuje matematiku i aplikace diskrétni Fou-
rierovy transformace ve formé pfistupné stiedogkolskym studentim. Motivaci
jsou algoritmy ztratové komprese obrazu. Poskytujeme teoreticky zéklad i vi-
zualné zajimavé praktické aplikace.

Uvod

Vétsina z nés dnes rutinné pouziva digitalni fotoaparat v mobilu a
pofizuje s nim fotografie a videa, ktera sdili pres internet. Z internetu
nebo ze svého vlastniho datového tlozisté sledujeme filmy a poslouchame
hudbu. Zvykli jsme si fikat, ze si posilame ty ,,JPEGy*, poslouchame
»MP-trojky“ a sledujeme ,,MP-¢tyiky“ (pravda, to posledni se zase tak
Casto nefika). Abychom to mohli délat, musime mit na poéitaci nainsta-
lované ty spravné ,kodeky* (na mobilu to zpravidla az tolik nefesime,
prosté to funguje).

Zkratky JPEG [I], MP3 [2], MP4 [3] a mnoho dalsich podobnych
odkazuji na forméaty ukladani (kodovani) audiovizuédlnich dat tak sofis-
tikovanym zpiisobem, aby vysledné datové soubory zabiraly co nejméné
mista, a pfitom bylo moZné z nich rekonstruovat (dekédovat) pivodni
obrazovy nebo zvukovy zéznam. Kombinaci slov kddovani a dekédovani
pak vznikl vyraz ,kodek*, oznacujici implementaci téchto algoritmi, a to
typicky ve formé& programové knihovny vyuzitelné vice riznymi aplika-
cemi.

Oproti objemu ptivodnich dat jsou vysledné soubory nékdy i o nékolik
Fadi mensi, ¢ehoz lze na rozdil od univerzalnich kompresnich algoritmi
(nap¥. znamého ZIPu) dosdhnout pouzitim ztratové komprese. To zna-
mend, Ze rekonstruovana data nejsou (z hlediska uchované informace, tj.
hodnot jednotlivych bajti) identickd s daty pivodnimi, ale subjektivné
na pohled, resp. na poslech ¢lovék pozné jen nepatrny rozdil. Dnesni al-
goritmy ztratové komprese Sikovné vyuzivaji vlastnosti lidského vnimani
a z puvodnich dat zachovavaji jen takovou informaci, ktera je pro smysly
¢lovéka podstatna. Klicovym nastrojem k dosazeni tohoto cile jsou ma-
tematické transformace, které umozni takzvané ,pievést data z oblasti
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prostorové do frekvencéni“. Naptiklad u transformovaného obrazku jiz
data neukazuji, na kterém misté je ktera barva, ale z jak vysokych vin
o ruznych frekvencich se obrazek sklada.

Cilem prvni ¢asti naseho ¢lanku je vysvétlit a matematicky dokéazat
princip téchto transformaci a poté prakticky demonstrovat jejich funkci.
U ¢tenére nepfedpokladame vysokoskolské znalosti matematiky, a proto
samotnému dtikazu predchéazi shrnuti nékterych pouzitych pojmt a kon-
ceptii, které na prvni pohled s tématem piimo nesouvisi. V druhé ¢ésti
se vratime k algoritmim ztratové komprese obrazu a ukiZeme si, ja-
kym zpisobem se v nich vyuzivaji transformace do frekvenéni oblasti.
Nechybi praktické pfiklady demonstrujici efekt ztratové komprese na re-
alné obrazky.

Reprezentace rastrového obrazu

Obrazova nebo zvukova data lze matematicky vyjadrit jako funkei
zévislou na Case a prostorovych soutfadnicich. Napiiklad rovinny Sedoto-
novy (tj. ,,éernobily*) obdélnikovy obraz je dan funkei f, ktera pro kazdy
bod (z,y) z tohoto obdélniku doda ¢islo vyjadfujici intenzitu (svétlost)
f(z,y) v tomto bodé v rozsahu od 0 (¢erna) do 1 (bila). V piipadé
rastrového obrazu sloZeného z obrazovych bodi (pixeli) je vSak situace
jednodussi. Predpokladame-li, Zze pixely maji ¢tvercovy tvar a obrazek
mé velikost N x M pixeld, je funkce f po ¢astech konstantni (s kon-
stantni hodnotou na plose kazdého pixelu) a muZe teoreticky["| nabyvat
nejvyse M N hodnot. Veskerou informaci o obrazku lze proto ulozit do
matice (tabulky ¢isel)

fo,0 for .. fon-—1
fio  fir .. fin-t
. . . : (1)

fyv—10 fru—11 -0 fu—1,v—1

kde f;x vyjadfuje intenzitu pixelu, ktery je v obraze j-ty shora a k-
ty zleva, pritemZ za¢iname indexovat od nuly. Takto definovana data
Ize transformovat do frekvenéni oblasti pomoci dvourozmérné diskrétni

DVime, Ze na pocitaci je 1 pocet raznych barev omezen. Napf. v rezimu True Color
1ze vybirat z celkem cca 16,7 milionu raznych barev, ale pouze 256 z nich jsou odstiny
Sedi.
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Fourierovy transformace (DFT Nez si ukdzeme jak, pfipomeneme si
par véci z matematiky a trochu se procvi¢ime.

Soucet N ¢lent geometrické posloupnosti

Uvazujme posloupnost N &isel ag, a1, as,...,any—_1. Jejich soucet zna-
¢ime
N-1
§ an =ap+ a1 +az---+an-i,
n=0

znak ¥ (velké Fecké pismeno sigma) se nazyva suma a pismeno n je
scitact index, ktery pri s¢itdni dané N-tice ¢isel nabyva postupné hodnot
0,1,2,...,N — 1.

Jednou z dilezitych ¢iselnych posloupnosti je geometrickd posloup-
nost, pro niz a, = ¢" a g je dané realné ¢islo, tzv. kvocient. Soucet sp
prvnich N ¢lenti geometrické posloupnosti najdeme snadno, pokud se
nejprve zeptame, kolik je (1 — ¢) sn. Dostaneme totiz

N-1

— N-1 N—-1 N-1 N-1
Q-@sn=0-q) Y ¢"=> ¢"—q¢> ¢"=> q"=> ¢
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
N-—1 N )
=Y =) ¢d=1-q". (2)
n=0 j=1

Uprava na druhém fadku v spo¢iva v tzv. posunuti indexu, kdy
definujeme j = n + 1, takZe jestlize se index n pohyboval od 0 do N —1,
tak 7 pijde od 1 do N. V tu chvili ale vidime, Ze v obou suméach s¢itame
pron = j = 1,2,...,N — 1 stejné ¢isla, kterd se navzijem odectou.
Prvni suma mé oviem navic jesté s¢itanec ¢° = 1 (pro n = 0) a druha
méa zase navic ¢V (pro j = N). Z této vahy jiz plyne posledni rovnost
v . Vyjadienim sy z pak pro g # 1 okamzité dostavame hledanou
hodnotu

: (3)

¢ehoz pozdéji vyuzijeme.

2)neboli Fourierovy transformace aplikované na diskrétni data, tj. hodnoty defino-
vané na kone¢né mnoziné oddélenych bodia. Mimo to existuje i (spojitd) Fourierova
transformace, ktera transformuje funkce definované na mnoziné vSech realnych &isel.
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Komplexni éisla

Rozumime jiz tedy trochu sumam, ovSem stéle jsme se nedostali k véci.
Jesté jednou (ale slibuji, Ze uz naposledy) se zdrzime, tentokrat u kom-
plexnich ¢isel. Popisovat uziteénost komplexnich ¢isel je mimo réamec
tohoto textu, ale pfi troSe zjednoduSeni lze fici, Ze v oboru komplexnich
¢isel maji feSeni vSechny kvadratické rovnice, véetné téch se zapornym
diskriminantem. Komplexni ¢isla jsou totiz ve tvaru

z=ux+1iy, kde z, y jsou realna ¢isla a iZ = —1.

Cislu i Fikédme imagindrni jednotka, x je redlna Cast a y je imaginarni
¢ast komplexniho é&isla z. Cislo z = = — iy nazyvame ¢islo komplexné
sdruzené k ¢islu z.

Kazdé komplexni z si lze také predstavit jako bod v roving (tzv. kom-
plexni roviné) o soufadnicich (z,y), jak je vidét na obr. |1} Polohu to-
hoto bodu lze urcit i v polarnich soutfadnicich, tj. jeho vzdalenosti od
pocatku r a thlem ¢, ktery svird jeho priuvodi¢ (spojnice s pocatkem
soufadné soustavy) s osou x (tzv. realnou osou, protoze ¢isla, pro ktera
y = 0, jsou redln4). Ziejme plati

T =TCOS (P,

Yy =rsing,
r=+/x2+ 92

Cislu 7 fikame absolutni hodnota komplexniho &isla z (znacime |z|) a
¢islu ¢ argument komplexniho éisla z.

Im

X =rcose

rsin g

y:

Re

Obr. 1: Komplexni ¢islo z = x + iy jako bod v komplexni roviné a jeho polarni
soufadnice

Ukazuje se, ze definice vétSiny elementarnich funkei realné proménné
(napf. sin z, cos x, e*) lze vhodné rozsifit i do komplexniho oboru. Pro tfi
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pravé zminéné funkce a libovolné komplexni ¢&islo z plati velmi duleZity
vztah

e = cos z +isinz, (4)

kterému se fikad Eulertv vzorec. Diky nému miZeme psét
o s .. o ip
z=x+1iy =7 (cosp+isinp) =re'?,

a vyrazu na pravé strané fikdme goniometricky tvar komplexniho &isla z.
7 néj je napf. vidét, co se d&je, kdyz ndsobime komplexni ¢isla z; = r1e'¥1
a zo = r9€'?2. Dostévame

z129 = r1e¥lrge'¥? = rlrge‘(“"lJr“"?),

takze soucin mé absolutni hodnotu rovnou souc¢inu absolutnich hodnot
¢initeltl a argument rovny souc¢tu argumentt jednotlivych éinitel

Diskrétni Fourierova transformace

Kone¢né méame vse pripraveno pro definici diskrétni Fourierovy trans-
formace (DFT). Za¢neme pouze v jednorozmérném piipadé, kdy zdro-
jova data predstavuji posloupnost N ¢&isel fo, f1,..., fnv—1. Vysledkem
DFT je jina posloupnost N ¢&isel Fy, Fi, ..., Fn_1, tzv. Fourieriv ob-
raz nebo spektrum puvodni posloupnosti, jejiz n-ty prvek je definovan
vztahem

N—
F, = Z fre2™kn/N bron=0,1,...,N — 1. (5)
k=0

—

Cisla fr mohou byt redlna i komplexni, ale ¢isla F;, jsou obecné kom-
plexni. Velmi dilezité je, Ze ze znalosti Fourierova obrazu lze vzdy ziskat
ptivodni posloupnost, a to pomoci inverzni DFT (iDFT), ktera m4 tvar

N-1 )
> Fpe®™*N pro k=0,1,...,N - 1. (6)

n=0

1

fk:N

Toto tvrzeni si snadno dokadzeme. Zvolime-li pevné k a dosadime-li do
pravé strany @ tvar F,, ze vztahu , dostaneme

N-1 N-1 (N-1

1 Tikn 1 —2mijn Tikn
N Z FnGZ kn/N _ N Z Z fje 2wign/N e2 k /N7 (7)
n=0 n=0 7=0

3)...z &eho¥ pak plyne tzv. Moivreova véta (cosz + isinz)™ = cos (nz) +isin (nz).

Roénik 98 (2023), ¢islo 1 39



INFORMATIKA

kde jsme museli zvolit jiné oznaceni séitaciho indexu uvnitr velké zavorky
(j misto k), protoze k uZ je pevné dané &islo. Obecné celkem N? séitancii
obsazenych v tomto souctu lze s¢itat v libovolném poradi, coz vyuzijeme
k tpravé (7)) do tvaru

N-1

Z f_] Z —27ijn/N 27'r1kn/N Z f] Z e27T1 (k— j)n/N (8)

nO

0oZ1. s;

kde prvni (vngjsi) suma sc¢ita pfes séitaci index j a vnitini suma, kterou
jsme oznagdili jako s;, s¢ita pies n (v @ to totiz bylo opané). Navic
f; bylo mozné z vnitini sumy vytknout, protoZe je to ¢&islo nezavislé
na n. Pro j = k vnitin{ suma obsahuje N jednicek (e” = 1), takZe plati
sp = N. Pro j # k si uvédomime, Ze s; je pouze souctem prvnich N
¢lenti geometrické posloupnosti s kvocientem

g= o2mi(k—j)/N

Dle tedy plati
1 — e2mi(k—3)

_ Z o2mi(k—j)n/N _ lI—gq _ : —0.
‘ 1—gq 1 — e2mi(k—j)/N
n=

Posledni rovnost je vidét z Eulerova vzorce , nebot (k — j) je celé
¢islo, a funkce sin, cos jsou periodické s periodou 27, takze

2mi(k=3) = cos (2 (k — j)) +isin (27 (k —5)) =1 +1-0.

Tim jsme zjistili, Zze hodnota , coz je hodnota pravé strany rovnosti
(@, je skutecné rovna fy.
Abychom pochopili vyznam ¢isel F),, vyjadfime si je v goniometrickém
tvaru jako
F, = rpe'#"

a dosadime do defini¢niho vztahu iDFT @ Dostaneme

N-1 N-1 r
f N r, e1<pne27r1kn/N Nn 1(27rkn/N+<pn)
n=0 n=0
N-1 r
- Z N" (cos (2mkn/N + ¢,,) +isin 27kn/N + ¢,)).  (9)

n=0
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Z toho je vidét, ze absolutni hodnoty ¢isel F,, (tj. ¢isla r,) jsou az na
faktor 1/N rovny amplitudam kosinovych, resp. sinovych vin, které jsou
vzorkovany v bodech (2wkn/N) pro k =0,1,... N — 1. Argumenty &isel
F, (tj. ¢isla ¢,) pak definuji jejich fazové posunuti. Sec¢tenim vSech ta-
kovych vin vznika pivodni posloupnost fi. Pritom pro n = 1 projdeme
pro k =0,1,... N —1 pravé pres jednu periodu funkci cos, resp. sin, pro
n = 2 projdeme pies 2 periody atd. (viz obr. . Index n se proto nazyva
frekvence.

10 a © »7
08} © ‘o\ o o /o’ °
0.6 % d

\ /
0.4} \ /
(-] L] (-] o » (-]
0.2 \ /
\ /
o < ?
02l \ /
o b o o4 °
0.4+ \ /
o5 < ? o=
\ ’
08 0O 0 « » O O 0-n=2
-1 —04\.(%0—!
0 5 10 15 20

Obr. 2: Grafy funkce cos (2rzn/N) pro N =20 an = 1,2 a jeji vzorky v N
bodech, tj. hodnoty v bodech z = k = 0,1,..., N — 1, které (kdyz ¢, = 0)
vystupuji ve vztahu @D

Je docela zajimavé pozorovat, co se déje pro vysoké frekvence, tj. kdyz
n je blizko po¢tu ¢lent posloupnosti N. Definujme si n = N — n, kde
n > N/2. Snadny vypocet ukaZe, Ze plati

o2mikn/N _ 2mik(N—#)/N _ 2mikN/N  —2mikit/N _
- 5 [
=1 _ ef2mkn/N _ ezﬂ-ikﬁ/N. (10)

V poslednim kroku jsme vyuzili Eulertv vzorec a definici komplexné

sdruzeného ¢isla. To znamend, Ze pro ,velké“ n > N/2 ma realna cast
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vyrazu e*™"F/N (tj. cos (2mink/N)) stejnou hodnotu jako pro ,malé"
n =N —n < N/2, jak je vidét na obr. [3] Imaginarni ¢asti pak maji
navzajem opacné znaménka.

08| @ °|e 1
0.6 1 \

0.4 1
0.2 1
oFf \ ! I
0.2+ \ ] \

-04 - I} \

0.6 - \ ! ' !
-0.8 | I o0 0 1n=18

-1 @ L @ |
0 5

Obr. 3: Graf funkci cos (2ran/N) a cos (2rzn/N) pro N = 20, n = 18 a
=N —n = 2. 1 kdyZ jsou vysledné funkce evidentné odlisné, jejich vzorky
v bodech =k =0,1,..., N — 1 jsou stejné

Jestlize jsou navic fj realna ¢isla (coz pii vyuziti DFT pro transfor-
mace obrazu bude splnéno), plyne z a defini¢niho vztahu (5] také
vztah

F,=Fn_,. (11)

Po aplikaci DFT na N realnych hodnot fy,..., fy—1 tedy dostavame
(pro N sudé) jen N/2 nezavislych hodnot Fp, ..., Fy/2—1 a zbytek lze
dopocitat z . To neni piekvapujici, protoze F,, jsou komplexni a
,vydaji“ za dvé realna ¢&isla, takZe v nich je dost informaci na to, aby
bylo mozné pivodni N-tici rekonstruovat pomoci iDFT dle vztahu @

Spektrum digitalniho obrazu a jeho tpravy

Nyni si ukdZzeme zajimavé aplikace DFT na obrazova data. Budeme
potfebovat dvourozmérnou DFT, ktera vznikne dvéma aplikacemi jedno-
rozmérné DFT na matici f definovanou dle . Nejprve transformujeme
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kazdy j-ty Ffadek obrazu dle

N-1

n _ —2mikn/N
Fin=>_ fixre N
k=0

Poté aplikujeme DFT na vysledné hodnoty ijn po sloupcich:

M—-1 M-1 /N-1
E I —27igm /M E § —27ikn/N —27ijm/M
Fm,,n - Fj,ne am/ = ( fj,ke / > (S gm/

i=0 \ k=0
M—-1N-1 .

— Z Z f —271'1(kn/N+]m/M). (12)
=0 k=0

Kdybychom postupovali nejprve po sloupcich a poté po fadcich, ziskali
bychom totéz.

Zvolme si obrazek, na némz jsou vidét vyrazné pravidelné pruhy, na-
piiklad ten na obr. [da] Po aplikaci DFT si zobrazime absolutni hodnoty
spektra téz jako obrazek, kde svétlost jednotlivych bodi je imérné hod-
notam |an| Kvili symetrii , ktera nyni plati v obou rozmérech,
je vsak Sikovné presunout pravou polovinu spektra doleva a dolni polo-
vinu nahoru, takZe dostaneme vysledek jako na obr. [4b] kde zastoupeni
nejnizsich frekvenci ukazuji body uprostied. Hned si v8imneme svétlej-
Sich svislych pruhii. Ty dva nejblize stfedu odpovidaji frekvenci stFidani
pruhd na sténé. Pruhy jsou ale ostfe ohranicené, tj. jejich intenzita se
neméni plynule jako hodnoty funkce sinus nebo kosinus. K ziskani ost-
rého barevného prechodu jsou totiZ zapotiebi i vyssi frekvence, kterym
odpovidaji pruhy déle od stfedu. Abychom si tuto myslenku oveérili, od-
stranili jsme vSechny zminéné pruhy ze spektra (pifislusné hodnoty jsme
nastavili na nulu), coz je vidét na obr. Nakonec jsme provedli iDFT
a vysledkem je obr. Pruhy skutecné z velké ¢asti zmizely, ale naSe
apravy zpusobily jako vedlejsi efekt i ¢asteéné poskozeni zbytku obrazku.

Pro demonstraci schopnosti DFT si jesté vyrobime novou variantu
optického klamu ,,Marilyn nebo Einstein“, kteréd byla pred ¢asem velmi

4) Pfesnéji fedeno, svétlost je na obr. ameérna logaritmu |Fy, »|, abychom vidéli
jako dostatec¢né svétlé i amplitudy vyssich frekvenci. Se zvySovanim frekvence totiz
u kazdého ,rozumného* obrazku jeji amplituda prudce klesa, a to i o nékolik Fada.

5)Pozornému &tenafi neujde, e obrazek je barevny, pFitem# jsme se dosud bavili
jen o Sedoténovych obrazcich. Barva ale neni pro nas az takova véda. Stejné tupravy
spektra jsme totiz provedli pro vSechny t¥i barevné kanaly R, G, B a vysledek pak
opét slozili dohromady.
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(a) Pavodni obrazek (b) Spektrum ptvodniho obrazku

(c) Rekonstruovany obrazek (d) Modifikované spektrum

Obr. 4: Odstranéni nékterych frekvenci ve frekvenéni oblasti a rekonstrukce
obrazku z modifikovaného spektra

popularni na internetu [4]. Jako zdrojova data nam poslouZi fotografie
obli¢eju Marilyn Monroe (obr. a Alberta Einsteina , avSak zé-
mérné jiné, nez byly pouzity v pivodni verzi iluze. Po ziskani spektra
fotografie Marilyn v ném vynulujeme amplitudy vSech vyssich frekvenci
mimo maly krouZek okolo stfedu (okolo nulové frekvence), neboli apliku-
jeme nizkofrekvencéni filtr. Po provedeni iDFT ziskdme obr. Je vidét,
ze z fotografie zmizely v8echny detaily a je velmi ,,rozmazana®. V pravém
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hornim rohu je pro predstavu zobrazena i aplikace nizkofrekvencéniho fil-
tru na spektrum, ovSem pro ilustraci je misto uplného vynulovani pouZito
jen ztmaveni.

(a) Pavodni fotografie Marilyn Monroe (b) Puvodni fotografie Alberta Ein-
steina

2

(¢) Marilyn po aplikaci nizkofrekvené- (d) Einstein po aplikaci vysoko-
niho filtru frekvené¢niho filtru

Obr. 5: Pfiprava optického klamu ,,Marilyn nebo Einstein?¢
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Spektrum fotografie Einsteina zpracujeme zcela opa¢né. Aplikujeme
vysokofrekvencnt filtr, neboli vynulujeme jen malé kruhové okoli stfedu.
Vysledek je na obr. kde naopak zustaly kontury a tvary, ale zmizely
barvy. Vyslednou iluzi na obr. [6] pak ziskdme se¢tenim obou obrazku
a[bd] Na jeji princip prijdete snadno: pozorujeme-li obrazek z velkeé
dalky (pfipadné si sundame bryle, pFipadné si obrazek v PDF na podi-
ta¢i zmensime), detailni kontury nevidime a zdé& se nam, Ze na obrazku
je Marilyn. Pokud se v8ak podivame dostateéné zblizka, zaujmou nas de-
tailni kontury a na obrézku rozpozname Alberta Einsteina s vyplazenym
jazykem.

Obr. 6: Vysledné podoba optického klamu ,,Marilyn nebo Einstein?*

Ztratova komprese obrazu

Vratme se nyni k algoritmtim ztratové komprese obrazu, kterymi jsme
nadi diskusi zacali. Vzhledem k tomu, o jak komplikovanou a rozsdhlou
problematiku se dnes jedné, omezime se na struény a ne zcela presny
popis.

Komprese do vice nez 30 let starého a pritom stéle popularniho for-
méatu JPEG za¢ina transformaci barevnych kanala R, G, B, jejimz vy-
sledkem je pro kazdy pixel informace o jeho svétlosti (intenzité) a o jeho
odstinu. Vzhledem k tomu, Ze lidské oko mnohem snaze rozezna rozdily
v intenzité nez rozdily v barevném odstinu, neukladaji se hodnoty od-
stinu pro kazdy pixel samostatné, ale jen pro bloky o velikosti 2 x 2 pixely.
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Poté nastupuje prevod dat o intenzitach i o odstinech barev do frek-
venéni oblasti, a to samostatné a vzdy po ¢tvercich velikosti 8 x 8. Nepo-
uzivéa se piimo DFT, nybrz tzv. diskrétni kosinova transformace (DCT)
[5], jejiz tvar 1ze odvodit aplikaci DFT na data rozsifen4 pomoci vhodné
symetrie (pro zajemce jsou technické detaily shrnuty v dodatku). Ve
vysledku DCT pracuje jen s funkeci kosinus a vyhodou je, Ze po transfor-
maci realnych dat ziskdvame opét realné koeficienty. Vlastnosti vysledku
jsou v8ak stejné, jako jsme si demonstrovali v pfedchozich experimentech
s DFT: amplitudy kosinovych vln velmi rychle klesaji s frekvenci.

Ztratovost komprese spociva ve vhodném zaokrouhleni téchto ampli-
tud, pficemz se spoléhame na to, Ze vice ¢i méné z nich se zaokrouhli
na nulu. Raznou uroveii zaokrouhlovani muze uzivatel ridit pomoci ko-
eficientu kvality, ktery je vyjadien v procentech. Z kazdého bloku 8 x 8
tak zbude jen nékolik malo nenulovych hodnot, které se vhodné seradi
za sebe a podstoupi bezztratovou kompresi pomoci dalsich algoritm,
o nichz tento ¢lanek nepojednéava. Pii dekdédovani pomoci inverzni DCT
se pak z malého po¢tu nenulovych hodnot obnovi cely étverec 8 x 8, jehoz
hodnoty se pro ,rozumné* obrazky prili§ nelisi od originalu.

Vysledné troveni komprese zavisi na nastaveni kvality i na slozitosti
obrazku, coz si autor zkusil na svych nedavnych fotografiich. Pti rozliseni
5792 x 4344 pixelt (cca 25 megapixelil) a ukladani barevnych hodnot R,
G, B ve tfech bytech pro kazdy pixel by kazdy takovy obrézek zabiral
v paméti cca 75 MB.

(a) kvalita 80%, velikost 4900 kB (b) kvalita 80%, velikost 2840 kB

Obr. 7: Rozdilny kompresni pomér formatu JPEG v zavislosti na obsahu
snimki s rozliSenim 5792 x 4344 pixeld

Fotografie venkovskeé krajiny se strni§tém (obr. , kde je k rozeznéani
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kazdé stéblo, ma ve formatu JPEG s nastavenim kvality na 80 % cca
5 MB, coZ je 1/15 ptivodniho objemu. OvSem snimek méstské zastavby
(obr. mé jen necelé 3 MB, coZ je dokonce 1/25 puvodniho objemu
dat.

V pripadé fotografii je obvykle nastaveni kvality na 80 % dostateéné,
nebot neumoziiuje pouhym okem rozeznat jakykoli rozdil oproti nekom-
primovanému obrazu. Abychom v tomto ¢lanku dokazali demonstrovat
viditelné snizeni kvality, ulozili jsme vytez ze zminéné fotografie krajin;
s nastavenim kvality na pouhych 5 %. Vysledek na obr. |8 ukazuj
%e v mnoha p¥ipadech (zejména na obloze) jsou bloky 8 x 8 vykresleny
konstantni barvou. To znamené, Zze po zaokrouhleni koeficientd DCT
zistala v kazdém z téchto bloki jedind nenulova hodnota. Zaroven je
zna¢né redukovan i pocet barev.

(a) kvalita 98% (orig.), velikost 1100 kB (b) kvalita 5%, velikost 64 kB

Obr. 8: Viditelna degradace fotografie venkovské krajiny pfi ulozeni JPEG
s velmi nizkou kvalitou. Jedné se o vytez z fotografie na obr. @

Ve skutecnosti jsou vSak rozdily oproti origindlu pfitomné pro jaké-
koliv nastaveni kvality, coZ jsme se pokusili ndzorné ovéfit pomoci volné
dostupného grafického editoru GIM Ulozili jsme fotografii na obr.
ve forméatu JPEG s riznym nastavenim kvality a vysledek pak odecetli
od originalu, coz je rovnéz JPEG s 98% kvalitou. Aby byly rozdily 1épe

6')Zobrazuje-li si ¢tenaf tento ¢lanek v prohlize¢i PDF soubort na obrazovce poci-
tacde, tabletu ¢i mobilu, doporudujeme zv&tsit si obr. [8] (a stejné tak i demonstrace na
obr.[9] [T1]a[T2)) a pozorné si prohlédnout detaily.

"https://www.gimp.org/
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viditelné, zvyraznili jsme je tipravou jasu a kontrastu (ve v8ech pfipadech
stejnou, aby bylo mozné rozdily porovnavat). Nékolik takto zpracovanych
wrozdilovych obrazi“ je vidét na obr. [0} ktery ukazuje, ze se zvySovanim
kvality dochézi nejen ke zmensovéani rozdili, ale také k zjemnhovani struk-
tury artefaktt ztratové komprese.

(a) kvalita 85% (b) kvalita 50%

(c) kvalita 25% (d) kvalita 5%

Obr. 9: Zvyraznény rozdil originalniho obrazu a obrazu uloZeného se ztratovou
kompresi JPEG pro riizna nastaveni kvality. Originalni fotografie je na obr.

Primérnéa intenzita rozdilovych obrazt spole¢né s velikosti vyslednych
JPEG soubort je zanesena do grafu na obr. Ten potvrzuje, Ze arte-
fakty se zvySujici se kvalitou slabnou (ale jsou stale pfitomny), zatimco
velikost souboru roste. Pro nastaveni kvality blizici se 100 % je nartist
velikosti souboru jiz velmi strmy.
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Obr. 10: Zavislost vyskytu artefaktt ztratové komprese (vyjadieného pramér-
nym jasem rozdilového obrazu — viz obr. E[) a velikosti vysledného souboru na
nastaveni kvality JPEG. Referenénim obrazem je fotografie na obr. [7a] stazena
z fotoaparatu ve formatu JPEG s kvalitou 98%

Jestlize se pokusime do JPEGu ulozit obraz obsahujici ostré barevné
prechody a velké jednobarevné plochy (napf. kresbu na obr.|11)), je moZzné
artefakty ztratové komprese pozorovat pouhym okem i pii nastaveni kva-
lity na vice nez 75 %. Jak je vidét na obr. rozdily zcela nezmiz{ ani pii

kvalité 98 %. Pro tento typ obrazu jsou vhodngjsi bezztratové formaty,
jako je PNG [g].
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(a) Original (nekomprimovany)

(b) kvalita 50%

(c) kvalita 10%

Obr. 11: Degradace obrazu s ostrymi barevnymi pfechody pfi ulozeni do for-
matu JPEG
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(a) kvalita 98%

(b) kvalita 85%

(c) kvalita 50%

(d) kvalita 10%

Obr. 12: Zvyraznény rozdil originilniho obrazu a obrazu ulozeného se ztrato-
vou kompresi JPEG pro rtznéa nastaveni kvality. Originalni obraz s ostrymi
hranami je na obr.
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Snaha o jesté efektivnéjsi kompresi zustava aktuélni i pres neustalé
zvySovani rychlosti internetového pripojeni a kapacity ulozist, nebot za-
roveil roste i rozliSeni snimku z digitalnich fotoaparati. Posledni dobou
se objevily nové forméaty uklddani obrazu, napiiklad format HEIF, ktery
vyuziva algoritmy komprese obrazu z video kodeku HEVC (H.265) [7],
nebo WebP [8], ktery je zase spjaty s video kodekem VP9. I v nich vSak
zustava prevod obrazu do frekven¢éni oblasti klicovym krokem k efek-
tivni ztratové kompresi a stejné jako v JPEG se obraz zpracovava po
¢tvercovych blocich, pro které se vzil nazev makrobloky.

Zavér

Matematické metody prevodu dat do frekvenéni oblasti zalozené na
Fourierové transformaci a dalSich pribuznych transformacich maji ne-
zastupitelné misto nejen pri zpracovani obrazu a pii ztratové kompresi
obrazu, videa a zvuku, ale téz v telekomunikacich, pfi rekonstrukeci t¥i-
rozmérnych dat z magnetické rezonance nebo v rentgenové a elektronové
krystalografii. Svoje vyuziti nalézaji i v samotné matematice, napiiklad
prti hledéani feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Cilem naseho ¢lanku
bylo detailné pfedstavit jednu konkrétni metodu, tedy DFT, a to i zvida-
vym ¢tendiim se znalostmi matematiky na trovni stf¥edni skoly. Snazili
jsme se proto vést vyklad od zakladti a dusledné se vyhybat koncep-
tim matematické analyzy, jako jsou limity, nekonecné rady a integraly.
Kdo se vsak téchto pojmut neboji a zajimaji ho $irSi souvislosti, muze
si prostudovat napf. zdroje [9, [10], které jsou dostupné online. Kromé
teoretického vykladu v ¢lanku nechybi{ ani vizualné atraktivni praktické
ukazky pouziti DFT a demonstrace néasledki ztratové komprese obrazu.

Dodatek — diskrétni kosinova transformace

Pro ¢tenare, kterym se zalibila manipulace se sumami v kapitole o DFT,
nabidneme jako bonus i odvozeni vzorce pro DCT, ktera je na DFT za-
lozena. V kompresi JPEG je pouzita dvourozmérna DCT typu II [1].
My odvodime tvar prislu$né jednorozmérné transformace, od niz lze ke
dvojrozmérné varianté piejit stejnym postupem jako v .

7 puvodni posloupnosti fy,..., fv_1 plipravime celkem 4N hodnot
To,...T4n—1 tak, Ze za ni nejprve pripojime stejnou posloupnost v opaéc-
ném poradi, tj. fxy—1, fn—2,---, f1, fo , a nasledné pred kazdou piivodni
hodnotu vlozime nulu, aby byly nenulové hodnoty pouze na lichych
indexech. Pro vyslednou posloupnost plati xor = 0, xopr1 = fr pro
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k=0,1,...,.N—1, 2oy =0a
Tp=xgyn_¢ prol=2N+4+1,2N+2,...,4N — 1. (13)
Na tyto hodnoty nyni aplikujeme DFT a postupnymi tpravami dosta-
neme
AN-1 ‘ 2N-1 _
X, = Z wke—Q‘rrlkn/(4N) o= Z x2k+1e—27r1(2k+1)n/(41\1)
k=0 Jen Pres p—o
liché
2N -1
L= Z eopgpre M (EFI)/N
uprava
exponentu
2N -1
= Z Topp1e” i(k+3 )n/N+ Z Tokire —mi(k+3)n/N
prvni N
a druha
polovina
zv14st
N-1 .
= Z wop 1" EFIN L ST o1y e TGN IR )/N
druha 0 ——~———
p(;szlgg?ku =TYN —(2k+1)

vyuziti (13)

a slouceni

uprava

a def. zop 1

Eulery
vzorec

N-1
Z T2k+1 [‘fﬂ(m%ﬁﬂv +e77"i((2N71—k)+%)n/N]

Z}ICV:—OI fk |:e7'ri(k+;)n/N +e—27rin e+7‘ri(k+%)n/N:|

=1

21:201]% cos ((k+ %) %‘) - zNzl fi cos (%) (14)

pron =0,1,...4N — 1. Protoze X,, jsou zfejmé realna Cisla a zaroven
plati (11)), dostavame

X4N7n = Xna
coz umozihuje dopoéitat Xony1,..., Xun—12 X1,...,Xony—1. Navic vyu-
Zitim sou¢tového vzorce cos (o — ) = cosacos 8 + sin asin 3 lze snadno
ukazat, ze

Xon_n=—X,, (15)
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coz umozihuje ziskat Xyy1,...,Xon 2 Xo,... Xny—1. Nakonec z
plyne jesté Xy = 0. Celkem tedy z (|14]) ziskdvame nezavislé hodnoty X,
pouze pron =0,1,..., N—1. Za vysledek DCT posloupnosti fg, ..., fn_1
se proto povazuje posloupnost N ¢isel Xg,... Xn_1.
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Pro¢ maji hvézdy na fotografiich z Webbova
vesmirného teleskopu osm cipti?

Eduard gubert, Praha

Urcité jste uz vidéli alespon jednu z uzasnych fotografii z Vesmirného
teleskopu Jamese Webba.

Vsimli jste si, ze hvézdy na téchto fotografiich maji osm cipu? Ale
pro¢? Kdyz se z povrchu Zemé podivame na noc¢ni oblohu, uvidime na
hvézdach osm cipu? Neuvidime! Stejné tak, kdybychom se koukali na
oblohu pfimo z teleskopu, zadné cipy bychom na hvézdach nevidéli. Ale
po tom, co se svételné paprsky odrazi od prvniho a druhého zrcadla, tak
senzor osm cipt zachyti.

Podivejte se na tento nacrtek, které ¢asti teleskopu podeziivate, ze by
mohly hrat roli ve tvorbé hvézdnych cipa?

drzdly ) privacvanl
selkunddra’ho A / zyeadlo

Jestli chcete v hledani odpovédi na otazku: ,,Kde se vezme osm cipt
hvézd na fotografiich z Vesmirného teleskopu Jamese Webba?*“ pokraco-
vat, zdarma si stdhnéte a vytisknéte sesit, ktery vas hledanim provede:
eduardsubert.com/experiment-jwst

e

Jeden stredoskolak svij zaZitek okomentoval: ,A celou dobu mé to
fakt bavilo. Bylo to super. Tohle fikim malokdy, ale opravdu zabavné.
Za mé 9/10.“
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