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MATEMATIKA

Hrajeme si s pravdépodobnosti

Jana Kopfovd, MU SU Opava a Mendelovo gymndzium Opava

Abstrakt. UkaZeme si jednoduchou hru s pravdépodobnosti, ktera v sobé
skryvé jednoduché, stfedné tézké az hodné naro¢né problémy. Ty posledni mo-
hou byt vhodnym ndmétem pro praci SOC. V nasledujicim pfispévku popisu
aktivitu, ktera vAm muze zpestfit hodiny matematiky, jste-li u¢itelé matema-
tiky, nebo si ulohy muzete sami vyf¥esit a najit v nich potéSeni, jste-li studenti.

Pravidla hry

Dva hraci hraji nasledujici hru: Do pytliku umistime b bilych a m
modrych kuli¢ek. Hra¢i zaviou o¢i a kazdy si vytahne z pytliku jednu
kulicku. Prvni hra¢ vyhrava, pokud jsou obé kulicky stejné barvy, druhy
hra¢ vyhrava, pokud jsou kulicky rtzné barvy. Které kombinace barev
vytvori férovou hru? Pro vétsi srozumitelnost dalsiho textu ozna¢me hru
s b bilymi a m modrymi kulickami jako h(b, m). Prvni pozorovani nam
fika, Ze hra h(b, m) je stejna jako hra h(m,b), a proto v dalsim budeme
uvazovat jen b > m.

Trénink
Uloha je hodné komplexni, proto se nejdiive podivame na jednodussi
situace, které pomiizou lépe pochopit celé zadéni.

Uloha 1. Je hra h(6, 1) férova ve smyslu, Ze oba hraéi maji stejnou 3anci
na vyhru?

Podivejme se, v kolika situacich m& Sanci na vyhru prvni hra¢. Je
to zfejmé jenom tehdy, kdyz oba hraci vytahnou dvé bilé kulicky, bilych
kulic¢ek je 6, a proto pocet priznivych moznosti pro prvniho hréce je 6 x 5,
tedy 30. Druhy hra¢ mize vyhrat, jenom kdyz jeden z hrac¢a vytédhne
modrou kuli¢ku, k ni je mozné vytahnout druhou kulicku 6 zpisoby,
dohromady je to tedy 12 mozZnosti.

Pomeér vitéznych her je 30 : 12 = 5 : 2 ve prospéch prvniho hréce.
Poznamenejme, Ze pokud by nékdo uvazoval nad tim, Ze nezalez{ na
tom, ktery z hrac¢a vytahne jakou kulicku, tak moznosti by bylo v obou
pripadech dvakrat méné, ale pomér by ziistal stejny. Toto mize nékteré
studenty zmast a je dobré si to vyjasnit jiz na zacatku.
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Tato hra neni férova. Alternativné se da spocitat pravdépodobnost
vyhry prvnfho hrace jako

Pr(stejné) = Pr(bb) + Pr(mm)

(je 6 zpisobt, jak vybrat prvni bilou kulicku, a 5 zpiisobu, jak vybrat
druhou bilou kuli¢ku) a pravdépodobnost vyhry druhého hrace jako

Pr(razné) = Pr(bm) + Pr(mb)
6 1 1 2

Hra h(6,1) je vyhodna pro prvniho hrace. Pro jaké b a m je hra
férova? Jesté mozna neni ten spravny ¢as tuto otazku zodpovédét, ale
mozné nékoho napadne, Ze by mohla byt pro b = m, tedy kdyz je pocet
bilych a modrych kuli¢ek stejny.

Uloha 2. Rozmyslete si feseni problému pro b= m = 2.

Podobnym uvazovanim jako v prvni tiloze dojdeme tady k moZnéa pre-
kvapivému zavéru, ze vétsi Sanci na vyhru méa druhy hra¢. Podrobnéji
jeto2:4 =1:2, ve prospéch druhého hrace, tady je snadné vSechny
situace i vypsat. Pokud si kulicky oznacime jako mi, msy a by, by, prvni
vyhraje jenom p¥i vybéru {mi, mo} a {b1, b2}, druhy ma moznosti, kdy
vyhraje, vice: {mq,b1}, {m1,ba}, {meo,b1} a {ma,b2}. Kdybychom vy-
pisovali moznosti, kde zalezi na potradi vytazenych kulicek, tedy uspora-
dané dvojice, tak jich bude dvakrét tolik. Napf. pfiznivé moznosti pro
prvniho hrace budou (mq,ms), (ma,m1), (b1,b2), (b2,b1). Tim se vy-
sledny pomér nezméni.

Rozehrivaci kolo
Podivejme se, kdy je hra h(b,m) férova pro maly pocet kulicek.
Uloha 3. Pro jaké b a m, obé mensi nez 7, je hra h(b, m) férova?
Tady je porad dobré dat si dostateény prostor a ¢as pro experimen-
tovani. Mozn4 se nékomu povede piijit na to, Ze hra h(3,1) je férova. To

jisté povzbudi k dalsimu objevovani. Néktefi mozna zac¢nou tlohu fesit
hned obecné pomoci pismenek a pravdépodobnosti, ale takové cesta tak
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brzy ke konkrétnim konfiguracim nevede. Nékomu moZnéa bude stacit
ovéfeni, ze hra h(3,1) je opravdu férova.

Pr (stejné) = Pr (bb) + Pr (mm)
B 3 2 1 0= 1
“13T1Y Ty

(jsou 3 zpiisoby, jak vybrat prvni bilou kulicku, a 2 zptsoby, jak vybrat
druhou bilou kulicku).
Pro kontrolu spoé¢teme pravdépodobnost vybéru riznych kulicek.

Pr (rtizné) = Pr (bm) 4 Pr (mb)
311 1_1
“13T1 ' Ty

Hra h(3,1) je opravdu férova.

Je jesté ngjaka dalsi férova hra pro b a m mensi nez 77 Ano je, a je
to h(6,3). Tady nechame vypocet a ovéfeni na ¢tenari. Mizeme postu-
povat jakymkoliv zpisobem uvedenym vySe. Miizeme pocéitat pravdé-
podobnosti pro kazdého hrace, nebo pocitat moznosti, nebo si dokonce
zkusit vSechny moznosti vypsat.

Okresni prebor

Jak to bude pro obecné b a m?

Uloha 4. Umite najit vechna b a m takova, Ze hra h(b, m) bude férova?
Pokuste se svoji hypotézu i dokazat.

MozZna nékdo pomoci pokusi objevi celou fadu vyhovujicich her h(3, 1),
h(6,3), h(10,6), h(15,10), A(21,15) atd. Dalsi to mozna dokazou zobec-
nit: Mohly by vyhovovat dvojice po sobé jdoucich tzv. trojihelnikovych
Cisel, tj. ¢isel ve tvaru @ (vice informaci viz [I]). Nékdo mozna na-
opak zjisti, ze pro férovou hru musi pocty b bilych a m modrych kuli¢ek
spliovat vztah

bb—1) m(m—1)
2 + 2

=m-b. (1)

K vztahu miizeme dojit bud’ tivahou jako vyse, Ze je @ zpusob1i,
m(m—1)

5 zpusobt, jak vybrat dvé modré

jak vybrat dvé bilé kulicky, a
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kulicky, a m - b zptisob1i, jak vybrat jednu bilou a jednu modrou kuli¢ku,
nebo pres pocitani pravdépodobnosti, coz je o néco slozitéjsi:

Pr(stejné) = Pr(rtizné)

Pr(bb) + Pr(mm) = Pr(bm) + Pr(mb)

b b—1 m m—1
brm  brm-1 T

oom=1__ b __m ., m b
b+m b+m—1 — b+m b+m—1 b+m  b+m—1°

Poznamenejme, Ze oba zpusoby pocitdni vedou k stejné rovnici, ale

v prvnim piipadé poc¢itadme neusporadéané dvojice, ve druhém usporé-

dané (uvazujeme, kterou kulicku vybirame jako prvni). Z se snadno
po tpravé odvodi, ze

(b—m)? =b+m. (2)

Pomérné jednoduse se potom da dosazenim za b = am=
do ovéfit, Ze po sobé jdouci trojihelnikova ¢isla skuteéné vyhovuji.
Ale mame tim nas problém opravdu uz vyfeSeny? Jak vime, Ze zadna
dalsi b a m nevyhovuji? Da se na to pfijit naptiklad tak, ze se podivame
na vztah upraveny do tvaru

k(k+1) k(k—1)
2 2

b2 —b(1+2m) +m? —m =0

jako na kvadratickou rovnici v proménné b a m bude parametr. My
chceme, aby tato kvadratickd rovnice méla celociselna feSeni. Jeji dis-
kriminant je 1 4 8m, coz musi byt druhd mocnina pfirozeného ¢&isla /,
aby odmocnina byla celo¢iselna, tj. 8m = ¢2 — 1. To bude platit je-
nom pro £ liché, tj. £ = 2k — 1, kde k je pfirozené, coz nam jiz dava
@. Poté b dopocitame snadno z kvadratické rovnice a bude
ve tvaru b = w, tj. opravdu jenom po sobé jdouci trojuhelnikova
¢isla davaji férovou hru. (Podrobnégji Feceno: kvadratickd rovnice bude
mit jesté druhé FeSeni, které odpovida ale b mensimu nez m.)

Tato druha ¢ast feSeni je moc péknou tulohou na feSeni kvadratické
rovnice s parametrem v kombinaci s hledanim celo¢iselnych feSeni.

m =

Krajské kolo

A jak by vypadalo zobecnéni ulohy pro vice barev a pripadné i hra¢a?
Za¢néme s tim nejjednodussim. Uvazujme situaci ze zac¢atku prispévku.
Tentokrat budeme mit kulicky t#{ riznych barev a dva hrace. Hru zapi-
Seme jako h(b,m,c).
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Uloha 5. Umite najit takovy pocet kuli¢ek jednotlivych barev, aby hra
byla pro 2 hréace férova?

A¢ vybaveni zkuSenosti z pfedchozich uloh brzy zjistite, Ze tloha je
prili§ naro¢na. Byt i objevit jedinou moZnou férovou hru d4 docela dost
prace a hledani. Mozna vas napadne se pokusit najit vyhovujici hru ve
tvaru h(1,3,7). Po dlouhém zkouSeni a odhadovani se vim mozna povede
najit hru h(1,3,9). A moznaih(1,9,18). Jak ale vypadaji viechny férovée
hry h(1,3,7). Podobné jako v jednodussi tloze se da i tady sestavit
rovnice

bb—1) m(m—-1) ¢(lc—1)
2 + 2 + 2

=m-b+m-c+b-c

kde ¢ znaéi pocet kulic¢ek tieti barvy, tfeba ¢ervené. Najit vSechna Feseni
je slozity problém, ale miiZete se pokusit najit alespon nékteré reseni.

Uloha 6. Najdéte viechny férové hry h(b,m,?), kde (b, m) tvoii dvojici
po sobé jdoucich trojihelnikovych é&isel, tj. dvojici, pro kterou je hra
h(b,m) pro dva hrace férova.

To vede k feseni h(b, m,2(b+m) + 1), kde b a m jsou po sobé jdouci
trojuhelnikova ¢isla.

Mnohem néro¢néjsi je najit vSechny férové hry h(b, m, c), pro které je
hra pro dva hrace férova. MoZzna véas napadne napsat si program, ktery
vam vypiSe v8echna feSeni pro malé b, m a c. Z toho se da vypozorovat,
ze kazdéa dvojice z ulohy pro kulicky dvou barev, tj. dvojice po sobé
jdoucich trojuhelnikovych ¢&isel, se da doplnit na hledanou trojici tfetim
¢islem c. Taky pro dané c lze TeSit podobné jako v piipadé dvou barev
kvadratickou rovnici s parametrem a hledat jeji celo¢iselné reSendi.

Narodni liga
Mizeme se rovnéZz pokusit o zobecnéni tlohy pro kulicky ¢ barev a

pro p hrac¢a. Hledani kompletniho feSeni zobecnéného problému mize
byt hezkym namétem na préaci SOC.

Literatura

[1] Sedlacek, J.: Faktoridly a kombinacni ¢isla. 6. kapitola, Trojuhelnikova
c¢isla, Mlada fronta, Praha, 1964, s. 60-71. https://dml.cz/handle/
10338.dmlcz/403521.
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MATEMATIKA

Rovnobé&znik ve ¢tverci

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

S touto tlohou jste se patrné uz setkali:

Ve ctverci ABCD oznacéme pismeny K, L, M, N stredy jeho stran.
Ddle oznacme pismenem U prisecik usecek KL a BN a pismenem V
prisecik tisecek MN a DL (viz obr. 1(a)). Ukolem je urcit pomér obsahii
rovnobézniku ULV N a daného étverce ABCD.

————————————————————————————————————————————

1
6

D M C D M C

Obr. 1: Uloha (a) a feeni (b)

Regenf je jednoduché, nebot obsah geometrickych utvari vyznacdenych
na obr. 1(a) s vyjimkou trojthelniku KBU (a tedy i sousednich Gtyi-
thelniku AKUN a trojihelniku BLU) je snadné bezprostfedné vy¢islit.
Vypocet obsahii trojuhelnikic K BU a BLU je vyznacen na obr. 1(b).
Vyuziva podobnosti trojihelniki K BU a LNU a trojuhelniki BLU a
RKU s koeficientem podobnosti % Tedy

1 1 1
PU| = -|QU| = =|PQ| = =|AB
[PU| = 51QUI = 5|PQ| = £ |AB],

a podobné
1
|[TU| = §|AB|.
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Nyni je snadné poméry vSech vyznacenych dtvart k obsahu ¢tverce
ABCD vy¢islit tak, jak je uvedeno na obr. 1(b). Oznaéime-li |[AB| = q,
je obsah rovnobézniku ULV N

1 1 1
S(ULVN) = S(BLDN) —2S(BLU) = 5a? -2 Ea2 = ga?
Pomeér obsahii rovnobézniku ULV N a ¢tverce ABCD je tedy %

Poznamenejme, ze posloupnost obsahi trojuhelnika RKU, KBU,
BLU a LNU tvori geometrickou posloupnost.

Tato dloha nés vede k obecné otazce: Jakyj je pomeér obsahi rovnobéz-
niku a ctverce v pripadé, Ze bod K je na strané AB zvolen libovolné (viz
obr. 2, kde je tento bod oznacen pismenem X ).

D M C D Y M C
‘7\,
N N
L b L
1—z)[(1—2 3+z
e r
L7 z(l )% ™
o 2(x*—z+l) . -
A X B A X P B

(a) (b)
Obr. 2: Obecnéa uloha
Ozna¢me opét |AB| = a a (proménnou) délku |AX | = |BL| = |CM| =
= |DN| = za, 0 < z < 1. Obsah S(BLDN) rovnobé&zniku BLDN je
stejny jako obsah obdélniku o stranach DN a DC, ktery je shodny s ob-
délnikem AXY D, a tedy

S(BLDN) = S(AXY D) = za?

Trojahelniky BLU a DNV maji stejny obsah, a tudiz se obsah S(ULV N)
rovna

S(ULVN) = S(BLDN) — 2S(BLU).
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Oznaéime-li |UT| = t, je S(BLU) = itza. Délku ¢ spoletné s délkou
[UP| = p uréime tim, %e vyuZijeme podobnosti trojihelniki UPB a
NAB a podobnosti trojuhelniki UPX a LBX:

\UP|  |PB]

INA| — |AB|’
tj.

p=Q1-a)t
a

\UP|  |XP|

|LB|  |XB|’
tj.

1—x)xa — xt
- 1=2)
1—2z
Odtud dostavame

(1—2)*t=(1—2)ra—xt

a nasledné
. (1—z)x u
22—x+1"

a tedy

S(BLU) = ma?

Pomér obsahti rovnobézniku ULV N a ¢tverce ABCD je tedy

S(ULVN) s  (I—z)2? ,\ 1 _ (222 — 2z + 1)z
a? 22—x+1

s(ABcD) ~ \"" T zr—z+1°

Prox = % je tento pomér, jak jsme uz zjistili dfive, % Snadno vy¢islime,
7e pro

3 1 1
47107 57 107 57 117 100" "

se pomér postupné rovné

wl o

)

Wl =

_ 1
x—4,

5 5 10 15 41 17 87 26 101 4901
267 217 217 267 4557 1057 3957 957 12217 495050° "
Nasledujici graf ilustruje rist tohoto poméru v zavislosti na rustu

délky x:
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FO)=(2x"3-2x"24x) /(X" 2-x+1)
gl{x)=x
I;',(f) =x— (2% 3-2%"24+%) / (%" 2-x+1)

8.3 8.4 8.5 0.6 8.7 8,8 089

Obr. 3: Grafy pomért obsahti

Thned vidime, Ze tato zavislost je podstatné odlisna od velmi jed-
noduché linearni zavislosti poméru obsaht obdélniku AXY D a &tverce
ABCD (ktery je x; viz obr. 2(b)). Porovnani téchto poméri je zobrazeno
na obr. 3.

Zde mizeme pfipomenout velmi piibuznou ulohu tykajici se ¢tverce
X LM N vepsaného do daného ¢tverce ABC'D a podobnou tlohu tykajici
se ¢tverce PRST tak, jak naznacuje obr. 4.

Stejné jako dfive, polozme |AB| = a a |AX| = |BL| = |[CM| =
= |DN| = za. Trojuhelniky ABP a NAP jsou podobné a tusecky AM a
BN jsou kolmé. Ctyfﬁhelnik PRST je tedy ¢tverec.
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Jeho obsah spliiuje

S(PRST) = S(ABCD) — S(ABP) — S(BCR) — S(CDS) — S(DAT) =
= S(ABCD) — 4 x S(ABP).

D M C

A X Uo B
Obr. 4: Vepsany &tverec

K vypoétu obsahu trojuhelniku A B P vyuZijeme jeho podobnosti s troj-
thelnikem N BA s koeficientem podobnosti

|AB| a B 1
INB| Va2 + (1 —x)2a? Va2 — 212

Tedy
S(ABP) 1

S(NBA) 2 -2x+2’
a jelikoz S(NBA) = 15242

2 ?

1—=x
ABP)= ————— a2
SUBP) = s —5r v )
— 2 2
S(PRST) = a® — 20=7) z 2 _ ’3 2

2 —2+2° T2 _2e+2¢ TA—a2r1 "

Stejnym zpisobem vyuzijeme podobnosti trojuhelniki X BR a NBA
s koeficientem podobnosti

| XB| 1—x
INB| 22 —2z+2
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k vypoctu

1—a)? 11—z, (1—-2x)3 9

S(XBR) = _ ,
XBR)= 5575 2 © “sa2—2:+2)"

Odtud

S(AXRP) = S(ABP) — S(XBR) =
_ (- -(-wp , 2(1-2)2-2) ,
2(a? — 2z 4 2) 2(z? — 22+ 2)

Poznamenejme, Ze vypocty obsahil utvari na obr. 4 1ze provést fadou
zpusobii; pfikladem miize byt vypocet obsahu S(AX RP) s vyuZitim rov-
nosti

S(AXRP) =S(ABN) — 2S(XBR).

K vypoctu obsahu S(XBU) urc¢ime nejprve délku jeho vysky UUy;
vyuzijeme k tomu podobnosti trojuhelnikii:

XLB~ XUUy, a BNA~ BUU,.

Oznacime-li | XUp| = u a |[UUy| = v, dostavame
v u

za (1—x)a

a
v (I —-z)a—u

(1—z)a a '

Méme tedy postupné
1—2
u = v,
x
1 —
1f:£ =(1-2z)a— :Exv

v =2z(1 —x)%a— (1 —2z)%0,

a tedy ( .
z(l—=z

V= -—"""—q
22—z +1

z(1—-z)*

S(XBU) = 222 —z +1)
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Nyni je uz snadné urcit

(1- x)ﬁ 2

S(XUR) =S(XBR) = S(XBU) = 5 g 5 9"

?(1-=z)

S(AXW) = S(XBL) — S(XBU) = Trar—

(1 —2)22(1 — 2)? + 2] o2

S(XRPW) = S(AXRP) — S(AXW) = 2% —z 1 1) —2012)

Obdrzené vysledky jsou zaznamenany ve formé poméru k obsahu daného
¢tverce na obr. 5. Dodejme jesté, ze obsah ¢tverce

S(XLMN) = a%? —4S(AXN) = a® — 22(1 — z)a® = (222 — 2z + 1)a>.

D M C

Obr. 5: Vepsané étverce (JAX| ==z, |[AB| =1)
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Prox = % (viz obr. 6) jsou poméry obsahii zminénych atvara k obsahu

S(ABCD) daného étverce So = S(PRST) = #, S; = S(AXW) =
S, = S(XRPW) =
S(XLMN) =1

12’

S3 = S(XUR) = % S, = S(XBU) = & a

15’

1 — _ L — 22 — 32 _ 4
Proz = g je So = 13,81 = 57, S2 = 35, S3 = 555, Sa = g3 a
_ 5
S(XLMN) = 2.
— 3 ; 4 — 9 — — 4704
Pro x = 55 (viz obr. 6) mame Sy = 745, S1 = 1580, S = =5sess
_ 117649 1029 _ 29
Sz = 2354200 Sy = 15800 & S(XLMN) = 50

Zavislost rustu obsahu S(PRST) na ristu x = |AX]| je vyjadiena na
obr. 7. Opét muzeme porovnat rist obsaht jednotlivych obrazci vepsa-
nych do daného ¢tverce.

Clanek ukondeme malou tilohou:
Dokazte, Ze pro x = 3= f plati

VB2

S(XBU) = S(BLU) = ~——"a

= 3_2‘/5 je jedinou hodnotou, pro niz

S(XBU) = S(BLU).
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Presvédcte se téz, ze obsah ¢tverce PRST je v tomto piipadé roven

1-2¥°
5 5

F{x)=x"2 /{x"2 —-2x +2) /7
g{x)=x //
h{x)=x — x"2 /(x"2 -2x +2) v

U

8.3 8.4 8.5 0.6 8.7 8.8 8.9 ®
1 i

1 I I 1 1

Obr. 7: Dalsi grafy poméri obsahi

Literatura

[1] mindyourdecisions.com/blog/2020/05/17/the-square-inside-the-
square
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MATEMATIKA

Jak to vlastné je? Fraktaly

Dalibor Martisek, S'lapamce

Fraktaly jsou geometrické utvary objevené jiz pred vice nez sto lety.
Jméno témto atvaram vsak dal az Benoit Mandelbrot v Sedeséatych letech
minulého stoleti. Dnes se tyto atvary t&si velké oblibé a zabyva se jimi
Siroké spektrum praci — od populariza¢nich text uréenych pro Sirokou
vefejnost az po Spickové matematické ¢lanky urcené jen velmi tzkému
okruhu specialistii.

Jiz samotné vymezeni pojmu fraktal je znactné problematické a ani
mezi matematiky nepanuje naprosté shoda v nazoru, co to fraktal vlastné
je. Nejuznavanéjsi definice pochazi od vySe zminéného Mandelbrota,
ktery definoval fraktal jako mnozinu, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie
vétsi nez dimenze topologicka. Hausdorffova dimenze je v8ak pojem znad-
né obtizny a zabyvaji se jim aZ nékteré specializované vysokoskolské
kurzy teorie miry. Na opacné strané Sirokého spektra nejraznéjsich cha-
rakteristik stoji popularizaéni tvrzeni, Ze fraktal je synonymem pro slo-
zitou €i ¢lenitou mnozinu.

Fraktaly maji celou fadu zajimavych vlastnosti, které lze vyuzit mimo
jiné i ve stfedoskolské matematice. Objevuji se tedy i didaktické ¢lanky
s touto problematikou, at jiz texty pojednévajici specialné o fraktalech
a jejich presné definici (viz napf. PaneSova, 2020), anebo prace zmifiujici
fraktaly jen okrajové a velmi intuitivné, nékdy ovSsem bohuzel Spatné
(viz napft. [, §]).

Fraktal. Jak je to Spatné

Na obr. 1 vidime ,;schodisté papiri formata fady A“. Toto schodisté
je v nékterych ¢lancich vydavano za fraktal (napt. [T, s. 166], [, s. 124]).

Tito autofi sviij nézor podepiraji citaci zakladatele fraktalni geome-
trie B. Mandelbrota, ktery piSe, Zze fraktéaly jsou tvary, u nichZ ,detail
reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek® [I1] s. 7].

Nejen matematik, ale asi kazdy poznal, Ze tato slova nejsou definici
fraktalu. Jsou pouhou jeho elegantni zjednoduSenou konturou. Navnadou,
ktera ma naldkat ¢tenafe k dalsimu ¢teni (jsou to slova z avodu dvou-
setstrankové popularné nau¢né knihy). OvSem ani tuto zjednodusenou
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charakteristiku schodisté na obr. [I] nesplituje — jak by zakrouzkovana a
zvétSena ¢ast méla ,reprodukovat celek“?

Obr. 1: Schodisté papiri forméth rady A

Budeme-li chtit fraktaly vyuZit ve vyuce na stfedni Skole, mame néko-
lik moznosti, jak je studenttm piiblizit. Od pfistupu zcela intuitivniho,
az po jejich presnou definici. OvSem intuitivni pristup na jedné strané
nesmi vést k chybnym zavértim, snaha o pfesnou definici na strané druhé
by méla ziistat v moznostech stfedoskolské matematiky. V dalsim textu
se pokusime piesvédcit ¢tendfe o tom, ze obojiho lze dosahnout.

Fraktal. Jak je to intuitivné

Co asi myslel Benoit Mandelbrot slovy ,detail reprodukuje ¢ast a
¢ast reprodukuje celek“? Jak jiz bylo fe¢eno, neni to matematicka de-
finice, takZe i k vysvétleni lze pouzit prostiedek zcela nematematicky,
didakticky v8ak velmi u¢inny — totiz vhodny obrazek. Domnivame se, Ze
k intuitivnimu pochopeni pojmu fraktal naprosto sta¢i napiiklad obr. 2}

V nasledujicim textu pojem fraktal vysvétlime matematicky zcela ko-
rektné, pouze s ohledem na stfedoskolskou primérenost matematického
formalismu.

Délka, obsah, objem a mira

Délka, obsah a objem jsou na stfedni Skole definovany jako kladna
realna &isla, ktera prifazujeme jednotlivym dtvaram tak, Ze
a) délka, obsah resp. objem shodnych utvari jsou stejné
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b) délka, obsah resp. objem utvaru slozeného z nepfekryvajicich se
atvart je roven souctu délek, obsahti, objemi téchto ttvarta
(viz napt. [I8 s. 451, 487]).

celek
/’Eé?‘ . \
e M o, s cast

Obr. 2: Ilustrace fraktalu — utvaru, jehoz ,,detail reprodukuje ¢ast a ¢ast repro-
dukuje celek®: v kazdé (sebemensi) ¢asti lze najit detail, ktery je (geometricky)
podobny celému utvaru

Zakladem tohoto pfifazeni je volba jednotkové tusecky, ¢tverce resp.
krychle. V nejjednodussich pripadech pak mizeme obvod, obsah ¢i objem
daného utvaru pirimo slozit z téchto tsecek, ¢tvercu ¢ krychli. Obvody,
obsahy resp. objemy mnohych dal§ich atvart uréime dalsim pouZzitim
pravidel a) a b). Délku ur¢ujeme jako soucet délek usecek, na ktery
Ize studovany utvar rozdélit. Podobné ur¢ime obsah utvaru tak, ze ho
rozdélime na nepiekryvajici se ttvary se znamym obsahem (napiiklad
trojuhelniky), a pak secteme obsahy téchto utvart. Tyto postupy lze
chapat také tak, ze najdeme mnozinu tsecek resp. rovinnych ¢i prosto-
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rovych utvari se znamou délkou resp. obsahem ¢&i objemem, které se
neprekryvaji a zkoumany tutvar presné pokryji.

V Polakové definici se ovSem skryva problém. Jiz ze zakladni Skoly
zname napiiklad vzorecek pro délku kruznice. Jak k nému dospé&jeme?
Kruznici 1ze rozdélit jen na kruhové oblouky a uréeni délky kruhového
oblouku neni o nic jednodussi nez uréeni délky celé kruznice. Bod b)
lze v tomto pripadé splnit pouze tak, Ze sestrojime n-tice neprekryva-
jicich se tsecek (naptiklad obvody vepsanych ¢ opsanych n-thelniki),
které presné pokryji kruznici az ve své limité pro n — oo. Obsah kruhu
dostaneme analogicky jako limitu obsahtii téchto n-tihelniki.

Na obr. [3] je ilustrovana priblizna délka kruznice a pfiblizny obsah
kruhu jako obvod a obsah pravidelného n-thelniku pro n = 2™, kde
m = 3 (obr. 3a), m = 4 (obr. 3b), m =7 (obr. 3c) a m =9 (obr. 3d).
Pro m — oo pfejde n-tthelnik v kruznici a mnozina trojihelnika v kruh.
Pfesnou délku kruznice miizeme tedy urcit jako limitu souctt velikosti
usetek AxAri1 a obsah kruhu jako limitu souc¢tt obsahtu trojihelniki
ApSAgt1.

A'k oAk :

3 4 Arzs A 9
a) n=2 hn=2 cn=2 dn=2

Obr. 3: K délce kruznice, obsahu kruhu a ,,délce kruhu“

V bodé b) Polédkovy definice je tedy tfeba vyslovné pfipustit neko-
necny pocet utvari a soucet nekoneéné mnoha délek, obsahtu ¢i objem.
V tom pfipadé miiZzeme ovSem kruh dostat nejen jako limitu obsaht, ale
i jako limitu délek vhodnych kfivek, ¢i objemt vhodnych téles. Podobné
lze sestrojit posloupnost obsahii ¢i objemt, jejichz limitou je kruznice (ni-
koliv kruh ¢ koule). MuZeme tedy hovofit o ,,délce” ¢i ,,objemu* kruhu
a o ,,obsahu“ ¢i ,objemu* kruZnice?

Abychom zjistili ,,délku kruhu®, musime (stejné jako v ptipadé délky
kruZnice) sestrojit posloupnost mnozin tsecek, které v limité pokryji cely
kruh (nikoliv jen jeho hrani¢ni kruZnici). Sjednotme postupné obvody
trojuhelniki A SAyy1 naobr. 3 a) b) ¢) d). Dostaneme mnoziny usecek,
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které se nepfekryvaji a jejich celkova délka je
d=2". |AkAk+1| + 2m . r,

kde r je polomér kruznice. Pro m — oo tato mnozina tsecek vyplni
presné cely kruh a délka vSech jejich tusecek je

d= lm (2™ - |AAgs1]+2™ - r) = c0.
m—0o0

Abychom naopak zjistili ,,obsah kruZnice”, sestrojime (stejné jako
v pripadé obsahu kruhu) posloupnost rovinnych tutvart, které v limité
presné pokryji kruznici. Obsah pak zjistime jako limitu posloupnosti ob-
saht téchto utvart. Takovou posloupnosti mize byt napf. posloupnost
dtvart ohranic¢enych obvody A; ... AgAgy1... Ay, B1...BxBiy1 ... By
pravidelnych n-thelniki kruznici vepsanych a opsanych. Na obr. [] vi-
dime tyto atvary pron = 2™, m = 2,3, 4,5 vyznacené Sedé. Pro m — oo
splyne tento ttvar s kruznici a limita posloupnosti pfislusnych obsahi je
rovna nule (vypocet prenechame ¢tenaii).

byn=2 on=2"
Obr. 4: K ,,obsahu kruznice*

Pojmy ,,délka kruhu“ a ,,obsah kruznice“ tedy smysl jist€ maji. K tomu,
aby byly zcela korektni, zbyva jesté malickost. Musime pfipustit, Ze
délka, obsah a objem, které mohou byt urc¢ovany jako limity, mohou
stejné jako limity nabyvat i nulovych a nekoneénych hodnot. Takto zo-
becnénou délku, obsah a objem budeme nazyvat mira. Délka, obsah a ob-
jem jsou tedy speciilni jedno-, dvoj- a trojrozmérné miry utvaru. Anebo
naopak: jedno-, dvoj- a trojrozmérné mira je zobecnénim délky, obsahu
a objemul”/| Tim jsme ovSem otevieli dalsi problém.

1

DV dalsim textu budeme misto pojmu ,dvojrozmérna mira“ ¢i ,,zobecnény obsah“
¢asto hovofit stru¢né jen o obsahu, podobné o délce resp. objemu. U délky, obsahu i
objemu budeme tedy v dal$im textu pripoustét nulové a nekone¢né hodnoty.
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Dimenze. Jak je to Spatné

Pojem dimenze skryté pouzivime uplné vSichni. Bézné tikame, Ze
tsecka je jednorozmérna, ¢tverec dvojrozmérny, krychle trojrozmérna.
Vétsinou si myslime, Ze pocet rozméri je zcela jasny a ze ho neni po-
tfeba vibec vysvétlovat. Jakmile se vSak o néjaké vysvétleni pokusime,
dostaneme se nejspis do velkych problémn.

Jak vysvétlime ,,pocet rozméra“ ¢ ,,dimenze“? V historii matematiky
jsou znamy dva neaspésné pokusy o definici pojmu dimenze geometric-
kého utvaru:

1) Je to pocet udaju (¢isel, souradnic, parametri), které jsou pot¥eba
k urceni polohy konkrétniho bodu v daném ttvaru. Kruznice je jedno-
rozmérna, protoze polohu jejtho kazdého bodu urci jeden parametr v je-
jich parametrickych rovnicich. Ctverec je dvojrozmérny, protoZe k uréeni
polohy bodu ve ¢tverci jsou potfeba dvé soutradnice, krychle je z analo-
gického divodu trojrozmérna.

Tuto definici postavili na hlavu Georg Cantor, Ernst Schrioder a Fe-
lix Bernstein, kdyz sestrojili vzajemné jednozna¢né zobrazeni tisecky a
¢tverce (viz napf. [12]). Tim mimo jiné ukazali, Ze k urceni pfesné polohy
bodu ve &tverci sta¢i jedno jediné ¢islo. To znamené, Ze Ctverec, ktery je
pfimo prototypem dvojrozmérnosti a podle kterého jsou pojmenovany
dokonce jednotky obsahu, by mél byt podle této definice jednorozmérny.

2) Dimenze (ohrani¢eného) utvaru se uréi podle jeho délky, obsahu ¢i
objemu. Kazdy ,,béZny* ohrani¢eny geometricky dtvar ma totiz nenulo-
vou a kone¢nou pravé jednu z téchto mér. Kruh je dvojrozmérny, protoze
mé nenulovy a kone¢ny pravé jen obsah. Jeho délka je nekonecné, jeho
objem je nulovy. Kruznice je jednorozmérna, protoze ma nenulovou a
kone¢nou préavé jen délku. Jeji obsah a objem je roven nule. Kuzel je
z analogického divodu trojrozmérny.

Takto zavedeny pocet rozméri (dimenzi) v8ak poslala do historie fada
utvari, které se postupné objevily na prelomu 19. a 20. stoleti. Jako pii-
klad uvedme konstrukci Wactawa Franciszka Sierpinského (|21 s. 302
305]): sestroj libovolny trojuhelnik a vyjmi z ného vnitiek trojiuhelniku
ur¢eného jeho stfednimi prickami. Na tfi zbyvajici trojihelniky aplikuj
tutéz konstrukei, s deviti nasledujicimi trojuhelniky proved totéz a takto
pokracuj do nekone¢na. Na obr. [5| jsme takto postupné odstrainiovali bilé
trojuhelniky z trojthelniku Gerného).

Otazkou je, jaka je dimenze vysledného utvaru ve vyse uvedeném
smyslu. Je-li tato dimenze dvé, musi byt jeho obsah nenulovy a koneény,
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jeho délka nekonecné. Je-li dimenze jedna, musi byt nenulové a kone¢né
délka a nulovy obsah. Jestlize v8ak délku a obsah spocitdme, zjistime, Ze
neplati ani jedno, ani druhé. Jsou to jednoduché cvi¢eni na geometrickou
fadu (u délky napovézme, Ze utvar obsahuje obvody vSech vyjimanych
trojuhelniki). Zajemce o vypofet muzeme odkizat na text Vlastimila
Dlaba [I]. Délka je nekone¢na, ale obsah uz je nulovy. Jako kdyby di-
menze jedna byla mélo a dimenze dvé uz moc.

A 4

ﬁ&&%
NN

£ V¥
HHHE .

Obr. 5: Druhy, paty a sedmy krok konstrukce rovnoramenného Sierpinského
trojuhelniku

Dimenze. Jak je to spravné

Pocet rozméri, dimenzi, je tedy t¥eba urcovat jinak. Utvar na obr. @
vlevo bychom radi povazovali za jednorozmérny, utvar na obr. [7] vlevo za
dvojrozmérny. V zajmu jednotného postupu pro vSechny t¥i mozné di-
menze umistéme tyto utvary do trojrozmérného prostor a pokryvejme
je ,,co nejaspornéji“ otevienymi koulemi o poloméru r, ktery se neustale
zmensSuje. Od jisté velikosti poloméru r se ndm pokryti nepodaii lépe
nez tak, Ze na obr. [0] se museji prekryvat vzdy minimalné dvé koule, na
obr. [7] miniméalné koule tii. Kdybychom totéz provedli s atvarem, ktery
bé&Zné povazujeme za trojrozmérny, musely by se pfekryvat minimélné
koule ¢étyti. Dimenz{ dtvaru, po¢tem rozméru tak, jak tyto pojmy bézné
chédpeme, bude tedy minimalni pocet prekryvajicich se kouli zmenseny
o jednicku.

Pri pokryvani hranice papirového schodisté z obr. [I]se piekryvaji vidy
dvé koule — tato hranice je jednorozmérna (viz obr. .

Otéazkou ziistava, jaka je dimenze Sierpinského trojihelniku, kterou
jsme nedokézali uréit v pfedchozim textu. Odpovéd poskytne obr.[9] Od

2)Poznamenejme, 7e s dimenzi celé roviny a celého prostoru problémy nejsou. Di-
menze je v tomto pripadé uréena poctem navzajem kolmych primek, které zde existuji.
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jistého poloméru r pokryvajicich kouli se museji pfekryvat vzdy jen dveé.
Tento utvar je jednorozmérny. M4 dimenzi jedna — je to kiivka.

Obr. 6: Pokryvani jednorozmérného utvaru (vlevo) zmensujicimi se otevienymi

B

Obr. 7: Pokryvani dvojrozmérného dtvaru (vlevo) zmensujicimi se otevienymi
koulemi

Obr. 8: Pokryvéani schodisté papiri z obr. [ zmensujicimi se otevFenymi kou-
lemi

Obr. 9: Pokryvani Sierpinského trojuhelniku zmensujicimi se otevienymi kou-
lemi
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Ten, kdo tomu nevéii, se snad necha presvédcit konstrukei, kterou
objevil v Sedesatych letech minulého stoleti Aristid Lindenmayer [I0] a
ktera je naznadena na obr.

Obr. 10: étvrty, Sesty a osmy ¢len posloupnosti kiivek, jejiz limitou je Sier-
piniského trojihelnik

Kam se podéla velikost?

Dimenze tak, jak jsme ji zavedli v minulém oddilu, vSak nevyfesila
jeden zasadni problém. U ohrani¢enych geometrickych utvart jsme zvykli
mérit jejich ,,velikost®. Cislo opatiené jednotkou délky, obsahu ¢ objemu
podle toho, zda se jedna o utvar jedno-, dvoj- ¢ trojrozmérny. To nam
umoziiuje mimo jiné porovnavat utvary podle velikosti.

Takto muZeme uré¢it napiiklad ,,velikost® papirového schodisté, a to
jak jeho hrani¢ni k¥ivky (tj. délku), tak ,velikost* plochy, ktera je touto
kiivkou ohranicena (tedy obsah). Ale ,velikost* Sierpiriského trojihel-
niku takto uréit nemizeme. Utvar je ohrani¢eny, jednorozmérny, ale jeho
délka je nekonecéna. Kfivka na obr. |2 nazvané podle Nielse Fabiana Helge
von Kocha, ktery ji sestrojil v roce 1904, je na tom stejné. Je ohrani-
¢end, jednorozmérna, ale jeji délka je nekonecna. Snadno to plyne z jeji
konstrukece (viz obr. : danou tusecku rozdélime na tfetiny, nad pro-
stfedni tfetinou sestrojime rovnostranny trojtuhelnik a ptvodni tietinu
vyjmeme. Na kazdé ze &tyT takto vzniklych tsecek zopakujeme tutéz
konstrukei a takto pokra¢ujeme do nekonecéna (von Koch, 1904). Kazda
nésledujici aproximace je o tfetinu delsi nez aproximace predchézejici.

Ktery utvar je vétsi? Sierpiriského trojuhelnik, anebo Kochova kiivka?
Tuto otazku nelze zodpovédét ani mérenim délky (ta je nekone¢na), ani
méFenim obsahu (ten je u obou ttvari nulovy).

Otazku srovnavani ,velikosti“ téchto utvart vyresil Felix Hausdorff
[4, 5] tim, Ze zobecnil pojem dimenze. Dimenze, o které jsme dosud
mluvili, pfipoust{ jen celoc¢iselné hodnoty a budeme ji dile nazyvat di-
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menzi topologickou. Za p¥i¢inu neporovnatelnosti nékterych geometric-
kych utvart oznacil Hausdorff nedostate¢nou ,jemnost” této dimenze.
Nekone¢na délka uvaru je dana tim, Ze utvar méfime v dimenzi, ktera
je prilis nizka, nulovy obsah naopak tim, Ze dimenze dvé je uz prili§
vysoka. Abychom mohli vyjadfit ,velikost* (miru) takového utvaru ne-
nulovym a kone¢nym ¢&islem, je tfeba méfit ,,spravnym metrem®. Méfit
v dimenzi s neceloéiselnou hodnotu v intervalu (1,2). Otéazkou je, jak
takovou dimenzi zavést.

Obr. 11: Prvnich sedm aproximaci Kochovy kiivky

N4

Mrizkova dimenze a mrizkova mira

Dimenzi, ktera pripousti necelo¢iselné hodnoty, lze definovat mnoha
zpusoby. Zname dimenzi sobépodobnostni, dimenzi informaé¢ni, dimenzi
box-counting atd. Kazdou takovou dimenzi dnes nazyvame dimenzi frak-
talni. Nejstarsi a nejobecnéjsi z nich, dimenze Hausdorffova, neni v silach
stfedoskolské matematiky. Zajemce o tuto konstrukci lze odkazat na ¢la-
nek Katefiny PaneSové [I7]. Zde uvedeme dimenzi pondkud specialngjsi.
Zaplatime za to tim, Ze nékteré utvary, které Hausdorffova dimenze a
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mira méfit umi, zastanou pro nas neméritelné. I s nasi uzsi definici di-
menze vSak paletu méfitelnych atvart velmi vyznamné rozsifime.

Meéfené utvary budeme rovnéz pokryvat koulemi stejného poloméru,
ale tentokrat nas bude zajimat, jak se méni pocet kouli nutnych k po-
kryti, jestlize spoleény polomér téchto kouli zmensujeme.

Oznacme 71 polomér nejvétsich kouli na obr. [f]a jejich pocet potebny
k pokryti atvaru necht je p;. Polomér mensSich kouli analogicky 7o, je-
jich pocet ps a koneéné pro posledni zobrazeny piipad rj3, resp. p3. Pro
zjednoduSeni miiZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze 1, = 1.
Prozradme (a doufame, Ze nam bude Ctenaf véfit), Ze v tom pripadé
je ro = 1/2 a r3 = 1/4. Snadno spocitame, Ze pocty kouli potiebnych
k piislusnému pokryti jsou p; = 4, po = 8, p3 = 16. Jisté si viimneme,
7e v tomto piipadé je

p1T1=p2-T2=p3-13=4
Na obr. 7] méame analogicky 1 = 1, ro = 1/2, r3 = 1/4, pfislusné
pocty jsou p; = 3, po = 12, p3 = 48. Zde je tedy

pL-ri=p2-r3 =p3-15=3.
Nenf jisté tézké odhadnout, jak by néco podobného vypadalo pro to-
pologicky trojrozmérny utvar.
Pro jiné ,bézné utvary“ si tyto souciny nemuseji byt vidy presné
rovny. Na obr. [§]je napr. r1 =1, 1o = 1/2, r3 = 1/4 a p; = 17, ps = 36,
p3 = 72. V kazdém piipadé lze zvlast pro dostateéné velka n psat

0<pn-1mP =M< o, (1)

kde M a D jsou konstanty. S rostoucim n jsou navic aproximace konstant
M, D stale pfesnéjsi, takze miizeme psat

M = lim p™-rP. (2)

n—oo

Navic snadno nahlédneme, Ze pro kazdé d < D je

M:nlin;opn~rﬁ:m (3)
a pro kazdé d > D je
M = lim p, -r% =0. (4)
n—oo
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Shrnuto: exponent D v limité je pro dosud zndmé utvary roven
topologické dimenzi a konstanta M se chova stejné jako ,velikost” (mira)
utvaru méfend v této dimenzi. V dimenzi D je tato mira nenulova a
konec¢na, viz (1)), v dimenzi nizsi je nekone¢na, viz , a v dimenzi vySsi
nulova, viz (4). Mira M se tedy skutecné chova tak, jak o¢ekavame od
délky, obsahu i objemu. Dimenzi D a miru M v limité nazyvame
mrizkovou dimenzi, resp. mrizkovou mirou utvaru.

Na zéavér tohoto oddilu nékolik poznamek. Jestlize ¢tenafl ocekava, ze
miizkova mira v pfislusné dimenzi je pfimo rovna délce, obsahu ¢i ob-
jemu utvaru tak, jak to zndme z mnoha vzorecki, musime ho zklamat.
Mriizkova mira je totozné pouze s délkou. Miizkové miry dvoj- resp. troj-
rozmérnych ttvart v dimenzi dvé resp. tii jsou sice nenulové a konecné,
ale nejsou pfimo rovny obsahu resp. objemu, jsou jen jejich jistymi nenu-
lovymi nasobky. Rovnosti lze sice dosahnout zobecnénim nasi definice,
to vSak opét znacné prekracuje moznosti stfedoskolské matematiky. Za-
jemce o blizs{ informace je moZné opét odkazat na ¢lanek [I7], pro nase
ucely toto zobecnéni neni nutné.

Posledni poznamka v tomto oddilu se tyka méfitelnosti atvart miiz-
kovou mirou. Jak uvidime déle, mf¥izkovou mirou resp. dimenz{ budeme
schopni zmérit Sierpiniského trojihelnik, Kochovu kiivku i mnohé dalsi
utvary, které ,,odolavaji* délce, obsahu i objemu. Presto existuji ,,atvary*
(feknéme radéji mnoziny bodu), které Felix Hausdorff zméfit umél a
mfizkova mira to neumi. Takovou mnoZzinou je napiiklad racionalni in-
terval, tedy napf. mnoZina (0,1) N Q. Neméfitelnost takovych mnozin
nasim postupem je dani, kterou musime zaplatit za naSe zjednoduseni.

Hleda se spravny metr

Jiz dva oddily slibujeme dimenzi, ktera miize nabyvat i necelo¢iselnych
hodnot, a zatim jsme s zadnou takovou hodnotou nepftisli. V piikladech
z predchoziho oddilu byla naopak mrfizkova dimenze vzdy rovna celo-
¢iselné dimenzi topologické. Podivejme se vSak na mfizkovou dimenzi
Sierpiriského trojtuhelniku.

Na obr. [9) méme pro ry =1, 73 = 1/2, r5 = 1/4 postupné tyto pocty
pokryvajicich kouli: p; = 6, po = 18, p3 = 54, obecné ziejmé r,, = 217",
pn = 23" takze dle (2)) je mira v dimenzi jedna

M= lim p"-r) = lim 2-3"-(2""")' =4 lim 3"-27" = oo

n— oo n—oo n—oo
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a mira v dimenzi dvé

M = lim p"-72 = lim 2-3"-(2'"")? =8 lim 3"-47" =0.

n—oo n—oo n— oo

To jen potvrzuje jiz dfive konstatovanou nekone¢nou délku a nulovy
obsah. Nynf vSak jiz mizeme hledat necelo¢iselnou dimenzi D, ve které
bude mira tohoto atvaru nenulova a konec¢né.

Ozna¢me D,,, M,, ptiblizné hodnoty hledané dimenze a miry zjisténé
v n-tém kroku, tedy

M, =p,-rPm =2.3". (27", (5)
Logaritmovanim obdrzime

InM,=In24+n-n3+(1—n) D, -In2
In2 n In M, n n In3 (6)
(1-n)-m2 (1-n)-In2 (n—1) In2

D,=—

Hledanou dimenzi pak dostaneme jako limitu pro n — oo

1 n In M, n 1r173 ™)
n—1 (1-n)-n2 n—-1 In2/°

D =1limD,, = 1im<

Za predpokladu, Ze limity v8ech t¥i zlomku jsou vlastni, mizeme psat:

1 In M, n In3
D =1lim D,, = lim —— +1i li —. (8
H 1mn—l—‘_lm(l—n)~ln2+lmn—l In 2 (®)

Prvni limita na pravé strané je ziejmé rovna nule. Dimenzi hledame tak,
aby 0 < lim M,, < oco. Snadno tedy nahlédneme, Ze i druhé limita je
nulova. Pak jiz jednoduSe dostavame

n In3 In3
w1 2 2 9)

Uprava (7)) = (8) je tedy korektni a hodnota (9) je hledanou mifzko-
vou dimenzi.

Mrizkova dimenze Sierpiniského trojihelniku je tedy necelo&iselné, do-
konce iracionalni. Pro Kochovu kfivku bychom stejnym postupem dostali
dimenzi D =1n4/1In3.

Kromé toho, Ze miizkova dimenze téchto utvari je necelociselna, je
podstatna i skutecnost, ze tato dimenze je vyssi nez dimenze topologicka.
Pravé takové utvary totiz nazyvame fraktaly.

D =1limD,, = lim
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Kromé dimenze je mozné ur€it i ,velikost* (miru) fraktalu v jeho
dimenzi. Napfiklad miizkovou miru Sierpinského trojihelniku z obr.
éi@v dimenzi @ obdrzime jako limitu vyrazu , resp. @ pro D, = D,
tedy:

limln M, =lim(In2+n-In3+ (1 —n)-D-1n2)

"In2
InM=lim(In2+n-In3+ (1 —n)-1n3)
InM=lim(In2+In3) =In2+In3=1n6
M =6.

In3
In M = lim (ln2+n-ln3—|—(1—n) n-ln2>

Mira naseho trojuhelniku je tedy rovna Sesti.

Jak tomuto vysledku rozumét? Pfedevsim je tfeba si uvédomit, ze
cely vypocet jsme provedli dle obr. [0} kde jsme predpokladali, ze polomér
nejvétsich kouli je roven jedné, dejme tomu jednomu metru. Pak strana
rovnostranného trojuhelniku, ze kterého byla Sierpiriského konstrukce
provedena (tzv. inicializa¢niho trojuhelniku), je zhruba p&t metra (lze
samoziejmé zadat presnou polohu kouli a provést pfesny vypocet, pro
nasi pfedstavu to v8ak neni nutné). Mira Sierpiniského trojihelniku je
pak Sest. Ale Sest ¢eho?

Kdybychom méfili obvod (resp. miru v dimenzi jedna), byl by jed-
notkou ,,délkovy“ metr — metr umocnény na prvni (m = m!). Kdy-
bychom méFili obsah (resp. miru v dimenzi dva), museli bychom pfipsat
metr umocnény na druhou (m?). My jsme oviem mé&fili miru v dimenzi
D =1n3/1In2. Mira Sierpiriského trojuhelniku na obr. |§|je tedy

6mln 3/1n2 — 6m1’584962'“.

Mira fraktali se ovSem vétSinou hledat nemusi. U rtznych atvara
s neceloc¢iselnou dimenzi se totiz vétSinou lisi uz tato dimenze, takze
za, vét§l muzeme vzdy prohlasit utvar s vétsi dimenzi. Tedy napiiklad
Sierpiriského trojihelnik s jakkoli malym inicializa¢nim trojthelnikem je
vzdycky vétsi nez Kochova kfivka s jakkoliv dlouhou inicializa¢ni tsec-
kou. Jednoduse proto, ze Sierpiniského trojuhelnik ma vétsi mfizkovou
dimenzi nez Kochova kfivka.

Pozndmka: Jak jsme konstatovali vySe, topologickd dimenze hranice pa-
pirového schodisté z obr. [I] je rovna jedné. Konstatovali jsme rovnéz, ze
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pro dostatecné velka n plati
0<pp-rh~M<o0.

Vypoctem miZzeme snadno ovérit, ze pro délku této hranice d (miru
v dimenzi jedna) plati 0 < d < oo. To v8e svédéi o tom, Ze i libovolna
fraktalni dimenze je rovna jedné a Ze tento utvar fraktilem neni.

Kdyz detail reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek

Pokusme se nyni d4t Mandelbrotovu bonmotu, kterym jsme tento ¢la-
nek uvadéli, matematicky kabat. Tim kabatem jsou pojmy sobépodobnost
a sobépribuznost.

Geometricky utvar U je sob&podobny pravé tehdy, kdyz existuje ko-
neény pocet podobnych zobrazeni (napiiklad stejnolehlosti) f1, fa, ..., fn
takovych, Zze ttvar je sjednocenim svych vlastnich obrazii v téchto zob-
razenich, tedy

U= [HLU)U fU)U---U fulh), (10)

a sobéptibuzny pravé tehdy, kdyz zobrazeni f1, fo, ..., fn nejsou podob-
nosti, ale afinity.

Pfipomenme, Ze zobrazeni je podobnost pravé tehdy, kdyz zachovava
méfitko, tj. kdyz kazdou tsecku AB zobrazi na usecku A'B’ tak, Ze
|A’B’'| = |k| - |AB]J, kde k je konstanta (méfitko nebo lépe koeficient
podobnosti). Stejnolehlost je specidlni pfipad podobnosti, kdy bod A,
jeho obraz A’ a tzv. stied stejnolehlosti S lezi na téze primce, pricemz
k < 0 pravé tehdy, kdyz S je vnitfnim bodem tsecky AA’. Zobrazeni f je
afinita pravé tehdy, kdyz zachovava délici pomér bodu, tj. kdyz kazdou
tsefku AB zobrazi na tsecku A’ B’ a kazdy vnitini bod C' tsecky AB na
vnitini bod C' tsecky A’'B’ tak, ze |A'C’| : |C'B'| = |AC| : |CB|.

Fraktaly, o kterych jsme se dosud zmitniovali, jsou sobépodobné. Sier-
piniského trojuhelnik je sjednocenim t¥i svych obrazii ve stejnolehlostech
se stfedy ve vrcholech inicializa¢niho trojthelniku a koeficientem k = 1/2
(viz obr. vlevo). Stru¢né se fiké, Ze je sjednocenim t¥i svych kopii
zmenSenych na polovinu. Podobné Kochova kfivka je sjednocenim ¢&tyt
svych kopii zmengenych na tfetinu. Sierpiriského ¢tverec (obr. vpravo)
je sjednocenim osmi svych kopiif zmensenych na tfetinu.

Praveé tato vlastnost umoziuje ,,éasti utvaru reprodukovat jeho celek
a ,,detailu reprodukovat ¢ast“. V kazdém kruhu, ktery obsahuje vice nez
jeden bod sobépodobného utvaru, lze najit jeho ¢ast, ktera je (geomet-
ricky) podobn4 celému utvaru tak, jak je naznaceno na obr.
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Mezi sobépodobnosti a dimenzi je navic zajimavy vztah. Jestlize koe-
ficienty k, 0 < |k| < 1, vSech n podobnosti ve vztahu ([10]) jsou stejné, je

dimenze atvaru rovna
Inn

D=———. (11)
In(1/[k[)
Dimenze Sierpinského trojuhelniku je tedy skuteéné In3/1n 2 a Kochovy
kiivky In4/In3, jak jsme konstatovali v pfedchozim oddilu, dimenze
Sierpiriského ¢tverce je In8/1n 3.
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Obr. 12: V sobépodobnych fraktalech detaily reprodukuji ¢asti a ¢asti repro-
dukuji celek

Na tomto misté je tfeba vyvratit rozsifeny mytus, ze sobépodobnost
a sobépribuznost jsou vlastnosti, které fraktal definuji, tj. ze utvar je
fraktalem pravé tehdy, kdyz je sobépodobny nebo sobépfibuzny. Neni
to pravda. Existuji fraktaly, které nejsou ani sobépodobné, ani sobépii-
buzné (viz napf¥. obr. a [15]). Naopak existuji sob&podobné utvary,
které nejsou fraktaly. Napiiklad ,,obyéejny* trojuhelnik ¢i ,obycejny*
rovnobéznik. Ty jsou sjednocenim ¢tyf svych kopii zmenSenych na po-
lovinu (nebo Sestnacti kopii zmensenych na ¢tvrtinu atd.), viz obr.
I jejich ¢éast reprodukuje celek a jejich detail ¢ast. I pro jejich miizkovou
dimenzi plati vztah , nebot

In4  (In16 td _ln22_21n2_2
m2 \Im4d %) " T2 = W2

Mrizkova dimenze je vSak rovna dimenzi topologické, takze tyto atvary
fraktaly nejsou.
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Obr. 13: I nékteré ,,b&zné“ utvary jsou sobépodobné, i jejich detaily reprodu-
kuji ¢asti a ¢asti reprodukuji celek — fraktaly to vSak nejsou
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Obr. 14: Cast pobfezni linie Velké Britanie v méfitku 1 : 100 000
(Ec.europa.eu)

Obr. 15: Fraktalni kapradina sestrojend kombinaci sobéptibuznosti a ndhod-
nych procest
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Fraktaly jsou velmi zajimavé utvary, které poskytuji fadu piilezi-
tosti k zamysleni, zobechovani a rozvoji abstraktniho mysleni. Umoznuji
uplatnit a prohloubit znalosti mnohych partii stfedoskolské matematiky,
zejména geometrickych rad, vlastnosti logaritmut a limit. Diky moZnos-
tem soucasné vypocetni techniky mohou byt hezkou ukéizkou toho, Ze
matematika miize byt nejen uzitecna, ale i krasna (viz napt. [15] [16] [18]).

Zaveér

Utvary s necelo¢iselnou dimenzi byly v dobé svého vzniku na zacatku
minulého stoleti povazovany za matematickd monstra, kterda nemaji nic
spole¢ného s realitou. O pul stoleti pozdéji vyslo najevo, ze matematika
vedla Sierpiniského, Kocha, Hausdorffa a mnohé dalsi k realité bliz, nez
oni sami tusili.

Radou méfenf a experimentt bylo zjisténo, ze nékteré prirodni Gtvary
maji fraktalni charakter a Ze necelo¢iselna dimenze je velmi vhodnym
méFitkem jejich ¢lenitosti. Jako piiklad uved me pobiezni linie kontinentt
a ostrovi. Ty jsou velmi podrobné definovany v Umluvé OSN o moiském
pravu z roku 1982 (Wikipedia.org, Psp.cz). Geodetové a kartografové je
dnes vytycuji pomoci kombinace GPS, pozemnich monitorovacich stanic
a specialnich metod zpracovani dat, z nichz nékteré dosahuji polohové
pFesnosti plus minus nékolik milimetrd (J6, s. 18]). Na obr. vidime
¢ast geodeticky vytycené pobiezni linie Velké Britanie. ,, Téméf rovna“
pobiezni linie severni Afriky ma dimenzi 1,05, linie Bretané ¢i Velké Bri-
tanie 1,25 — to je témér presné dimenze Kochovy kiivky, hranice pobiezi
Norska, plného hlubokych a klikatych fjordi, se py$ni hodnotou 1,52, coz
je témér dimenze Sierpiniského trojihelniku (Fractalfoundation.org).

Piirodni atvary samoziejmé nemohou reprodukovat své casti a de-
taily do nekone¢na. Pfesto jsou fraktaly k popisu jejich morfologie da-
leko vhodnéjsi nez krychle, jehlany a koule. Plati to zvlasté pro fraktaly
sobépiibuzné a tzv. statisticky sobépiibuzné, jejichz ¢asti a detaily jsou
,mirné deformovany* afinitami a nahodou (viz obr. [L5{a Martisek 2022d).
Pravé to je totiz na prirodnich utvarech krasné.
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MATEMATICKE ORISKY

Hledani pokladu

Dnes mame pro ¢tenafe geometrickou hru. Na louce je lipa a javor,
vzdélené od sebe 30 metrii. Instrukee jsou nasledujici (viz obrazek nize):

e Zaujmi libovolné misto.
e 7 tohoto mista vykro¢ piimo k lipé.

e Tam se oto¢ doleva 0 90° a piimocaie pokracuj v chiizi, az dosdhnes
vzdalenosti rovné vzdalenosti vychoziho mista od lipy.

e Toto misto oznaé¢ kolikem.

e Vrat se do vychoziho mista.

e Odtud vykro¢ pfimo k javoru.

e Tam se oto¢ doprava o 90° a pokracuj v chizi, az dosahnes vzda-

lenosti rovné vzdalenosti vychoziho mista od javoru.
e Toto misto oznac¢ kolikem.
e Poklad naleznes na pilicim bodé tisecky spojujici oba koliky.

Jeni¢ek a Marenka si vybrali dva rtzné vychozi body. Presto nasli
poklad oba dva. Jak je to mozné?
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Nyni se vratme k tloze o bijekci mezi ¢tvercem a tseckou a pred-
stavie elegantni reseni Adama Blazka, studenta 3. ro¢niku Jaderné fa-
kulty CVUT. Nejprve pfipomenme znéni tlohy.

Uloha: Zkonstruujte vlastni co nejjednodussi bijekei: (0;1)2 — (0;1).

ReSeni: Nejprve si uvédomime, Ze zapis ¢isel v desitkové soustavé nent
jednoznaény. Napi. 0,235 = 0,23499999999... Udélejme tedy tmluvu,
7e zapisy konéici nekone¢né mnoha devitkami nepovolujeme. Definujme

pomocnou funkci g, jejimz defini¢nim oborem jsou nekonecné posloup-
nosti &sel z mnoziny {0, 1,...,9}, nasledujicim zpisobem:

g:{0,1,...,9}¥ — (0;1):

0, pokud (Vi)(a; = 0),

B, pokud ay # 0 A (Vi > k)(a; = 0),
glai,ag,...) = %, pokud (¥i)(a; = 9),

w, pokud ay # 9 A (Vi > k)(a; =9),

0,aiaz ... jinak.

Snadno ovérime, ze g je bijekce: staci si rozmyslet, Ze druhy piipad
pokryje ¢isla s kone¢nym desetinnym rozvojem v intervalu ((); %), ctvrty
pripad ¢isla s koneénym desetinnym rozvojem v intervalu (%, 1) a paty
piipad ¢isla s nekoneénym desetinnym rozvojem.

Pomoci ¢ jiz mazeme snadno definovat bijekci vyuzivajici ,,proplétani
cifer* f: (0;1)% — (0;1):

f(x,y) = g(ai,b1,a2,b,...),

kde
(a1,a9,...) =g " (z), (br,ba,...) =g " (y).
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Pro¢ maji hvézdy na fotografiich z vesmirného
teleskopu Jamese Webba osm cipti?

Eduard Subert, Praha

Experiment

36 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

Urcité jste uz videéli alespon jednu z tizasnych fotografii z Vesmirného
teleskopu Jamese Webba (JWST) Vsimli jste si, Ze hvézdy na téchto
fotografiich maji osm cipu? Ale pro¢? To si ukdZeme v tomto experi-
mentu! Nejen Ze spoletné vytvorime takovou osmicipou hvézdu z po-
hodli domov ale navic pritom zjistime, jak takova hvézda v obraze
teleskopu vznikne.

Nejdiive néco mélo o teleskopech. Vétsina dnesnich teleskoptd méa dvé
hlavni zrcadla. Svétlo se nejdiive odrazi od prvniho zrcadla, tomuhle
zrcadlu tikdme primdrni, déle svétlo dopadne na druhé vyrazné mensi
zrcadlo, tomu se fika sekunddrni. Od sekundéarniho zrcadla se svétlo od-
razi na systém senzor ktery obraz zachyti.

Ted zkusme pfijit na to, odkud se osm cipti hvézdy vezme. KdyZ se
z povrchu Zemé podividme na noéni oblohu, uvidime na hvézdach osm
cip? Neuvidime! Stejné tak, kdybychom se koukali na oblohu pfimo
z teleskopu, zadné cipy bychom na hvézdach nevidéli Ale po tom, co
se svételné paprsky odrazi od primarniho a od sekundarniho zrcadla, tak
senzor zachyti osm cipil. Nékde mezi primarnim zrcadlem a senzorem
kazdé hvézda dostane osm cipt.

Podivejte se na tento nacrtek a zakrouzkujte, které ¢asti teleskopu
podeziivate, ze by mohly hrat roli ve tvorbé hvézdnych cipt.

drzdlly
seleund Lrn'ho

2) Alespon se o to pokusime?
3)Ten miize obsahovat dalsi zrcadla.
YMeli bychom ale velky problém s navratem zpét na Zem.
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Nez za¢neme modelovat teleskop, potfebujeme jesté vhodné svétlo.
Paprsky od velmi vzdalenych hvézd dopadaji na teleskop téméf rovno-
bézné. To je vyrazné odlisné od svétla z obycejné lampy, ze které se
paprsky 8iff do v8ech smérti. Kde bychom na Zemi mohli najit zdroj
svétla s rovnobéznymi paprsky? Laser! Paprsky laseru jsou rovnobézné.

sEne —— N peprsky do
vholk&Eve e — NN -~ oy
r:a_pvsl:y — TIN Rﬁudn swe
laser oi:yaeiuo( [ownpay

Co budeme délat

Neé&tste napred! Ceka nas série experimentt, ze kterych se dozvime
néco nového o svétle a o teleskopech. Kazdy experiment obsahuje otéazku
napsanou kurzivou. Na tuhle otazku si vzdy hned odpovézte, svou odpo-
véd si milZete i zapsat. Az pak provedte experiment.

‘QUNY B JUIORICO NOUSPIAN paaodpo 1s 9191991d Y
Potom pokracujte dalsim experimentem.

No\.LoIAQ.C_ ndw Vlo\pig‘{'l’—
zpetnon vazbu

Co budeme potrebovat
. Lase (malé laserové ukazovatko staci)

e Nuzky (
&/

e Lepici paska

° Vlasy@

5)Podivejte se do obchodu pro zvifata.
6)Svoje vlastni nebo obstarané se svolenim!
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Experiment 1

Co si myslite, Ze uvidite na sténé, kdyz na ni posvitite laserovym uka-
zovdtkem?

oplird oa1dey 7101 Tuodeay
-04d ‘oyoardeaxold o1 [ULU IS OF, ‘TI3R97) NOJeW 319PIA 33SAq I[RIN

. &,Ta.’:pvat«l«]c_ telu.
Nebude asi tak ostra

Jestli tecku nevidite, ujistéte se, ze je laser zapnuty@

Experiment 2

Na strané 50| najdete dil [@). M&li byste vystiihnout krouzek, kterému
chybi stfed. Pripravte si také lepici pasku a vlasy. Misto vlasu by Sel
pouzit i velmi slaby dratek, ale ja jsem takovy nemél k dispozici.

Podél plné ¢ary prilepte paskou na obou stranach kolecka jeden vlas.
Postaci kousek vlasu tak, aby sahal pres celé kolecko. Pokuste se, aby
vlas byl napnuty a aby byl rovné pfes prostiedek kolecka. Pasku lepte
jen pres papir, ne do diry uprostfed, tam bude jen vlas.

Co byste Tekli, Ze uvidite na sténé, kdyz laserem posvitite pies nata-
Zeny vlas?

7) Laserem nesvitte nikomu do o&i!
8) Nesvitte laserem do o&f ani sobs!
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"SR[A RU OW[OY
QUYI)S 'U opN(Q eI, jI[exe 99s[ 00 ‘01 0} o -vueAosnIald 14q e[pw
£q esq1gR €} O1A 00 eg MILY 1RPIA AXR9) OIsTW 99sAq IRIN

Néco takovéko hy wilo

g by'f ne lf;uz

Kdyz budete od stény dal, ¢arka bude delsi, ale méné jasna. Musite
tedy najit vhodnou vzdalenost. Vzdalenost mezi jednim a dvéma metry
by méla byt akorat, ale nebojte se experimentovat.

Pokud ¢arku na sténé nevidite viibec, ujistéte se, Zze paprsek laseru
skuteéné protne natazeny vlas. Dalsi experimenty se vam nepovedou,
pokud nepfijdete na to, jak udélat tenhle.

Jevu, ktery jste pravé videéli, se fika difrakce. Jeho Fadné vysvétleni ani
na vlnach na vodé neni jednoduché a pro difrakci ¢astic musime pridat
i kvantovou fyziku. Jinak feceno, v tomto experimentu se nebudeme za-
byvat tim, jak difrakce funguje, ale jen tim, jak vytvoif osm cipii hvézdy
na fotografii z teleskopu.

Experiment 3

Co si myslite, Ze se stane s cdarkou na sténé, kdyz budete krouzkem @)
otacet?

‘se[A Auozejeu
BU owW[0}] APZA 9pnq ‘192p10 9} 9pNJ IS JUY)S 'U eI

Pomoci vlasu a difrakce dokdZeme kulaty laserovy paprsek pfemeénit na
carku. Da se Fici, ze tahle ¢arka je hvézda, kterd ma jen dva cipy[7] A jak
z dvoucipé hvézdy udélame osmicipou? Jak bychom mohli hvézdé piidat
dalsi cipy? Zkuste se nad tim zamyslet!

%Jak by vypadala hvézda s jednim cipem?
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Experiment 4

Vystiihnéte dil @) a nalepte na né&j kus vlasu stejné jako piedtim na
dil @. Méli byste nyni mit dva podobné dily. Obé kolecka dejte pfes sebe
tak, aby vlasy byly na sebe kolmo. Co si myslite, Ze uwvidite na sténé,
kdyZ posvitite laserem na prisecik vlasi?

“YOZLI 12PIA 1[I 1S4q QUR)S BN

Nyni zkuste zménit thel mezi vlasy tak, aby na sebe nebyly kolmo.
Co si myslite, Ze uvidite na sténé?
‘se[A uopal eu pu[oy
eIeQ ppzey ‘AselA QUoZRIRU RU QUI[OY 9]@)S NOS[ A8 9GO0 9Z ‘IS MQUUIIS A
*QUIS BU WU Ie) 1ZOW [oYN I JUQWI 3S ASe[A 1ZOW N[YnD d[PoJ

Experiment 5

Ted uz mozna chapete, kde se berou paprsky hvézd v obraze te-
leskopu. Jak bychom mohli dostat Sesticipou hvézdu? Zastavte se na chvili
a zkuste se zamyslet!

Staéi kdyZ vyrobime jesté jeden krouzek. Vystiihnéte dil @) a pii-
pravte ho stejné jako dva predchozi. Nyni dejte v8echny t¥i krouzky pres
sebe tak, aby thel mezi natazenymi vlasy byl 120°. Na krouzcich jsou
¢arkované cary, které vam je pomohou nastavit ve spravném thlu. Dejte
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si zalezet, aby se vlasy protinaly v jednom bodé. Do priisec¢iku vlastu
namifte paprsek laseru.

Podarilo se ndm podobnému svétlu, jako teleskop snimé z dalekych
hvézd, pfidat Sest ciptu! Predpokladejme tedy, Ze na teleskopu musi byt
néco podobného jako naSe nataZené vlasy. Podivejte se na diagram te-
leskopu na strané [37] Najdete v diagramu néco, co by mohlo fungovat
jako vlasy v naSich experimentech?

jo[pPe2JZ [uIepunsas I2IZIp 9247,

Seh»mdcf.v-m’ tyse
zrcadlo ~__ Ye

Tyto tyce vedou ale jen od kraje primarnfho zrcadla do jeho stfedu,
nikoliv pres cely paprsek jako v naSich experimentech. Zméni to néco?

Experiment 6

Co si myslite, Ze se stane, kdyZ posvitite na konec vlasu? Jingmi slovy,
kdyz vlas nebude sahat pres cely paprsek laseru, ale jen pres jeho édst?

9)Kdy# je konedek roztiepeny, tak ho zastfihnéte.
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iosaded L[o0
soad se[a af zApy oxel ‘oxeqyip nouqopod 319pIa 9)sAq RN

—_— A —

Ted uz vime, Ze tenkd piekazka, jako napfiklad vlas, v paprsku laseru
zpusobi difrakci. Dokonce tahle prekazka ani nemusi sahat napii¢ celym
paprskem.

Na teleskopu takovou pirekazku tvoii tyc¢e drzici sekundéarni zrcadlo. Jak
asi vypadéa difrakce, kterou tvoii tyhle tyce?

Experiment 7

Vezméte vSechny tii kolecka. Teckované ¢ary vam je pomohou uspo-
radat pres sebe tak, aby mély vlasy mezi sebou stejné tuhly jako maji
tyCe na teleskopu. Opét si dejte zéalezet, aby se vlasy protinaly v jednom
bodé.

Co si myslite, Ze uvidite na sténé, aZ posvitite na prisecik vlasi lase-
rem?

‘euIuouasod uidn apngoau ‘e[eisordz
nyooI) 9pnq o[k epzAH NPZAY Nodo1)ses 19pIA 91sAq IRIN

N Ve
-é):é-
v AN

Podivejte se na titulni stranu. Tahle nase hvézda vypada skoro jako ta
na titulni strané, akorat ji chybi dva svislé cipy. Odkud se vezmou ty dva
cipy? Na to budeme muset prozkoumat trochu jinou formu difrakce.
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Experiment 8

Ze strany vystiihnéte dil @), prehnéte ho napil podél ¢arkované
¢ary a na prehybu vystiihejte naznacené obdélniky. Po rozloZeni papiru
byste méli dostat nékolik tizkych $térbin.

Co si myslite, Ze na sténé wvidite, kdyz vloZite laseru do cesty jednu
za Stérbin?

‘exae) eueaosniald
Is[ep 1aalqo as guls eN ‘wipatd oxel zeiqo Luqopod 991pIa()

Takoveou drh« Gysfl—
. ....‘.. o & wmek videt.

Pokud ¢arku na sténé nevidite vibec, zkuste jinak Sirokou Stérbinu.
Dalsi experimenty se vam také nepovedou, pokud nepfijdete na to, jak
udélat tenhle.

Prozkoumejte, jak se ¢arka méni, kdyz posvitite skrz rtzné Siroké
Stérbiny.

I tento jev se nazyva difrakce, funguje sice trochu jinak, ale princip je
stejny. Tedy stejné slozity.
Dokazali byste vytvorit hvézdu i pomoci karet se $térbinami?

Experiment 9

Vystiihnéte dil @) ze strany [50| stejng, jako jste vyst¥ihli dil @. Na-

jdéte stérbinu o vhodné &ifce a obé karty dejte pfes sebe tak, aby se
Stérbiny kiizily a aby na sebe byly kolmo.

ol [ FTH
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Co byste cekali, Ze uwvidite na sténé potom, co do priseciku posvitite

laserem?
[OZID] 12P1A 99s4q IIRIN

Nyni zkuste zménit thel mezi $térbinami tak, aby na sebe nebyly
kolmo. Co si myslite, Ze uvidite na sténé?
MUIQIR)S NUPS[ U BUI[ON €18
epzey ‘AUlqI)s BU QuI[oy Aeys NOos( AYIe) 90 9Z ‘IS AJQUUIISA “QURIS
'U [WIeNJe 1ZoUWl [oYN I JUUI 9S [WeUIqJId)s 1ZoW N[yn a[pod

-
-
AN \A\LR

-
-
-
-
-

Experiment 10

Jak bychom mohli dostat Sesticipou hvézdu? Zastavte se na chvili a
zkuste se zamyslet!

Staci, kdyZ vyrobime jesté jednu kartu. Vystiihnéte dil @ stejné jako
dva pfedchozi. Nyni dejte vSechny tfi karty pires sebe tak, aby thel mezi
kartami byl 120°. Na kartéach jsou teckované ¢ary, které vam je pomohou
nastavit ve spravném thlu. Do prisec¢iku namiite paprsek laseru.

loser

"npzaAY nodo13seg 1PIA 1[RU 93sAq QURIS BN
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=7

Dokazete umistit karty tak, aby byl jeden paprsek hvézdy svisle? A co
vodorovné?
Pak vypnéte laser a podivejte se z blizka na pruseéik Stérbin. Jaky

tvar uvidite?
PlruEyRIseg

Sestitihelnikovéd térbina preméni laserovy paprsek na hvézdu se Sesti
cipy. Ted se podivejte na diagram teleskopu na strand najdete na
teleskopu néjakeé Sestithelniky?

ie[pe2az oyrurewirid A[Ip QAONIU[OYUNIISOS 1991

Pouze svétlo, které se odrazi od téchto jednotlivych zrcadel, se dostane
az na senzor teleskopu. Podobné pouze svétlo, které projde nasi Sesti-
thelnikovou $térbinou, se dostane az na sténu. Primérni zrcadlo tedy
v podstaté funguje jako nase Sestitthelnikova Stérbinal

Mozna vas napadlo, ze celé primarni zrcadlo vypadéa skoro jako Sesti-
thelnik. Jak si ovéfime, jestli Sest cipid vytvofi primérni zrcadlo jako
celek a nebo jeho jednotlivé dily? Nejlepsi by samoziejmé bylo vyrobit
kartu s malickatymi Sestithelnikovymi dirkami a otazku experimentalné
ovérit, ale mné se tak malé Sestitihelniky vystfihnout nepodafilo. Pfesto
muzeme na otézku odpovédét. Piijdete na to sami?

’/’I \s ‘y, = W
ZS O K7\

O _ .|l"“"."”.llh —_—> \'\.‘-/
\\"’,I \\\\ - ’/I/
> 2z o = 4,
N ~ =
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7 ptedchoziho experimentu vime néco o orientaci ¢arky na sténé a Stér-
biny, ktera ¢arku vytvorfila. Jsou na sebe kolmé! Stejné tak bude Sest
cipi hvézdy kolmych na strany Sestithelniku.

Na fotografiich z JWST vidime Sest cipt, jako mé hvézda vpravo, to
odpovidé orientaci Sestitthelniku, jako maji dily primérniho zrcadla. Pa-
prsky hvézdy tedy tvori jednotlivé dily, ne zrcadlo jako celek.

Ted uZ mame vSechny zéakladni stavebni dily pro osmicipou hvézdu.
Nejdiive svétlu stoji v cesté tii tyce, které drzi sekundarni zrcadlo. Tyto
ty¢e my simulujeme pomoci vlasi. Dale se svétlo odrazi od Sestitthelni-
kovych dild primarniho zrcadla. To je podobné, jako kdyZz my posvitime
skrz Sestithelnikovou Stérbinu.

Ctyfi ze Sesti cipi druhé hvézdy se prekryvaji se ¢tyimi cipy prvnf
hvézdy, a tak ma vysledna kombinace cipt osm[7]

(111K

7R -

— —— + { ) =
> .\\\\\\\‘Q‘/ W,

.i"\\\ é //,\

@Jak byste upravili konstrukci teleskopu, aby méla vysledna kombinace jen Sest
cipa?

Experiment 11

Posledni experiment je opravdu naro¢ny, protoze musite udrzet vSechny
dily v paprsku laseru a navic je§té pod spravnym thlem. Teoreticky je
ale moZny Co si myslite, Ze uvidite na sténe, kdyz ddte laseru do cesty

10)Mné se podaiil! ®
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vSechny dily najednou?

“991zo[np Quloys yodsore
of 01 ® ‘ourruza epzeAY edIWISO YOIYRIS0)0] 'U el ‘9jmunzol zn paJ,
‘opeaodau juowtrodxe rupssod wea os zApY ‘@jlo[epau ofe 0Yo} Z IS JIN
‘ndoxsa[9) OYIUIIUISOA BAOQQPAA Z UoIjea30j0] eu oxel npzaay
noufo)s 93IpIAN QUY)S BU ‘QuUARIdS 93IZIPN OUYIASA pPnyod

Dalsi experimenty

Pro¢ maji hvézdy na fotografiich z JWST osm cipii uz vime. Co ale
ostatni teleskopy? Navrhnéte vlastni experimenty a zkuste pfijit na to,
kolik a jakych cipti budou mit hvézdy na obréazcich z téchto teleskopii.

Gran Telescopio Canarias

Gran Telescopio Canarias je pozemni teleskop na Kanarskych ostro-
vech. Je to jeden z nejvétsich teleskopti na svété. Primarni zrcadlo je
také slozeno ze Sestitthelnikovych dili,, ma jich ale 36. Zatimco JWST
ma priumér primarniho zrcadla 6,5 metru, Gran Telescopio Canarias méa

v ox

zrcadlo o pruméru 10,4 metru! Sekundérni zrcadlo drzi Sest tyci.
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Nejdrive si nacrtnéte svij odhad, jak budou vypadat difrakéni hvézdy
ve fotografiich z Gran Telescopio Canarias, pak si vyzkouSejte potiebné
experimenty, a az pak se podivejte na skutec¢né fotografie.

V(,Cﬂ. infor MM‘, 'ccfbav'a.'c(‘b o
naw Wiki z tale skopu

Hubbledv vesmirny dalekohled

Hubbletiv vesmirny dalekohled je na obézné draze Zemé uz od roku
1990. Je to v podstaté pfedchiidce teleskopu Jamese Webba. Primarni
zrcadlo ma v porovnani malické, jen 2,4 metru! Pfesto Hubbletuv teleskop
poridil obrovské mnozstvi tzasnych snimkii, mnoho z nich jste jiz urcité
vidéli. Primarni zrcadlo je v tomto pfipadé€ z jednoho kusu a je kruhové.
Jakou difrakei zpusobi kruhové zrcadlo? Vyzkousejte to! Mozna vam pii-
tom pomuze Spendlik. U tohoto teleskopu drzi sekundéarni zrcadlo tyce

B
N

Nacrtnéte svij odhad difrakéni hvézdy ve fotografiich z Hubbleova
teleskopu, pak si vyzkousSejte potifebné experimenty, a az pak se podivejte
na skuteéné fotografie z teleskopu.

/

'Fo{?oav‘A'&L 2
2 telaskopu
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Stranka A4 s dily ke staZeni je k dispozici na:
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Ziklad je, abyste neosdlili sami sebe,
a sami sebe oSalite nejsnadnéyi.

Richard Feynman

Co si o experimentu myslite?

Dejte nam zpétnou vazbu

Text
TIlustrace na titulni strané
Diagramy a ilustrace

Korektura

Testovani
JWST

Eduard Subert
Klara Kvardova
Eduard Subert

Vendula Subert, Anezka Smutn4
a Lubomira Dvoiakova

Vendula Subert a Simon Mauler

NASA, ESA a CSA

@@@@ Uvedte ptivod-Neuzivejte dilo komer¢éné-Zachovejte licenci 4.0
AT Mezinarodni (CC BY-NC-SA 4.0)

verze 2.0
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Keplerovy zakony v historickych souvislostech

Leontyna 5'[égr0vd, Jan glégr

Prirodovédeckd fakulta Univerzity Hradec Krdlové

Abstrakt. Ve stfedoskolské fyzice se obvykle nejdfive vyklada Newtoniv
gravitaéni zakon, na ktery posléze navazuji zakony Keplerovy, které v zasadé
(témet doslova) padaji z nebe. V uéebnicich je uvedeno, ze zakony odvodil Jo-
hannes Kepler na zékladé pozorovani a Ze z nich vySel Isaac Newton pii kon-
strukci zakona gravitacniho, ale uz neni vysvétleno, jak postupoval. V tomto
¢lanku je popsana myslenkovéa cesta od Keplerovych zakonta k Newtonovu gra-
vita¢nimu zédkonu obdobné, jako byla predstavena v Newtonovych Principiich.

Uvod

Johannes Kepler (1571-1630) byl némecky matematik, astrolog a as-
tronom, ktery nékolik let pisobil v Praze na dvore cisafe Rudolfa II.
V Praze se také setkal s Tychonem Brahe, pfi¢emz kazdy z nich mél jiné
predstavy o podobé planetarniho modelu: Brahe predpokladal, ze Slunce
obiha kolem Zemé, avSak ostatni planety obihaji kolem Slunce. Kepler
byl pfesvédéen, Ze vSechny planety obihaji kolem Slunce. Na zakladé po-
rovnani svych a Brahovych pozorovani (Kepler mnoho pozorovani sam
neprovadél, protoze mél slaby zrak, a spoléhal zejména na pozorovani
provedend Brahem) sepsal Kepler dilo Astronomia nova, které je po-
vazovano za zaklad nebeské mechaniky a obsahuje vétsinu dilezitych
Keplerovych objevi.

1. Keplerovy zakony

Béhem tvorby modelu Slunecni soustavy Kepler dospél k zavéru, ze
stfed obéZnych drah nemiize lezet ve stfedu predpoklddané kruhové
drahy. Kruznice tak podle ného musely byt excentrické. Objevil také,
7e i Zemé obih4 kolem stejného stfedu jako dalsi planety a i v pribéhu
obéhu kolem Slunce se chova obdobné jako ostatni planety. Prvnim Kep-
lerovym objevem tak bylo, Ze Zemé je fadovou planetou.

Z vypoctu a z Brahovych pozorovani také zjistil, Ze rychlost planet
véetné Zemé se béhem obéhu kolem Slunce méni. Planety se pohybuji
rychleji, kdyz jsou Slunci blize, a pomaleji, pokud se na obé&zné draze
nachazeji od Slunce dal. Po mnozZstvi peripetii Kepler dospél k zavéru,
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ze tusecka spojujici planetu a Slunce vzdy za stejny Cas opiSe stejnou
plochu. To je znéni zakona, ktery dnes oznacujeme jako druhy:

Druhy Keplertiv zakon: Obsahy ploch opsanych prflvodiée pla-
nety za jednotku ¢asu jsou konstantni.

Kdyz zkusil toto pravidlo aplikovat na obé&Znou drahu Zemé, fungo-
valo. P#i pouziti pravidla na obéznou drahu Marsu v8ak zjistil, Ze v né-
kterych cCastech obézné drahy pravidlo funguje, ale v jinych ne. Zacal
proto pochybovat, zda je draha planety skuteéné kruhova. Uvazoval tedy
o draze ovalné a pozdéji, s pocatecni nelibosti, o draze eliptické. S elip-
tickou drahou se spokojil ve chvili, kdy zjistil, Ze Slunce lezi v jednom
z ohnisek elipsy Tak vznikl prvn{ Keplertav zakon:

Prvni Keplertv zakon: Planety se pohybuji kolem Slunce po elipsach
malo odlisnych od kruznic, v jejichz spoleéném ohnisku je Slunce.

Elipsa se matematicky definuje jako mnoZina vSech bodu, které maji
od dvou danych bodi F, F’ (ohnisek elipsy) staly soucet vzdalenosti.
Vzdalenost ohniska a stfedu elipsy se oznacuje jako linearni excentricita
e vzdélenost stfedu elipsy a nejvzdalengjsiho bodu se pak oznacuje jako
velka poloosa a Jejich podil udava vystfednost elipsy. Vzdalenost stfedu

elipsy a nejbliz§tho bodu na elipse se oznacuje malé poloosa b, viz obr.

r

Obr. 1: Vyzna¢éné vlastnosti elipsy

DPrivodic je spojnice stfedu planety se stiedem Slunce.
2)Nekters fyzikové to tak maji. Nap¥. Paul Dirac prohlasil, ze ,fyzikalni zakon by
mél byt i matematicky krasny“.
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Oba tyto zakony byly publikovany v Keplerové dile Astronomia nova
(Novd astronomie). Historicky byl tedy nejdiive objeven druhy zékon a
az pozdéji prvni. Kepler se totiz dlouho nechtél vzdat kruhové trajektorie
planety.

I v néslednych dilech se Kepler zaobiral pohyby planet. Ve svém dile
Harmonices Mundi (Harmonie svétid) mimo jiné popsal tieti zakon pla-
netarniho pohybu:

Treti Kepleriv zakon: Pomér druhych mocnin obéznych dob dvou
planet se rovna poméru tfetich mocnin hlavnich poloos jejich trajektorii:

2 3
I _ g
2~ 3"
T35 as

Po apravé tretiho Keplerova zdkona muzeme ziskat tvar

3 3
a1 _ a4
2 2"
Tl T2

Plati tedy, ze pomér tfeti mocniny délky hlavni poloosy a druhé mocniny
obézné doby je pro danou planetu konstantni:

3

T2

Johannes Kepler nebyl poslednim védcem, ktery se zabyval vyzku-

mem postaveni planet ve Sluneéni soustavé a silami, které jejich pohyb

zpusobuji. Kepler mél mnoho nésledovnikii, mezi ty nejvyznamnéjsi se
fadi napriklad Isaac Newton.

= konst.

2. Od Keplera k Newtonovi

Isaac Newton (1643-1727) byl anglicky fyzik, matematik, astronom
a alchymista, ktery pfispél k rozvoji matematiky a mnoha oblasti fy-
ziky. Stejné jako jeho mmnozi predchudci si uvédomil, Ze musi existovat
sila, ktera zpusobuje, ze jsou télesa pfitahovana k Zemi. Jiz Johannes
Kepler o témér stoleti diive predpokladal existenci sily, kterd zpisobuje,
ze se padajici kdimen pohybuje k Zemi a Zemé naopak k nému. Byl vsak
toho nazoru, ze takova sfla je nepfimo tmérné prvni mocniné vzdalenosti
(viz dale). Newton tuto silu zkoumal, pFedpokladal vsak, Ze je nepiimo
umérné druhé mocniné vzdélenosti téles.

Dnes tuto silu nazyvame silou gravitacni a vime, ze ptisobi mezi ktery-
mikoliv dvéma télesy a je vzdy pfitazliva. Gravitaéni plisobeni je, stejné
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jako u jinych sil, vzdy vzajemné: Sily, které pusobi na dvé télesa, tak
maji stejnou velikost, ale opa¢ny smér. U¢inky na téleso jsou vSak rizné
— muzeme vidét kdmen padajici k Zemi, ne v8ak Zemi letici ke kameni.

Newtontiv gravitaéni zakon: Kazda dvé télesa na sebe vzajemné pu-
sobi stejné velkymi pfitazlivymi gravita¢nimi silami opa¢ného sméru Fy,
—F,. Pro dvé télesa o hmotnostech m; a my ve vzdjemné vzdélenosti r
plati

F,=c. "

)

r2
kde G = 6,67- 10~ N-m?-kg 2 je gravitacni konstant

Obr. 2: Znazornéni gravita¢éni sily ptsobici mezi dvéma télesy

Gravita¢ni konstanta G je jednou ze zékladnich fyzikalnich konstant,
jeji presnost je ze vSech téchto zékladnich konstant nejnizsi. Je to zpi-
sobeno tim, ze gravitaén{ ptisobeni mezi télesy je velmi slabé a pfesna
hodnota gravitacéni konstanty se tak urcuje velmi obtizné.

Pokud chceme, aby se mezi télesy gravitaéni piisobeni néjak vyraznéji
projevilo, musi byt alespon jedno z téles velmi hmotné. To si uvédomovali
i fyzikové, ktefi se rozhodli hodnotu gravitaéni konstanty experimentalné
ur¢it. Pokud totiz chtéli urc¢it hmotnost a priimérnou hustotu Zemé, o
coz se snazili predevs§im, bylo nutné, aby znali hodnotu gravitacéni kon-
stanty. Jiz Newton navrhoval uré¢it hodnotu gravitacni konstanty tak, ze
se ur¢i gravita¢ni sila mezi malym télesem a velkym geologickym tutva-
rem, napiiklad horou, jejiz hmotnost je mozné odhadnout. Timto zpiso-
bem se hodnotu gravita¢ni konstanty pokusil uréit francouzsky geofyzik
Pierre Bouguer v roce 1738. Postupoval tak, ze urcil thel, o ktery se
odchyli olovnice od svislého sméru v pfipadé, Ze se nachazi v blizkosti

3)Difve byla gravita¢ni konstanta v deskych zemich znadena symbolem k. V novéj-
§ich ucebnicich jiz nalezneme celosvétové prijimané oznaceni G.

Rocnik 98 (2023), cislo 3 55



FYZIKA

hory. Obdobny, i kdyZ mirné zdokonaleny, postup experimentu zvolili i
Nevil Maskelyne a Charles Hutton roku 1774. Ukézalo se vSak, Ze neni
mozné ur¢it hmotnost geologického objektu s dostate¢nou presnosti, aby
$lo hodnotu gravita¢ni konstanty pouzit k pfesnéjsim vypoctam.

S novym pfistupem pfisel John Michell, ktery sestrojil torzni vahy.
Tento pristroj vyuziva poznatku, Ze ¢im mensi je prumér vldkna, na
némz je zavéSena ty¢ s dvojici zavazi, tim mensi sila sta¢i k zkrouceni
vlakna o uréity thel. Sdm Michell jiZz nestihl béhem svého Zivota toto
zafizeni pouzit na uréeni hodnoty gravitac¢ni konstanty, vyuzil ho vsak
britsky fyzik Henry Cavendish v roce 1798. Jeho torzni vahy se skladaly
ze dvou olovénych kuli¢ek o hmotnosti 730 g, upevnénych na vodorovném
dfevéném rameni, které bylo zavéSeno na tenkém vlakné (viz obr. [3)).

a {H | Fi = H

q

Obr. 3: Cavendishovy torzni vahy

Ke kulickdim Cavendish z obou stran pfiblizoval dvojice vétsich
olovénych kouli o hmotnosti 158 kg. Vahy pak byly opatfeny zrcat-
kem, od néhoz se odréazel paprsek svétla, ktery indikoval vychylku ra-
mene, ktera byla mérena dalekohledem. Podobné jako jeho pfedchtidci
i Cavendish pivodné planoval timto experimentem ur¢it hmotnost a
hustotu Zemé, jim naméfend hodnota gravitaéni konstanty, piiblizné
6,74-10"" N-m? kg2, se od dnesni hodnoty lisi pouze o 1 % a do-
sahl tak na dlouhou dobu nejpfesnéjsi hodnoty.

Pozdéji byly hodnoty zpresiiovany s pouzitim podobnych experimenti.
Za jedno z nejpresnéjSich méreni je povazovan vysledek, kterého dosahli
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americti fyzici G. G. Luther a W. R. Towler v roce 1981. Ti hodnotu
gravitacni konstanty stanovili na 6,672-1071* N-m?2-kg 2. V soucasnosti
je jeji hodnota

G = (6,67430 4 0,00015) - 107 N-m? - kg~ 2.

Newtonuv gravitaéni zakon a také jeho souvislost s Keplerovymi za-
kony poprvé Newton publikoval v kratkém pojednéni De motu corporum
in gyrum (O pohybu téles po obeéznyjch drahdch). Uplné znéni pohybovych
zédkonu a gravitaéniho zédkona je poté obsahem Newtonova slavného dila
Philosophie naturalis principia mathematica (Matematické zdklady pii-
rodni filosofie), ¢asto oznacovaného jako Principia.

S

A

Obr. 4: Originalni obrazek pohybu planety z Newtonovych Principif

Newtonova fyzikalné-geometricka cesta od Keplerovych zakonu k za-
konu gravitaénimu zaujala v prubéhu let mnoho fyziki, véetné vyznam-
ného fyzika 20. stoleti a nositele Nobelovy ceny Richarda Feynmana.
Ten na toto téma publikoval prednésku, ktera byla dlouhou dobu pokla-
dana za ztracenou, ale pozdéji vydana knizné. Mirné upravenou cestu
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Richarda Feynmana, ktera se velmi blizila Newtonovu historickému po-
stupu, si nyni predstavime.

3. Od druhého Keplerova zakonu k dostfednosti gravitaéni sily

Nejdiive ukazeme, ze z platnosti Newtonovych pohybovych zadkont a
druhého Keplerova zékona plyne skuteCnost, Ze gravita¢ni sila pusobi
vzdy smérem ke Slunci.

Na obr. []je v bodé S umisténo Slunce a na za¢atku je planeta v bodé
A. Trajektorie planety kolem Slunce je aproximovana na sebe navazuji-
cimi useckami, které planeta opiSe za stejné casové intervaly At.

V pripadé, Ze by planeta nebyla pfi svém pohybu pritahovina ke
Slunci, pohybovala by se podle zdkona setrvacnosti, tedy podle prv-
niho Newtonova pohybového zékona rovnomérné piimocaie z bodu A
do bodu B a déle pak za stejny ¢as z bodu B do bodu c. Z vysledka
pozorovani je vSak ziejmé, Ze za Cas At se planeta nenachazi v bodé c,
ale v bodé C. Pokud ode¢teme vzniklé vektory rychlosti B’C’ a B’c’
(tedy sec¢teme vektory B’C’ a opany vektor k B’c’, tj. vektor B’A’)
ziskame vysledny vektor B’V’, viz obr. [5| Vektor zmény rychlosti B’V
tedy miti do bodu S, to znamena, Ze i vektor zrychleni a kone¢né, podle
druhého Newtonova pohybového zakona, i vektor sily miFi do bodu S.
Dokazali jsme tedy, Ze je gravitacni sila, kterou Slunce pfitahuje planetu
v bodé B, dostiediva a miii do bodu S.

V/

AI
Obr. 5: Skladani vektori rychlosti
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3.1. Od dostredivosti gravitaéni sily k druhému Keplerovu za-
konu

Nyni se podivame, jestli je mozné naopak z dostiedivosti gravitacéni
sily dokazat druhy Kepleruv zakon. V pfipadé, Ze by opét planeta nebyla
pritahovana ke Slunci, pohybovala by se z bodu A do bodu B a néasledné
za stejny ¢as z bodu B do bodu c. Gravitaé¢ni sila vSak piisobi smérem ke
Slunci, tedy k bodu S. Vzhledem k dostiedivosti gravita¢ni sily miizeme
podle druhého Newtonova pohybového zakona tvrdit, Ze i zrychleni pla-
nety bude mifit do bodu S, a tedy i zména rychlosti piisobi do bodu S.
SloZenim rychlosti zjistime, Ze se v Case t + At planeta nebude nachazet
v bodé ¢, ale v bodé C.

Vzhledem k tomu, ze tsecka C'c je rovnobézné s tseckou S B, mizeme
usuzovat, Ze trojuhelniky ABS a BeS maji stejnou plochu. Trojahelniky
maji totiZ stejné dlouhou zékladnu AB, resp. Be, a protoZe maji spo-
le¢ny bod S, maji i stejnou vysku. Dale muZzeme z rovnobéznosti tsecek
SB a Cc usoudit, Ze i trojuhelniky BSc a BSC mayji stejnou plochu,
protoze maji spole¢nou zakladnu SB a stejnou vysku. Z toho plyne, Ze i
trojuhelniky ABS a BC'S maji stejnou plochu. Tim jsme z dostfedivosti
gravitaéni sily dokazali druhy Kepleriv zakon.

4. Od tfetiho Keplerova zakonu k ubyvani gravitaé¢ni sily s r2

Jak jiz bylo fefeno vyse, Kepler béhem pozorovani zjistil, ze planeta
pfi pohybu kolem Slunce méni svou rychlost, resp. méni se velikost 1 smér
okamzité rychlosti planety.

Pro zjednodusSeni budeme ptredpokladat, Ze se planeta pohybuje po
kruznici o poloméru r stalou rychlosti v. Dale uvazujeme, Ze planeta
obéhne Slunce pravé jednou za ¢as T. Pro velikost rychlosti rovnomér-
ného pohybu po kruznici plati:

’U:T,

kde s je obvod kruznice s = 2nr. Po dosazeni ziskdme

2mr

V= T
1}2

aq = —.
r
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Po dosazeni rychlosti do vztahu pro dostfedivé zrychleni dostaneme

4722
g = —5—
T2y’
po zkréaceni poloméru kruznice
42y
ad - W.

Vyuzitim tfetiho Keplerova zakona

2 3
T ~1r,
dostaneme
T 1
Qg ~ — = —.
2

7 druhého Newtonova pohybového zakona vime, Ze je sila F pfimo tmérné
zrychleni a. Miizeme tak usoudit, ze velikost gravitacni sily ubyva s dru-
hou mocninou vzdélenosti planety od Slunce, tedy

1
FgNﬁ.

4.1. Od gravitaéni sily k tFfetimu Keplerovu zikonu

Opét muzeme zvolit 1 opacny postup. Budeme vychazet ze vztahu

Mm
Fy = G—r2

)

kde G je gravitacni konstanta, M je hmotnost Slunce, m je hmotnost
planety, kterd kolem Slunce obiha a r je vzadjemn& vzdalenost stifedii
planety a Slunce. Jak jiz vime, gravitacni sila je silou dostfedivou a je

pri¢inou kruhového pohybu planety. Svou velikosti a smérem je rovna
sile dostiedivé

kde m je opét hmotnost planety, v je ob&Zna rychlost planety a r je
vzajemnéa vzdalenost stfedu planety a Slunce. Ziskame tedy

Mm mu
G 5 =
T T
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Dosadime-li za obéznou rychlost

2mr
V=
T b
dostaneme
G% _ 47r27’2.
r T2

Rovnici upravime tak, aby na levé strané rovnice byly pouze kon-
stanty, coz je gravitacni konstanta GG, hmotnost Slunce M a samoziejmé
472 a na pravé strané neznamé r a T

GM r3
4w T2
Vysledkem je, ze podil tfeti mocniny vzdalenosti stfedt planety a
3
Slunce a druhé mocniny obé&zné doby 7 je roven konstanté, coz je znéni

tfetiho Keplerova zadkona v piipad€, Ze uvaZujeme kruhovou obé&Zznou
dréahu, kde je hlavni poloosa rovna poloméru kruznice.
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Recenze knihy J. Tomsy Norimbersky trychtyr
aneb Pravodce premyslivého studenta
stfedoskolskou fyzikou

Viadimir Wagner

I v Cestiné existuje fada ucebnic, pirehledi a knih vénovanych stie-
doskolské fyzice. Pro¢ psat dalsi? Jednim z divodi muze byt zacileni
na ruzné skupiny ucitelt a studenti. Dalsim pak, ze kazdému studen-
tovi 1 pedagogovi mize vyhovovat jina forma vykladu, a tedy i uéebnice.
Proto je rozmanitost v nabidce ucebnic a knih vénovanych stfedoskol-
ské fyzice velmi dulezita. Pestrost je dulezita i pro ty, ktefi se chté&ji
k celkovému piehledu zakladu fyziky na stifedoSkolské trovni vratit i
v pozdéjsim véku. To je divod, pro¢ jsem si s potéSenim precetl novou
knihu Jana Tomsy ,Norimbersky trychtyr aneb Privodce pfemyslivého
studenta stfedoskolskou fyzikou“ (Novela Bohemica, 2022)

Pokud jde o cilovou skupinu, tak u¢ebnice neni zaméfena na bézného
studenta, ale hlavné na ty, ktefi se o fyziku a jeji pochopeni a poznani
zajimaji. Na druhé strané ovSem neni jen pro ty, ktefi by se chtéli v bu-
doucnu zaméfit na obory potiebujici fyziku. Je pro vSechny, ktefi chté&ji
porozumét fungovani naseho svéta, coz bez znalosti logiky fyzikalnich
zékladt nejde. Proto se snazi spiSe o slozitéjsi postupnou cestu samo-
statného pochopeni dané problematiky studentem, nez o ,,pouhé® jeji
nauceni se. Hodné stavi na pochopeni metodiky védeckého poznavani
a postupného logického budovani porozuméni fyzice. I to je divodem,
pro¢ nejde o pouhy piehled soucasnych poznatki, ale velmi intenzivné
se v ni vyuzivaji pfiklady z historie fyziky ukazujici, jak se k témto po-
znatkim postupné dospélo. Zaroven se tak dokumentuje, Ze fyzika neni
soubor uzavienych znalosti, na které seda prach, ale jde o Zivouci stale se
rozvijejici nastroj, ktery umoziiuje poznévat a popisovat svét okolo nas.
Predkladany pirehled znalosti tak neni ukonéeny. Lze to dokumentovat i
na systému definic fyzikalnich jednotek, fundamentu chramu fyziky. Ten

DRecenze knihy Jana Tomsy ,,Norimbersky trychtyi aneb Privodce premyslivého
studenta stfedoskolskou fyzikou“ od V. Wagnera vysla pod nazvem ,,Fyzika a porozu-
mén{ svétu“ téz v Casopise Vesmir 102, 456, 2023 /7, https://vesmir.cz/cz/casopis/
archiv-casopisu/2023/cislo-7/fyzika-porozumeni-svetu.html.
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se vyvijel a ustavoval i v pribéhu psani knihy a autor o tom s nadhledem
informuje.

Pravé proto je rozsahla ivodni ¢ast vénovana tomu, co fyzika je, jak
se vy¢lenila v prostoru ostatnich védnich obort a jakou ma na né navaz-
nost. Ukazuje, jaké jsou metodiky zkoumani vyuzivané ve fyzice a jejich
podobnosti i odlignosti od téch, které jsou vyuzivany pribuznymi obory.
Ukazuje nepostradatelnost matematiky pro fyziku a tulohu fyzikélniho
modelu a odpovidajiciho zjednoduseni, zanedbani a zaokrouhleni ve fy-
zice. Matematika a fyzika se proplétaly a vzajemné posilovaly po celou
dobu rozvoje védeckého poznéni lidstva.

Dalsi ¢ast se vénuje tomu, jak nejen k fyzice pristupovat a jak se ji
udit. Ukazuje, Ze za jazyk fyziky je mozno povazovat pravé zminénou ma-
tematiku. Proto je pro osvojeni fyziky dilezité znat na potiebné trovni
matematiku zakladni a stfedni Skoly. Bez usili nebude v tomto oboru
uspésny ani velmi talentovany student, a odpovidajici snahu tak vyza-
duje i popisovana kniha. I kdyz je v ni velky duraz kladen na logické
postupy a odvozovani, nelze se obejit bez nauceni se a zapamatovani
potfebnych kli¢ovych pojmil a potiebnych metodik a postupii. Na zavér
této Casti je prehled desatera zakladnich doporuceni pro adepta, ktery
se s vyuzitim knihy vydal na cestu fyzikalniho poznani.
notky. Pravé na historii vyvoje definice jednotek je soustfedéna velka
pozornost. Je to dano i tim, Ze pravé v soucasné dobé se téméi dokondila
cesta k jejich definovani pomoci fundamentalnich fyzikalnich konstant.
D4 se tak predpokladat, ze nyni nejspiSe na relativné dlouhou dobu zi-
stane jejich zavedeni a definice neménna. Popisu a osvétleni rozdilu mezi
fundamentalnimi konstantami a témi ostatnimi je také opravnéné véno-
vana znacna pozornost. Ze vyvoj v této oblasti probiha a dokoncuje se
i nyni, v dobé& psani ucebnice, ukazuje i to, Ze bylo potfeba se k tomuto
tématu vratit k dodatku.

Ukéazka z knihy J. Tomsy, s. 92

(A) Slovo konstanta pochazi z latinského constans, coz znamené stdly, ne-
ménny. Oznacuje tedy veli¢inu, o niz predpoklddame, Ze se jeji hodnota ne-
méni, a to pfedevsim v ¢ase. V&fime napiiklad (a nemame davod o tom po-
chybovat), Ze svétlo ve vakuu se vzdy v minulosti $iFilo stejné rychle jako dnes
a ze i v budoucnu bude tato rychlost vzdy stejna. Predpokladame i jeji ne-
ménnost v prostoru, tedy Ze rychlost svétla je stejna v celém vesmiru. Témito
vlastnostmi se fadi do kategorie tzv. konstant univerzdlnich, to jest nepodmi-
nénych tim, Ze zijeme na Zemi, ani ni¢im jinym.
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Mezi fyzikalnimi veli¢inami plati rizné vztahy a pii jejich vyuZiti pii
popisu fyzikalnich déju a feSeni tloh musime znét prislusny fyzikalni
,pravopis“ a metodologii manipulace s nimi. Dilezity je i zpusob vyu-
ziti prislusnych matematickych postupti. Seznamime se tak s vektory, ba
dokonce tenzory a derivacemi i integraly. A to presné na takové trovni,
které je srozumitelna stfedoskolédkovi a pomuze mu pii osvojovani fyzi-
kalnich problémt. Zaroven je uzitecna i pro ty, ktefi si chté&ji pripome-
nout stredoskolské zaklady fyziky v konkrétnich oborech, které jsou jim
vzdalengjsi, a to v celkovém kontextu. Pokud lze doposud popsané ¢ésti
povazovat za tivodni, které nas nauci se pohybovat ve fyzikalnim prostoru
a umozni nam pochopit metodologii odpovidajiciho védeckého pristupu,
tak zabiraji tfetinu této knihy, a i tim se kniha odliSuje od jinych stie-
doskolskych ucebnic. Ctenaf se k této Gasti miize vracet a zvyraznéna
shrnuti i vypichnuta zékladni pravidla mu umoziuji pfistoupit ke kon-
krétnim oblastem fyziky velice dobfe vyzbrojen.

Prvni konkrétni oblasti je mechanika a z ni to, co je opravdu tim fun-
damentem fyziky — ti1 Newtonovy pohybové zikony. V soucasné dobég,
kdy se jedna o vyrazovani vykladu Newtonovych zakont z vzdélavacich
plani zakladnich skol, je jejich vysvétleni pro stfedoskolaka jesté dilezi-
téjsi. Zavadi se pojem sily a postupné se pres popis gravitacni interakce
a jejich silovych ucinkt dostavame k interakci elektromagnetické. Jak uz
bylo zminéno, vyklad neprobiha po oborech, ale snazi se postupné bu-
dovat strukturovanou stavbu fyziky jako nastroje poznavani. Daii se tak
osvétlit fadu souvislosti, které by pfi jiném typu vykladu unikly.

Diraz se klade i na to, ze zakladnim kritériem spravnosti fyzikalnich
(i v8ech védeckych) hypotéz a teorif jsou vysledky pozorovani a experi-
mentu. V zavérecné ¢asti knihy je tak velkd pozornost vénovana experi-
mentu, mé&feni a urcovani nejistot (chyb) méfeni. Studenttim osvétluje,
jak se realizuje méfeni a zjistuji hodnoty meétrenych veli¢in a jednotlivé
typy nejistot méreni. Je zde i navod, jak referovat o vysledcich méreni a
experimentu.

I kdyZz pochopitelné, ostatné jako kazdy prehled ¢i uc¢ebnice, nevylozi
knizni privodce fyzikou Jana Tomsy detailné vSe a fadu véci si zdjemce
bude muset najit jinde, je nadhernym otevienym obrazem celé site fyziky
az po tu nejmodernéjsi spojenou s hledanim popisu struktury hmoty na
drovni mikrosvéta. Zde se snazi o osvétleni prvki, které prinasi teorie
relativity i kvantova fyzika a jeji specifika a dopady na proces méfeni a
pochopeni jeho vysledki. Své znalosti si ve v8ech Castech muze ¢tenar
ovéfit na fadé cviceni.
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Za extrémné dulezité povazuji to, Ze hlavni duraz je zde kladen na
logiku a pochopeni principti. Bez porozumeéni fyzikalnim zakonitostem
nelze pochopit fadu zakladnich vyzev, které stoji pred nasi spole¢nosti,
jako jsou naptiklad pFic¢iny a dopady klimatickych zmén i moznosti trans-
formace energetiky a dalSich oblasti do nizkoemisni podoby. K témto
otézkam se v soucasné dobé fada mladych lidi intenzivné vyslovuje a za-
sazuje se za konkrétni vybér fesSeni. Je tak diilezité, aby to bylo s plnym
pochopenim dané problematiky a dopadi toho, za co se vyslovuji.

Nepochybuji, Ze si specifickym pfistupem ziské kniha fadu pfiznived,
ke kterym jsem se pfifadil i ja. Proto ji doporucuji nejen pedagogim,
ale i studentim. Véfim, ze diky ni propadne kouzlu fyzikalniho poznani
fada dalsich zajemcu, ktefi se na cestu k nému vydaji. A nepochybuji,
ze se k ni i v budoucnosti budou moc radi vracet a v knihovnéach bude

patfit mezi ty nejohmatanéjsi.

Norimbersky
trychtyr

aneb

Pravodce
premyslivého studenta
stfredoskolskou fyzikou

Jan Tomsa

Heovela bohemica
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