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MATEMATIKA

Burnsideovo lemma aneb proc se starat o teorii grup

Vojtéch David, student MFF UK, Praha

Uvod a motivace

Uvazme nasledujici situaci. Mame 5 ¢ernych a 5 bilych koralku, které
navlékdme na provazek a chceme si vyrobit naramek. Kolik takovych
naramki miuZzeme vytvorit? Jiz pii prvotnim zamysleni tato otazka neni
uplné snadné, pfi po¢itani moZnosti nemiZeme uvazovat jen poradi, v ja-
kém koralky navlékdme, nebot miZou rizné poradi jejich navledeni vést
ke stejnym naramkim jako na obr.
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Obr. 1:

Tento problém ma zfejmé jakousi symetrii, ktera nam jeho feSeni kom-
plikuje. Nez se pustime do snaZeni o praci s touto symetrii, uvedeme jesté
jeden priklad.

Mame tabulku 3 x 3. Kolik rtiznych obarveni poli¢ek ¢ernou nebo bi-
lou barvou existuje? Pfi takto prvoplanovém dotazu muZzeme odpovédét
témér okamzité — pro kazdé z deviti policek méme pravé 2 moznosti
obarveni, proto je zjevné celkovy podet moznosti 2° = 512. Co kdyz
do hry ale opét pfidame symetrie problému? Co kdyz budeme chtit jen
obarveni, které jsou rtizna, i kdyz tabulku budeme libovolné otacet nebo
preklapét? V tomto piipadé nam ziejmé zbyde méné moZnosti, ale neni
jisté, kolik jich bude, protoze nékteré tabulky ziskdme z jiného poctu
puvodnich moZnosti nez jiné, jak ukazuje obr.

Je tedy zfejmé, ze budeme predvedené problémy muset zkoumat ne-
pfimo — pfes primocaré pocitani ,,objektid“ se k vysledku dostaneme
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jen s velkymi obtiiemi Pojdme tedy zabfednout do teorie grup, ktera

nabizi naprosto prirozeny zptisob, jak nahlizet na symetrie riznych ma-
tematickych objekti.
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Obr. 2:

Grupy

Nejprve uvedeme formalni definici.

Definice 1. Grupa je mnozina G vybavena binarni operaci, feknéme
-1 G x G — @G, pro kterou plati nasledujici.

e Operace je asociativni: (a-b)-c=a- (b-¢) pro viechna a,b,c € G.

e Grupa obsahuje neutralni prvek: existuje prvek 1 € G takovy, Ze
a-1=a=1-apro viechna a € G.

e Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek: pro vSechna a € G
existuje prvek a=! € G takovy, Ze a-a" ' =1=a""'-a.

Nakolik abstraktni se mize tato definice zpo¢atku zdat, tvrdi vlastné
néco pomérné piirozeného a ocekavaného.

Jako jednoduchy piiklad grupy muzeme uvést cela ¢isla s operaci s¢i-
tani. S¢itani je ziejmé asociativni, existuje ¢islo, které kdyz pri¢teme
k libovolnému jinému &islu, nic se nezméni (mluvime o nule) a ke kaz-
dému celému &islu existuje jiné celé ¢islo, jejichZ soudet dava nulu (napf.
k 5 je to —5) — jedné se tedy skute¢né o grupu. Déle miZeme uvést t¥eba
racionalni ¢isla bez nuly spolu s nasobenim nebo realna ¢isla se s¢itanim
— Ze se jedna o grupy, ovéfime uplné stejné.

DTato myslenka je dokonce klicova pri ditkazu Burnsideova lemmatu, ktery bude

uvedeny pozdéji.
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Také ale existuji dalsi priklady grup — pro nas budou uzite¢né tzv.
dihedralni grupy. Vezméme si napiiklad ¢tverec a uvazme mnozinu vech
zobrazeni, kterd jej prevedou na sebe sama — chceme-li, jeho symetrie.
Co vSe bude tato mnozina obsahovat? Zjevné identické zobrazeni, tedy
zobrazeni, které se ¢tvercem ,,neudéla nic*, dale rotace o 90°, 180° a 270°

a nakonec osové symetrie — dvé podle os stran a dvé podle thlopficek.
Mizeme si rozmyslet, Ze zadné dalsi symetrie ¢tverec nemé

s

23

Obr. 3: Grupa symetrii ¢tverce

Méme tedy mnozinu a jeSté potfebujeme operaci. Touto operaci pro
nas bude pomérné pfirozené skladéni zobrazeni. VSimnéme si, ze kdyz
napiiklad nejprve ¢tverec oto¢ime o 90° a nésledné preklopime podle osy
,horni strany* ¢tverce, bude to mit stejny efekt, jako kdybychom &étverec
rovnou pieklopili podle thlopficky. Budeme-li tuto operaci znacit o a
doprava umistime zobrazeni, které provadime jako prvni, mizeme pak
neforméalné psat

<—>o/’=‘/‘.

Vidime tedy, Ze slozenim dvou symetrii ¢tverce je opét symetrie Ctverce.
Mizeme také ovérit, ze je tato operace asociativni, Ze existuje neutralni
prvek (je jim zobrazeni ,neudélej nic“) a Ze ke kaZdému zobrazeni exis-
tuje inverzni zobrazeni, které jej ,,vyrusi“. Tato mnozina bude tedy sku-
te¢né grupou.

Podobnou grupu mizeme zavést pro libovolny pravidelny n-tthelnik.
Budeme ji nazyvat dihedralni grupou (nebo prosté grupou symetrii n-
tthelniku) a déa se ukézat, ze bude mit pokazdé 2n prvki (identitu, n — 1
netrividlnich rotaci a n osovych symetrii).

2)Té7 to mizeme precizndji dokazat, ocislujeme-li si vrcholy &tverce a budeme-li
uvazovat vSechny moznosti, jak ¢tverec precislovat, abychom zachovali sousednost, tj.
abychom jej nijak nedeformovali.
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Nyni si uvédomme dvé véci. Zaprvé poukaZme na silu definice grupy —
ukazali jsme, Ze jak napf. cel ¢isla, tak mnozina ,,véci, co miizeme délat
se ¢tvercem‘ maji strukturu grupy, existuje mezi nimi tedy néjaka vnitini
podobnost. Pokud tedy dokazeme néjaké tvrzeni obecné pro grupu, bude
toto tvrzeni platit pro vSechny jeji ,realizace — a takovych tvrzeni neni
viibec malo! Grupami se zabyva cely obor matematiky, ktery v tomto
¢lanku nelze pomalu ani priblizit.

Zadruhé se vratme k puvodnim motivaénim piikladim. Nyni jsme
totiz popsali docela dobfe symetrie, které obtézkavaji naSe situace. Hle-
dédme pocet riznych naramki az na pisobeni grupy symetrii desetitihel-
niku nebo (ponékud intuitivnéji) podet raznych ¢tverct az na pisobent
grupy symetrii ¢tverce (kterou jsme si dokonce popsali explicitng). Co je
to ale ono ptisobeni grupy?

Piusobeni grupy na mnozZinu a Burnsideovo lemma

Na dvou motiva¢nich piikladech jsme pomérné intuitivné ptiblizili, co
to znamen4, Ze grupa pusobi na néjakou mnozinu, tento koncept nyni
miizeme trochu formalizovat.

Definice 2. Grupa G pusobi na mnozinu X, pokud pro kazdé g € G a
kazdé x € X existuje prvek gr € X a plati

1. h(gz) = (hg)z pro viechna g, h € G, x € X (tedy nezalezi, jestli
nejprve plsobim prvkem g a pak az h nebo jestli ptisobim rovnou
prvkem hg),

2. 1-x = x pro vS8echna x € X (pusobeni neutralniho prvku nic nedgla).

Vybaveni touto definici mizeme s ptsobenim grupy pracovat trochu
abstraktnéji. Zlatym gralem naSeho snazeni bude Burnsideovo lemma
— tvrzeni, které ndm umozni pouhym dosazenim vyfeSit prezentované

problémy. Jesté predtim ale musime definovat par pojmiu a odvodit pro
né né&jaka snadné tvrzeni.

Definice 3. Necht grupa G pusobi na mnozinu X. Orbitou prvku z
budeme rozumét mnozinu

G, ={9x | g€ G}

Pro dany prvek x € X budeme tedy orbitou rozumét mnozinu vsech
moznych prvki, které muzeme dostat pusobenim grupy G. V naSem
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piikladu se ¢tvercem, kdy mnozinou X rozumime vSechna vybarveni
¢tverce a grupou G grupu symetrii étverce, tedy budeme moct s trochou
nadsézky psat:

_ [ERED _ (=
Gﬁi{ﬂﬁﬂﬂ Gﬁi{@}
Je tedy vidét, Zze nas v tomto problému zajimé pouze pocet riznych

orbit. Za timto ucelem uvedme jesté jednu definici.

Definice 4. X/G zna¢i mnozinu vSech orbit pfi piisobeni grupy G na
mnozinu X, tedy
X/G={G, |z e X}

V tuto chvili jsme jiz celé zadani ulohy pfevedli do abstraktniho ja-
zyka, protoZe nas zfejmé bude zajimat velikost této mnoziny, tedy | X/G]|.
Méme pied sebou ale jesté ponékud zdlouhavou cestu, nez budeme umét
tento pocet pifmo urcit. Zavedeme nyni dva v jistém smyslu podobné

pojmy.
Definice 5. Mnozinou fixnich bodd pro g € G budeme nazyvat
Fixg={z € X | gz = x}.

Definice 6. Stabilizatorem prvku x € X pfi ptsobeni grupy G na mno-
zinu X budeme rozumét

Ste={geG|gr=u}

Zatimco mnoZina fixnich bodiu obsahuje takové prvky mnoZiny X,
které jsou zachované pusobenim specifického prvku grupy g, stabilizator
prvku x obsahuje pravé ty prvky grupy G, jejichz ptisobenim je zachovan.
Znovu to ilustrujeme na zkoumaném piikladu:

Fix(/)={mE=mmassl  St@={-~~}

Tyto koncepty nam stéale jesté o hodnoté | X/G| nic nefeknou, mazeme
ale ucinit velmi dulezité pozorovani o jejich velikostech.

Z [Stz| = Z |Fix g| .

reX geqG

Pozorovani 1.

Diikaz. Oznatime S = {[x,g] | gr = =z}, tedy mnozinu v8ech dvojic
[x, g], které spliuji g = x. Pocet takovychto dvojic pak muZeme spocitat
dvojim zptusobem.
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e Nejprve pro kazdé x spoc¢teme, kolik prvki g je zachovava, a nasledné
tuto hodnotu se¢teme pro kazdé x, tedy

S| =">"|Stal.

zeX

e Nejprve pro kazdé g spocteme, kolik prvka mnoziny = toto g nezméni,
nasledné tuto hodnotu se¢teme pro vSechna g.

S| =) [Fixg].

geG

Odsud trivialné plyne chténa rovnost

> ISta| =S| = |Fixgl|.

zeX geG

Toto pozorovani ndm umoziuje misto pocitani velikost{ stabilizatori,
pocitat velikosti mnozin fixnich bodid — to je snazsi, protoZe symetrii
méame zpravidla méné a kladou nam jasny pozadavek na to, jak musi
prvek mnoziny X vypadat, aby byl danou symetrii zachovan. Nyni uz
jsme témér pripraveni, jen potfebujeme ucinit jesté jedno pozorovani.

Pozorovani 2.
IStz|- |G| = |G].

Diikaz. Standardné by dikaz tvrzeni vyplynul z Lagrangeovy véty. Ta
ale neni pfedmétem tohoto ¢lanku, proto nastinime dikaz trochu jiny,

vive

0 néco intuitivnéjsi.

y G,

Y Ys
Obr. 4: Znéazornéni Pozorovani [2} Sipky reprezentuji ptisobeni unikatnimi
prvky grupy G

Zvolme pevné néjaky prvek z € X. Budeme-li na néj pasobit postupné
v8emi prvky grupy G, ziskdme postupné z definice vSechny prvky orbity
G4. KliGovym pozorovanim (které dale dokdzeme) bude, Ze se z x na
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libovolny prvek y € G, dostaneme pomoci pravé |Stz| prvki grupy G.
Pak totiz timto zpisobem rozdélime prvky G do |G| mnoZin po |St z|
prvcich, ¢imz dokazeme pozadované tvrzeni.

Necht tedy y = gx pro né&jaké pevné zvolené g € G a y € G,. Chceme
ukazat

{9 € G|g'x=y=ga}|=|Stal.

Vsimnéme si, Ze existuje jednozna¢né korespondence mezi prvky sta-
bilizatoru a prvky mnoziny M = {¢’ € G | 'z = y = ga}. Totiz plati

g EM < gr=y=gzv= (99 ")gx=ghr < g 'g =heStu.

7 kazdého prvku stabilizatoru h tedy vyrobime prvek ¢’ € M tak, Ze
polozime ¢’ = gh. Naopak, z kazdého ¢’ € M dostaneme h € Stz jako
h =g 1q', coz skuteéné nalezi stabilizatoru, nebot

gr =gz = g gz ==z

Nakonec pozorujme, 7e g = g5 € M, pravé kdyZ hy = hy € St z, tedy
ze dvou riznych prvka M vyrobime dva razné prvky Stz a naopak. To
je ale snadné, protoze plati

=9 = g9 =9"g5 = M =ho

Timto jsme tedy skutecné vytvorili jednoznac¢né parovani mezi prvky
stabilizatoru a prvky grupy, kterymi se z x dostaneme na y. Ukazali jsme
tedy, co jsme chtéli, a pozadované tvrzeni

IStz| - |Gz| = |G

je timto dokazéno.

ovu lemmatu.

Lemma 1 (Burnsideovo lemma).

1 .
| X/G| = il > [Fixgl.

geG
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Dikaz. Nejprve provedeme par zdanlivé zbyteénych a trividlnich kroki.

X/Gl={Go |z e XY= Y 1= > |G|

GL€X/G GLeX/GyeG,

xEX

Zpocatku jsme po rozepsani definice za kazdou orbitu v mnoziné X /G
pricetli 1. To jsme dale pro kazdou orbitu rozepsali jako soucet prevrace-
nych hodnot velikosti orbity za kazdy jeji prvek. Nakonec jsme si vSimli,
Ze timto zptisobem vlastné s¢itdme pies vSechny prvky mnoziny x.

Tyto dpravy si mizeme pomérné jednoduse predstavit — méjme pied
sebou nékolik krabicek, kazdou s nékolika kulickami. Pocet téchto kra-
bicek pak (zdanlivé zbyte¢né slozité€) uréime tak, Ze se budeme divat na
jednotlivé kulicky a pro kazdou z nich pfi¢teme prevriacenou hodnotu
poctu kulicek v krabicce, v niz se nachéazi.

Nyni jiz staci vytknout z celého souctu 1/ |G|, pouZit u¢inéna pozo-
rovani a dojdeme k pozadovanému vysledku.

_ Gl @ |
'X/G";\G| \G|Z| \G|Z'St P

geG

Uziti

Nyni jsme se vybavili Burnsideovym lemmatem a miizeme se koneéné
vratit zpét k ptuvodnim piikladim; za¢néme tim se ¢tvercem.

Burnsideovo lemma tika, Ze pro spocteni mnozstvi vSech orbit pfi
ptsobeni grupy na mnozinu, staci spocist velikost grupy a pro kazdy
jeji prvek velikost mnoziny fixnich bodu. To je — jak nyni ukaZeme —
velmi snadné. V pfikladu nam figuruje grupa symetrii ¢tverce, ta ma, jak
jsme odvodili, 8 prvkt. Nyni pro kazdy z nich uréime, kolik konfiguraci
zachovava — tedy kterd vybarveni budou vypadat stejné, kdyz provedeme
danou symetrii.

e Identita: pfi identickém zobrazeni jsou vSechny prvky fixni, proto
mé mnozina fixnich bodii velikost 27 = 512.

e Rotace o 90°: dfive jsme v8echny konfigurace zachované rotaci o 90°
dokonce vypsali, vime tedy, Ze jich je 8. Kdybychom na to ale chtéli
jit systematicky, mtuzeme si uvédomit, Zze vybarveni policka v levém
hornim rohu urcéuje nutné vybarveni policka v pravém hornim rohu, to
zase jednoznad¢né urcuje vybarveni policka v pravém dolnim rohu, coz
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nakonec zase urc¢uje vybarveni policka vlevo dole. Obdobné muzeme
Tici pro policka ve stfedech stran, dostaneme tedy, ze mame 2 moznosti
pro vybarveni rohii, 2 moznosti pro vybarveni stfedii stran a nakonec
2 moznosti vybarveni stiedu ¢tverce, celkem tedy skuteénd 23 = 8
moznosti.

Rotace o 180°: nyni kazdé poli¢ko jednoznaéné urcuje vybarveni toho
pfesné ,naproti“ nému, obdobné jako vyse je tedy vybarveni celého
¢tverce uréeno vybarvenim 4 policek na okraji a jednoho uprostied.
Celkem tedy mame 2° = 32 moznosti.

Rotace o 270°: stejné jako u rotace o 90°, mame 8 moznosti.

Preklopeni podle svislé osy: policka vlevo urcuji, jak budou vy-
padat policka vpravo, poli¢ka uprostied miZeme obarvit libovolné.
Celkem tedy méame 6 stupiiii volnosti, coZz nam dava 26 = 64 moz-
nosti.

Pieklopeni podle vodorovné osy: totéz co svisla osa, 64 moznosti.

Pieklopeni podle hlavni diagonaly: totéz co svisla osa, 64 moz-
nosti.
Pieklopeni podle vedlejsi diagonaly: totéz co svisla osa, 64 moz-
nosti.

Nyni jiz stac¢i dosadit a ziskame, zZe odpovédi na tlohu je ¢islo

1
§(512+8+32+8+64+64+64+64):102.

Obdobné muzeme pfistupovat k naramkim, nebudeme pocitat kazdou
symetrii zvlast, ale rovnou si napiiklad rozmyslime, Ze symetrické rotace
(tedy naptiklad rotace o 36° a 324°) budou d4avat stejny vysledek, stejné
tak v8ech 5 symetrii podle os stran dé stejny vysledek a vSech 5 symetrii
podle os uhla da stejny vysledek. Poéitejme tedy po téchto skupinach.

e Identita: Mame celkem (150) = 252 moznosti, jak vybrat pozice pro

¢erné koralky, zbylé pozice zaplnime bilymi.

Rotace o 36° a 324°: kazdy koralek musi mit stejnou barvu jako ko-
ralek nasledujici, to ale nejde. Tyto rotace tedy nezachovavaji zddnou
moznost.

Rotace o 72° a 288°: kazdy druhy kordlek musi mit stejnou barvu,
to nam dava pouze dvé moZnosti (pokud bude jedna takto vznikla
pétice Cernd, druha musi byt nutné bila).

Rocnik 98 (2023), ¢islo 4 9
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e Rotace o 108° a 252°: kazdy tieti kordlek musi mit stejnou barvu
— to ale znamen4a (po ,,ob&hnuti par kolecek®), ze musi mit stejnou
barvu vSechny koralky, nula moznosti.

e Rotace o 144° a 216°: kazdy ¢tvrty kordlek musi mit stejnou barvu —
to ale znamené (znovu ,,po ob&hnut{ kolecka*), Ze kazdy druhy korélek
musi mit stejnou barvu, coz nas znovu nechava s dvéma moznostmi.

e Rotace o 180°: kazdy koralek musi mit stejnou barvu jako koralek
naproti — to by ale znamenalo, ze koralky tvori pary podle své barev-
nosti, museli bychom tedy mit sudy pocet ¢ernych i sudy pocet bilych
koralki. To ale nejde, proto zde mame znovu nula moznosti.

e Symetrie podle os stran: kazdy kordlek musi mit stejnou barvu
jako korélek, ktery je s nim soumérné sdruZeny podle osy zvolené
strany — to ale dle stejného argumentu jako vySe nejde, proto tady
neméame zadnou validni moznost.

e Symetrie podle os thla: na kazdé strané od osy mame 4 koralky,
které musi mit stejnou barvu jako jejich prot&jsky. Abychom se vy-
varovali pfedchozim situacim, musi mit koralky leZici na ose nutné
kazdy jinou barvu, coz muzeme provést dvéma moznostmi, a ke kazdé
z téchto dvou moznosti mame (;1) = 6 moznosti, jak zvolit barvu ko-
ralki lezicich mimo osu (na kazdé strané od osy musi byt pravé dva
Cerné koralky, mame Ctyfi moZnosti, kam je umistit). Celkem nam
tyto osové symetrie davaji 12 moznosti.

Dohromady tedy dosazenim do vzorce dostavame pfekvapivé maly
pocet

55(25242-242-2+5-12) = 16.

Vgechny tyto moznosti jsou znézornény na konci textu (obr.

Dodatky

Burnsideovo lemma nachéazi vyuZziti nejen v elementérni kombinato-
rice, umoznuje ale nalézt odpovédi na zajimavéjsi problémy z raznych
oblasti matematiky. Uvedeme t¥eba (jen pro ilustraci!) jeden piiklad
z univerzéalni algebry, ktery muzeme uzitim Burnsideova lemmatu vy-
feSit pomérné efektivné.
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Naleznéte pocet ¢tyiprvkovych mnozin vybavenych jednou 3-narni
operaci (zobrazenim X x X x X — X) aZ na isomorﬁsmus

Poznamka 1. MnoZiny X a X’ vybavené operacemi f a f’ jsou izo-
morfni, existuje-li bijekce g: X — X’ takova, Ze pro kazda x1,x2,x3 € X
plati g(f(l’l,xg,xg)) = f/(g(xl) 7g($2) ,g(I3)) .

Toto vyuziti také vice zdtraziuje silu teorie grup. VSimnéme si, ze
jsme v jistém kroku vSechna tvrzeni odvodili plné abstraktné, kdykoliv
proto v naSem problému vystupuje objekt majici grupovou strukturu,
muZzeme na néj aplikovat vSechna obecné dokdzana tvrzeni — nezélezi na
problému jako takovém, pouze na jeho struktufe.

Tyto myslenky jsou ale jen malymi st¥ipky ukazujicimi par myslenek
abstraktni algebry. Ta sama o sobé& nabizi plno krasnych tvrzeni, a je-li
o tom v této fazi ¢tenar alespon trochu presvédéen, splnil tento text sviij
ucel.

LA
LM H
LRI
LA

Obr. 5: Regeni motivaéni ulohy s naramky

3>V}’Isledek: 14178431955039102651224805804387336192, viz posloupnost A091510
na oeis.org
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Barevné Vyhonky

Terezie Kladivovd, studentka Gymndzia Aloise Jirdska, Litomysl

Abstrakt. V tomto ¢lanku se pokusim co nejlépe nastinit problematiku hry
Vyhonky a predstavit novou variantu této hry. Ta je obohacena o barvy a dalsi
pravidla, ¢imz se méni jeji pivodni vlastnosti. Zaméfime se pfedevSim na
spodni hranici po¢tu taht, jez je potfebna k ukonceni hry.

Abychom mohli spravné pochopit rozsifenou variantu, musime nejdiive
vysvétlit, jak se hraje a chova pivodni hra.

Originalni hra Vyhonky

V roce 1967 vymysleli dva matematici z Cambridgské univerzity, John
H. Conway a Michael S. Paterson, hru na grafech pro dva hrace [I]. Jeji
vyhodou je, Ze k ni potfebujete pouze tuzku a papir. To vSak jisté ne-
bylo jedinym divodem, pro¢ se hra stala mezi matematickou spole¢nosti
popularni. Jeji povaha totiz nabizi i mnoho prostoru pro zkoumani.

Na pravidlech neni tfeba hledat nic tézkého. Na zacatku hry nakresli
dva hra¢i na papir pfedem domluveny pocet puntikii (tedy vrcholi).
Domluvi se, kdo z nich zacne, a poté se jiz stfidaji ve svych tazich,
dokud hra neskonéi.

Tah spociva ve spojeni dvou vrcholii souvislou ¢arou (tedy hranou)
a to tak, aby tato nebyla incidentni s Zddnym jinym vrcholem (nezasaho-
vala do néj) nebo nekfizila jiné hrany (ani sama sebe). Pritom mtize byt
libovolné zakfivena. Neni zakdzano hranu zapocit a ukonéit ve stejném
vrcholu. Hra¢ svij tah uzavie nakreslenim nového vrcholu kamkoli na
pravé vzniklou hranu.

Obr. 1: Hrac¢uv tah

Je dilezité poznamenat, ze z kazdého vrcholu mohou vychézet vzdy
nejvyse tfi hrany, nebo chcete-li, kazdy vrchol miize byt nejvyse stupné
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t¥i. Hra kond¢i, kdyZz uz neni mozné provést dalsi tah, a vitézem je ten,
kdo hrél jako posledni. Piiklad hry, ve které jiz nelze provést dalsi tah,
muzeme vidét na obrazku [2l V ni vyhrava hrac, jenz zacinal. Pravidla
byla prevzata z [1].

Obr. 2: Ukonéena hra na tifech puvodnich vrcholech

Konec hry a maximalni pocet tahi

Nabizi se otazka, zda hra musi vzdy skonéit. Odpovéd zni ano a lze
podpofit jednoduchou mys8lenkou. Ozna¢me pocet vrcholi na zacatku
hry n a feknéme, Zze v tu chvili je ve hie 3n moznych pfipojeni. To
proto, ze kazdy vrchol muze byt az stupné tfi.

Postupné odhalime, Ze s kazdym tahem se tento pocet snizi o jedna,
jak ilustruje obréazek [3] Dvé pripojeni ubudou napojenim nové hrany,
zato jedno nové piibude nakreslenim nového vrcholu. Pokud napftiklad
zbyvé jedno mozné piipojeni, neni mozné provést dalsi tah a hra skonci.
Pocet zbyvajicich pripojeni v jakémkoli okamziku hry mizeme vyjadiit
jako 3n — t, kde t znaci pocet tah.

Obr. 3: Mozna pfipojeni po provedeni tahu

Ptidani nového vrcholu na konci kazdého tahu znamené, ze vzdy bude
existovat alespon jedno mozné pripojeni, neboli 3n —t > 1. Presklada-
nim se dostaneme ke vztahu t < 3n — 1, jenz urcuje nejvyssi mozny
pocet taht v zéavislosti na n. Maximélniho poc¢tu taht lze vzdy dosah-
nout, vyvarujeme-li se uzavirani riznych vrcholt stupné dva do riznych
oblasti.
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Minimalni pocet tahi

Pro tucely dikazu spodni hranice po¢tu taht si rozdélime vrcholy na
konci hry na tii kategorie. Prvni budou preZivsi (jejich pocet oznaéime
D), jez jsou vrcholy, které ziistaly stupné dva. Druhou skupinu nazveme
strdzci (s) — vrcholy, které sousedi s preziviimi. Neni sloZité si predsta-
vit, Ze kazdy strazce musi na konci hry prisluSet pouze jednomu prezi-
v&imu vrcholu, a proto plati s = 2p. Posledni skupinu tvofi farizejové (f)
a jedna se o vrcholy, které nespliuji podminky prvni ani druhé skupiny.

ZapiSme rovnici pro pocet vrcholi

nt+t=p+s+f
n+t=3p+f. (1)

Mluvili jsme o mozném poctu zbyvajicich pfipojeni. Na konci hry od-
povida pocet zbyvajicich pripojeni po¢tu prezivsich vrcholi. Dosazenim
vztahu p = 3n — ¢ do rovnice [T] dostaneme

n+t=33n—-1t)+ f

4 =8n+f
/

t=2 =.
n+4

Vime, Ze pocet farizeji nemize byt zaporné ¢islo, a tak dostavame nerov-
nici omezujici pocet tahti zespodu, t > 2n. Hru s takovym poctem taht
1ze hrat pro jakykoli poc¢atecni pocet vrcholi (n), jak ukazuje univerzalni
postup na obrazku 4

VOO Y

Obr. 4: Hra ukon¢ena pomoci 2n taha

Pravidla barevné hry

Podivejme se nyni, jak se hraje barevné varianta Vyhonki. K nakres-
leni nové hrany si hra¢ zvoli vzdy jednu ze t¥i barev: ¢ervenou, mod-
rou nebo zelenou. Zaroven musi dodrzet pravidlo, Ze z kazdého vrcholu
mohou vychézet bud hrany pouze stejné barvy, nebo vzajemné riznych
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barev. Nemiuze se tedy stat, Ze by z jednoho vrcholu vychéazely dvé hrany
stejné barvy a jedna hrana barvy odlisné. Mimo to plati v barevné hte
stejna pravidla jako v ptavodni verzi.

(©)
o

Obr. 5: Priklad ukonc¢ené barevné hry

Druhy vrcholi a maximalni pocet taht

Rozdélme si vrcholy v barevné hie na dva druhy. Monochromatickym
nazveme vrchol, ze kterého vychazi hrany stejné barvy, a duhovym zase
vrchol, ze kterého vychazi hrany rtznych barev. K uréeni druhu vrcholu
staci, aby byl stupné dva, jedind mozna barva tieti hrany je v takovém
okamziku jiz urcena. Neni na Skodu si uvédomit, ze kazdy nové vznikly
vrchol v barevné hie je nutné monochromaticky, jelikoz z n€ho vychazi
dvé hrany stejné barvy.

Maximélni pocet tahi neni t¥eba nijak odvozovat. Staéi se pfi kresleni
hran omezit na jednu barvu a pak je maximum stejné jako v klasické hte.

Minimalni pocet tahi

Jak jsme naznacili na zac¢atku, spodni hranice po¢tu tahit potiebna
k ukonceni hry se diky novym pravidlim v barevné hie snizi. Vzpomeiime
si na prezivsi vrcholy a jejich strazce na konci hry. V klasické hie jeden
strazce sousedil vylucné s jednim piezivsim. V nové varianté vSak muze
jeden straZce piisluSet az tfem piezivsim vrcholim (tzv. ideding strdzce),
kdy u kazdého preziviiho chybi hrana jiné barvy jako na obr. [f]

o

o

Obr. 6: Idealni strazce v barevné hre
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7 toho, co jsme jiz uvedli, plati p < 32—3, nebot kazdy prezivsi vrchol
mé vzdy dva strazce. Pokud budeme chtit minimum tahi, bude nasim
cilem mit na konci hry co nejvice prezivsich vrcholi, a tedy i co nejvice
idealnich straZcti. Dosadme ekvivalentni nerovnost s > %p do rovnice

n+t=p+s+f
2p
n+t2p+§+f/\p:3n7t
8t >12n+ 3f

t> 5 + 3

Za predpokladu, Ze se ve hi'e nevyskytnou zadni farizejové a Ze vsichni
strazci budou idealni, mtizeme dospét k rovnosti ¢t = % Kdy je toto ale
mozné? Mé&me na paméti, Ze na konci takové hry se vyskytuji pouze
dva typy vrcholi: ideélni strazci a pfezivsi vrcholy. Pro tuto hru nelze
vytvorit oblast, jejiz hranici by tvofilo vice nez Sest vrcholi a Sest hran.
Pokud bychom takovou oblast nalezli (obr. [7]), mohli bychom pokracovat
dalsim tahem, a tim bychom porusili podminky pro vrcholy ve hie s 37"
tahy, nebot by se ve hi‘e uz vyskytovali i jini neZ idealni stréazci.

Obr. 7: Oblast S, ve které lze provést dalsi tah

Toto musi platit i pro vnéjsi oblast a pro nés to znamené, ze existuji
pouze dvé moznosti pro hru hranou 37” tahy: hra na dvou nebo na ¢tyfech
ptivodnich vrcholech (obr. . Vzhledem k pozadavku na hranice vnéjsi
oblasti a ke skute¢nosti, ze piivodni vrcholy musi zustat ideadlnimi strazci
stejné jako ze kazdy nové vznikly vrchol musi zistat prezivsim, jsou tato
dvé feSeni jedind mozna.

7 toho vyplyvéa, ze pro jakékoli jiné n nebude mozné ukoné¢it hru méné
nez |2 | +1 tahy, tedy ¢ > [ 3] 41 pro ¢ ¢ {2;4}. MiiZeme ale s jistotou
tvrdit, Ze pro libovolné n zvladneme sestrojit graf ukoncené hry pomoci
L%"J + 1 taha? Na to bohuzel zatim odpovédét nedokazi. Nejvyse se mi
to podafilo pro n = 16, kde byl k ukonéeni skuteéné uzit nejnizsi mozny
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pocet tahu (obr. E[) Mimo to umim zkonstruovat grafy her s minimélnim
poc¢tem taht pro vSechna n < 16 vyjma n = 11,13 a 15.

WV— \‘
o (¢]
vné&jsi oblast tvofena 6 vrcholy vnéjsi oblast tvorena 4 vrcholy
o (e]
n=4 n=2

Obr. 8: Jediné dvé moznosti pro hru ukonéenou 37" tahy

Obr. 9: Graf hry ukonéené pomoci 37" tahtt pro n = 16

Neni bez zajimavosti, Ze odebirdnim vhodnych komponen z grafu
na obr. 0] mizeme dostat grafy her ukonéenych minimalnimi pocty taht
také pro vSechna n < 16 mimo n = 1,11, 13 a 15, jak si ¢tenaf muze sam
vyzkouset.

DKomponenta grafu G je takovy jeho podgraf, ktery je souvisly a zarovehi z ngj
neexistuje cesta do jiného disjunktniho podgrafu (komponenty) grafu G. Souvisly graf
ma jednu komponentu.
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Nizké pocty taht

Sice znam postupy, kterymi lze dosahovat nizkych poc¢tu tahd, ale
postupem je rekurzivni vkladéni konstrukce na sedmi ptuvodnich vrcho-
lech (pojmenujme ji K) samu do sebe, které se vzhledem k poc¢tu taht
jevi jako vyhodné. Jeji vnéjsi oblast totiz obsahuje pouze jeden prezivsi
vrchol a zaroven v ni najdeme oblast, na jejiz hranici jsou dva prezivsi
vrcholy. Mizeme tedy do nekoneéna vkladat jeji kopie do téchto jejich
oblasti a tim dosahovat nizkych poc¢ti tahi. V kazdém okamziku je vSak
nutné dbat na spravné rozlozeni barev, aby bylo mozné rekurzi provést.

Obr. 10: Rekurzivni vkladéani za ucelem nizkych poéta tahtu

Jestlize zname graf hry ukoncené pomoci ¢; tahii na n; pivodnich
vrcholech, ktery obsahuje alespon jednu oblast, na jejiz hranici jsou nej-
vySe dva prezivsi vrcholy, pak mizeme pro jakékoli n = n; (mod 7)
sestrojit pomoci vySe uvedené rekurze graf ukonc¢ené hry pomoci

="M 11 4 ¢ tahi.

Priiklad 1. Pokuste se sestavit graf ukonc¢ené hry na 10 ptvodnich vr-

cholech pomoci co nejnizsiho po¢tu tahii.

To znamena, ze jestlize realizujeme graf ukoncené hry 16 tahy, dosah-
neme minimalniho po¢tu. Snad nejjednodussi je uzit zminovanou kon-
strukci K. K jejimu sestaveni ,,spotfebujeme® 11 taht. Pokud pak zvlad-
neme sestrojit graf na tfech pivodnich vrcholech pomoci 5 tahd, jenz

18 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

bude obsahovat alespofi jednu vyhovujici oblast pro vloZzeni nasi kon-
strukce K, mame vyhrano. Nalézt piiklad takového grafu neni narocné,
jak se C¢tendl miuZe presvédéit na obr. Ten ukazuje hru ukonéenou
miniméalnim poétem tahi — konstrukei K vlozenou do vnéjsi oblasti grafu
na tfech ptvodnich vrcholech.

Dalsi feSeni ukazuje obr. [[Ib] Jiné FeSeni by zahrnovalo napiiklad
odstranéni dvou komponent z grafu na obr. [J] - jedné na ¢tyFech a druhé
na dvou puvodnich vrcholech. Moznosti je skuteéné mnoho.

o}

<o o

(a) Uzitim konstrukce K (b) Jinym zptsobem

Obr. 11: Sestrojeni grafii ukoncenych her na 10 ptvodnich vrcholech

Zaveér

Doufam, ze vam tento Gvod do svéta Vyhonkt pfinesl néco nového,
byt t¥eba jen potéSeni. Jisté je z ¢lanku citit, Ze mé zkouméani miniméal-
nich poc¢tiu tahti v nové hie neni kompletni a Ze celé téma nabizi mnohem
vice. Nize je k nalezenf odkaz na mou praci SOC, ve které téma Vyhonki
a jejich barevné varianty rozebiram podrobnéji. Dale lze napiiklad zkou-
mat i minimalnimi pocéty taht pro 1-souvislé a 2-souvislé grafy. Chci tim
Fici, ze otazka obecného TeSeni zlistava oteviena a predstavuje vyzvu pro
kohokoli se zadjmem o teorii grafi.
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Aproximace Cisla m pomoci zlatého fezu
a kovovych priiméra

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Stanoveni hodnoty ¢isla m poutd pozornost matematika jiz od sta-
rovéku. Prvotni postupy stanoveni hodnoty éisla m vychéazely ze zna-
losti starofeckych matematikti. Vypocet navrzeny Archimédem a dale
rozvijeny v nasledujicich generacich je zalozen na pouzit{ opsanych a ve-
psanych mnohothelniki a soucasném vyuziti exhaustivni (vycerpavajici)
metody. Archimédes ve své praci zacal s Sestithelnikem a nakonec sestro-
jil pravidelny mnohothelnik s 96 stranami a ziskal tak odhad hodnoty
¢isla w odpovidajici nerovnosti

3% <m < 3%
nebo
3,14084 < 7 < 3,142809,

tedy s presnosti na dvé desetinnd mista. Dany postup lze povazovat z ge-
ometrického pohledu za velmi intuitivni a to zejména zjevnym spojenim
vypoc¢tu hodnoty ¢&isla m a délky kruznice. Nevyhodou je zna¢né ome-
zené moznost ziskani vétsiho poc¢tu desetinnych pozic. Ludolph van Ceu-
len (1540-1610) dokazal v roce 1596 pomoci mnohothelniku o 60 x 229
strandch vypocitat z dnesniho pohledu ,,pouhych® 20 desetinnych mist.
Pozdéji dokazal vypocet jesté zpresnit na 35 desetinnych mist, a to po-
uzitim pravidelného mnohothelniku o 252 stranach.
Dalsi vyrazny pokrok v dané oblasti nastal v 17. stoleti. Objev kalkulu

a dalsi rozvoj matematiky pfinesl mnohem vykonnéjsi metody umoznu-
jici stanovit vétsi pocet desetinnych mist nez dfive pouzivané geomet-
rické metody. Velkou roli sehraly zejména nekoneéné fady konvergujici
k ¢islu m, jako napiiklad fada

T_q 11 1 1

1° 3 + 57 + g
dnes pripisovana skotskému matematikovi Jamesi Gregorymu (1638
1675) a Gottfriedu Wilhelmu Leibnizovi (1646-1716), ktera byla oviem
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znédma jiz v obdobi pfed nastupem kalkulu diky préaci indického mate-
matika Madhavy ze Sangamagramy (asi 1350-1425). Tato fada se oviem
pro prakticky vypocet ¢isla m p¥ili§ nehodi, nebot se hodnoté &isla m blizi
(konverguje) velmi pomalu. Museli bychom seéist zhruba 4 000 ¢lent fady
tak, aby byl vysledek presnéjsi nez Archiméduv. Na druhou stranu plati,
7e nejen tato fada, ale i dal$i postupné objevované nekoneéné fady kon-
vergujici k éislu 7 naznacuji, Ze za zdénlivym chaosem se patrné ukryva
jisty Fad.

Vyznamné postaveni{ mezi nekoneénymi fadami vyuzivanymi pro vy-
poéti desetinnych pozic ¢isla m predstavuje rozvoj funkce arkus tan-
geng"|

3 45 T
tgr =0 — —+ —— —+... 1
arctgr = x 3+5 7+ , (1)

objeveny jiz zminénym J. Gregorym. Jeho objev tak napf. jiz v roce 1705
mohl vyuzit spole¢né s neddvno objevenym kalkulem anglicky astronom
a matematik Abraham Sharp (1651-1742) k sestaveni fady

1) Funkce arkus tangens je inverzni k funkci tangens, jejiz defini¢ni obor je omezen
na interval (—m/2;7/2). Arkus tangens zapisujeme v matematickych vyrazech ve
tvaru arctg nebo tg~!. Plati, Ze tangens daného thlu udéava &islo, jehoz arkus tangens
je opét dany uhel, napfr.

tgg:\/g < arctg\/gzg.

Dale naznac¢ime postup odvozeni uvedeného rozvoje funkce arkus tangens, ktery
ovSem k tplnému porozuméni vyzaduje znalosti z vyssi matematiky. Plati, Zze

1
arctgr = [ —— dx.
rctg x /1+$2 T

Jestlize |z| < 1, pak lze lomeny vyraz zapsat ve tvaru nekonecné rady

1 2, . 4_ 6
—=1—-z" 42" -z +...,
1+ x2

kde dale integraci ¢len po ¢lenu dostavame
3 5 7

- 1 . 2 4 6 . T T T
arctgw7/1+x2da:7/(l—x +at -z —i—...)dxfar—?—‘r?—?—i-...
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kde uplatnil rovnos

V3 ™

™ V3
tgg = S <= 5 :arctg?,
a dokazal spravné urcit 72 desetinnych pozic ¢isla 7.

Pouziti fady pro rozvoj funkce arkus tangens se stalo zakladem pro
celou fadu dalsich vzorct. Pro tcely naseho ¢lanku dale zminime praci
anglického astronoma Johna Machina (asi 1686-1751), ktery v roce 1706
(tedy pouhy jeden rok po A. Sharpovi) publikoval Vzore

T 1 1

1= 4arctg F arctg 539" (2)
Uvedeny vzorec v kombinaci s fadou pro rozvoj funkce arkus tangens
poskytuje rychle konvergujici fadu, s jejiz pomoci Machin dokazal urcit
hodnotu 7 s presnosti na 100 desetinnych pozic. Machinovy vzorce se
nasledné staly zavedenym nastrojem, ktery postupné rozpracovaly dalsi
generace matematiki (napf. [1]). Zminit na tomto misté muzeme vzorec

T _ arctg = + arctg - (3)
7 = arctg 5 +arctg 5,
oznacovany podle genidlniho §vycarského matematika Leonharda Eulera
(1707-1783) nebo nasledujici vzorec, ktery tvori t¥i cleny

1 1 1
% = 12arctg 3 + 8 arctg A 5 arctg 239

a ktery je nazyvan podle slavného némeckého matematika Carla Fried-
richa Gausse (1777-1855).

Zamérem c¢lanku je ukazat priklad odvozeni vzorce pro vypodcet Cisla
7 zahrnujici:

e konstrukci prevracené hodnoty zlatého Fezu na jednotkové para-
bole,

e odvozeni vztahu pro vypodcet &isla m pomoci zlatého fezu, jeho
prevracené hodnoty a funkce tangens,

2)Objev rovnosti je pripisovan slavnému anglickému astronomovi, matematikovi a
fyzikovi Edmundu Halleyovi (1656-1742).
3)Postup odvozeni vzorce napi. v [7].
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e urceni hodnoty ¢isla 7 vyuzitim nekonecné fady pro rozvoj funkce
arkus tangens,

e zafazeni zlatého Fezu mezi tzv. kovové priméry a nasledné porov-
nani vykonnosti vzorci pro vypocet m pomoci prvnich ti kovovych
primeéra.

Jednotkova parabola, zlaty fez a konstrukce prevracené hod-
noty
Za jednotkovou parabolu budeme povazovat kifivku ur¢enou rovnici
2?4y =1

Jednotkovou parabolu pouzijeme jednak k urceni prevracené hodnoty
zlatého Tezu, jednak k nalezeni rovnice pro aproximaci ¢éisla 7.

06

0.4

02

-14 -12 1 -08 -06 -04 -02 0
-0.2

-0.4

Obr. 1: Uréeni pievracené hodnoty zlatého fezu ¢~ pomoci jednotkové para-
boly

Pripomenme, Ze zlaty Tez je ¢islo, které oznacuje pomér, kdy se usecka
déli do dvou casti takovym zptisobem, Ze pomér celé tsecky vici jeji
vEtSi Casti se rovnd poméru veétsi ¢asti k té mensi [2]. Postup nalezeni
prevracené hodnoty zlatého Fezu je naznaden na obr. [I] Jestlize oznacéime
[, 0] priseéik pfimky h a osy z, pak ma pfimka h rovnici

y:l—f.
2
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Priisecik piimky h a paraboly ziskdme porovnanim jejich rovnic

1-22=1-2,
P

kde po zjednoduseni je
z(pz —1) =0,

dale

1 =0,20 = —.
¥

Podrobny popis konstrukce prevracenych hodnot pomoci jednotkovych
kuzelosecek (kruznice, paraboly a hyperboly) 1ze nalézt napft. v [8, @ [10].
Pro tuplnost dodejme, Ze ¢iselnou hodnotu zlatého fezu ziskdme z feSeni
rovnice

Tr+y x

)

T Y
kde z,y (z > y) jsou casti tsecky o délce = + y. Pokud dale poloZzime
y = 1, pak po zjednoduseni dostavame rovnici

2 —r—1=0, (4)

pro jejiz kofeny plati

1++5

Ti2 = .
2

Zlatym Tezem ¢ je kladny kofen

prevracenou hodnotou pak

P ALt (0

Odvozeni vzorce pro vypocet hodnoty ¢isla 7

V této sekci odvodime vztah pro vypocet &isla 7, ve kterém vyuzi-
jeme vySe uvedenou konstrukci prevracené hodnoty zlatého Fezu. Vy-
chodiskem pro nase dalsi avahy tedy bude situace znazornéna na obr. [Ij
kterou postupné vhodné doplnime (obr. 2).
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: z
14 -12 f1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 12 14 1648 2 22
02 14 v
-04f R

Obr. 2: Geometrickd situace pro odvozeni vzorce v rovnici (9

Piimka k, ktera je kolmici k p¥imce h v bodé Pp~!;p~!], protina
osu y v bodé R. Podle véty uu plati, ze

AVRP ~ AVFO,

a tedy
a=|XOFV|=|XVRP|.

Pokud dale doplnime pfimku g = %, pak lze snadno ovérit, ze v troj-
thelniku POR pro souéet vnit¥nich thla «, 5 plati

T=ath, (7)

nebot piimka g je uréena rovnici y = x.
V trojihelniku V FO pro thel « plati
1
tga = —, 8
" (8)
a dale a = /4 — B, tj.
T
t =t (f — )
ga=tg(;—f
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Pouzitim souctového vzorce pro funkci tangens dostavame
(7 B 5) tg(m/4) — tg B
1+ tg(n/4)tg B’

porovnanim s rovnici dale

tg(n/4) —tgB 1

1+tg(n/4)tg B o

a po zjednoduseni s vyuZitim tg(w/4) = 1

p—1
t = —.
gf p+1
Pouzitim funkce arkus tangens pro velikost thli «, 5 dostavame

1 p—1
a = arct (—), = arct <7>,
e g el o1

a dale po dosazeni do rovnice ([7))

us p—1
— = arct ( )+arct (7) 9
1 el e\ o1 (9)
Z posledniho vzorce je zfejmé, Ze tento zavisi pouze na hodnoté zla-
tého Fezu . V této chvili se vratime k rozvoji funkce arkus tangens do
nekone¢né fady (), kde po dosazeni za x = 1/, resp. & = (¢—1)/(p+1)
postupné dostavame

1 11 1 2 (—1)Rt 12k
tg()=c—sgtrs— = i(f) ,
arctg %) %) 3@3—’_59@5 I;Zk—l
-1 —1 1l7p—1\3 1/p—1
o (557) = 51 -5 (550) 5 (55 -
p+1 p+1 3\p+1 S\p+1
— (D) i — 121
_k=1 2k — 1 (<p+1) ’

a dale po dosazeni do rovnice @

722(2—;)71 ( )2k 1+Z - (gﬂri)qu. (10)

k=1 k=1
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Souéet ¢lenit nekoneénych fad v poslednim vzorci pro k — oo se blizi
(konverguje) k hodnoté 7/4, nebot

H< /\“p ‘<1

tj. ob& nekoneéné rady jsou konvergentni.

Vypocet mizeme provést napi. podle nize uvedeného kodu MATLAB
(GNU Octave), pfi vypoctu nastavime pomoci parametru n pocet s¢ita-
nych ¢lent v nekoneénych fadach.

p = (1+sqrt(5))/2;
arctanl = 0;
arctan2 = 0;

= 20;
output_precision(16);
for k = 1:n

s = (-1~ (k-1);

arctanl = arctanl + s/((2xk-1)*p~(2xk-1));
arctan2 = arctan2 + (s*(p-1)~(2xk-1))/((2xk-1)*(p+1)~(2%k-1));
value = 4x(arctanl + arctan2);

end

V nize uvedené tabulce [1| jsou uvedené spravné desetinné pozice &isla
7 pro vybrané hodnoty n vypoctené podle rovnice ((10]).

n  Sprdvné desetinné pozice

5 3,14
10 3,1415
15 3,1415926
20  3,141592653
25  3,141592653 5
30 3,141592653589 7
35 3,141592653 589 793

Tabulka 1: Vypocet hodnoty ¢isla 7 vyuzitim rovnice pomoci programu
MATLAB (GNU Octave)
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Kovové praméry

Kovové priméry byly popsany v knize [IT] a dale v ¢lanku [12] Verou
de Spinadel jako zobecnéni pojmu tzv. zlatého Fezu. Jestlize do rovnice
doplnime k linearnimu ¢lenu jako parametr koeficient p tak, ze p € N,
pak ziskame rovnici ve tvaru [11], 12]

22 —pr—1=0, (11)
pro jejiz koFeny plati
+/p?+4
11 = PV (12)

Kovovym primérem o, je kladny kofen rovnice , tj.

_ptVpPt+4 (13)
B E—

P

Volbou parametru p = 1 ziskdme vySe zminény zlaty fez (zlaty primer),
pro volbu p = 2 dostaneme tzv. stFibrng primeér

2
+2\/§:1+\/§7

pro volbu p = 3 pak tzv. bronzovy primeér

3+ V13
ang.

g9 —

Ackoliv jsme vzorec v rovnici @[) odvodili pouzitim zlatého fezu ¢, po-
uziti sou¢tového vzorce pro funkei arkus tangen

n 1 ~1 e
1= arctg (—)Jrarctg (L—Fl) = arctg (m) = arctg 1 (14)
4 4 Y et

ukazuje, ze rovnost je splnéna pro libovolné kladné realné ¢&islo, které
dosadime za ¢. Pokud nyni pfepiSeme rovnici @, kde polozime ¢ = o),

1 -1
% = arctg (—) + arctg (Up ), (15)

Op op+1

pak muzeme porovnat vykonnost vzorce pii aproximaci hodnoty ¢isla 7
pro prvni tfi kovové prameéry.

Darctgu + arctg v = arctg fj}’v, uv # 1
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n =10 n =15 n = 20

Zlaty prameér 3,1415 3,141 5926 3,141 592 653
stribrng pramér  3,14159265 3,1415926535 3,141592653 589793
bronzovy prumér 3,141 592 3,141592653 3,141 592653 589

Tabulka 2: Porovnani vybranych kovovych pramért pii aproximaci hodnoty
&isla 7 (uvedeny jsou spravné desetinné pozice)

Tabulka [2| ukazuje, Ze pro dany pocet ¢lenii nekonecné fady ziskame
rizné rozsahy spravnych desetinnych pozic ¢isla m v zévislosti na pouzité
hodnoté kovového priaméru. Tabulka[2]soucasné naznacuje, Ze se vypocet
pouzitim vzorce blizi hodnoté ¢&isla m nejrychleji pro sti¥ibrny fez.
Rigorozni dikaz platnosti této domnénky by bylo mozné ziskat pouzitim
postupu, ktery je uveden v ¢lanku [5]. Zminény postup by rovnéz ukazal,
ze stiibrny fez pfedstavuje pro aproximaci nejlepsi moznou volbu mezi
kladnymi redlnymi ¢isly a dale, ze vzorec je obdobné efektivni jako
vySe uvedeny vzorec Eulertuv.

V ¢lanku jsme odvodili pomoci jednotkové paraboly a s vyuzitim zla-
tého fezu vzorec umoziiujici aproximovat hodnotu ¢&isla 7. Obdobnych
vzorcl existuje celd fada a lze je shrnout pod oznacenim Machinovy
vzorce (Machin-like formulae). V literatufe popsané Machinovy vzorce
jsou v prevazné mife zalozené na pouziti racionélnich zlomku. Machinovy
vzorce obsahujici iracionalni zlomky se objevily pozdéji, napt. [6]

5 = 2mmcts () + avete ()
— = ZaIcC —_— arc — .
2 g\/i g\/g

Jistou souvislost lze rovnéz hledat v zajmu nejen profesionélnich mate-
matiki o néktera iracionalni ¢isla, jako je napft. zlaty fez, popf. v §irSim
pohledu tzv. kovové priméry. Jako ptfiklady muzeme uvést vzorce vyu-
Zivajici mocniny zlatého Fezu [3]

% = arctg (—) + arctg (—3>,
= 2ot () +orcts ()
— = 2arc — arc —
4 g o2 g o6
0 1 1
— = 3arctg (—3) + arctg ( ,)
4 @ ©°
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Zavérem lze konstatovat, ze je pomérné komplikované zjistit, zda je
urcity vzorec zcela novy, ¢i byl jiz diive ve stejné nebo obménéné podobé
v literatuie popsan. Zamérem piedlozeného ¢lanku nebyl oviem v prvni
fadé samotny vzorec, jako spiSe zpusob jeho odvozeni vychazejici v pod-
statné mitre z pouziti nastroji analytické geometrie a trigonometrie na
arovni dostupné stfedoskolskym studentim. Neméné dilezitym aspek-
tem bylo poukazani na spojitost mezi jednotkovou parabolou, zlatym
Fezem (a kovovymi priméry obecnd) a ¢islem m, ktera nemusi byt zda-
leka tak zfejmou jako tradi¢ni spojeni kruznice a &isla 7.
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Trojahelnikovy kulecnik
(podobnost trojuhelniki a analyticka geometrie)

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Mnohé z naSich prispévka jsou inspirovany specifickymi priklady z li-
teratury. Je totiz skoda nevyuzit piiklady zadané na raznych soutézich
a formulovat je obecné tak, aby pfispély k porozuméni souvislosti mezi
¢asto zdanlivé nesouvisejicimi problémy. Dnes v tomto duchu vyuZzijeme
tlohu uré¢it polohu bodu odrazu T a R pfi kuleénikovém strku z bodu S
do bodu K, ¢ bodu odrazu D pfi strku z bodu M do W, na trojuhelniko-
vém stole, jak ukazuji obr. 1 a 2. Zdtiraznéme, ze kule¢nikovy stil mé tvar
rovnostranného trojihelniku ABC'. PFfipomefime, Ze pii kazdém strku je
ihel dopadu na mantinel stolu roven thlu odrazu, jak obrizky znéazor-
fiuji. Tedy, na obr. 1 mame [XSTB| = [XCTR| a [XTRC| = |[XARK]|
a na obr. 2 plati X KTB| = |xCTS| a|XMDB|=|<CDW|.

C

A S K B

Obr. 1 Obr. 2

Véfime, Ze na zakladé feSeni téchto tloh a jejich specialnich piipadi se
pobavite i dal§imi podobnymi tlohami, které si muzete lehce formulovat.
Resme tlohu na obr. 1: Necht strana rovnostranného trojihelniku
ABC ma délku a. Dany jsou vzdalenosti |AS| = s, |AK| = k. Naleznéte
vzdalenost |BT| = t, tj. polohu bodu T, a |[CR| = r, tj. polohu bodu R.
Pripomefime, ze |XSTB| = [XCTR| a |[XTRC| = |[XARK|. Je jasné, ze
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uzitim analytické geometrie tak, jak je vyucovana na dnesnich Skolach,
je mozné tlohu fesit. Jde pouze o to, vyjadrit rovnice pfimek urcenych
useckami ST, TR, RK a ur¢it prusetiky s prislusnymi stranami troj-
thelniku ABC. Vypocéty lze ulehéit volbou ortonormalni soufadnicové
soustavy B = (0,0), C = (a,0), A = (%,GT\@) Ale i tak jsou vypo-
¢ty velmi komplikované. Proto vyuzijeme podobnost trojahelniki, jak
naznacuje obr. 3. V ném jsou oznaceny uhly a a (, které nés ihned do-
vedou k podobnosti trojiuhelnika AK R, BT'S a CTR. Odtud dostavame

rovnost zlomku

(1)

A S K B
Obr. 3

7 rovnosti dostavame
—rt = k(a — s) — at, rt = (a —s)(a—1),

se¢tenim 0 = (a —s)(k+a—t) —at, neboli 0 = (a— s)(a+ k) —t(2a — s),

a tedy

(a+k)(a—ys)
2a—s

(2)

t:
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V kombinaci s prvni rovnosti v dostavame po tpravéach také

_ala—k)+ks

a+k (3)

Zaznamenejme hodnoty ¢ a r v nasledujicich specialnich pripadech:
(i) Je-li s = 0, dostavame
f a+k 0 a(a—k).
2 a+k

(ii) Je-li k = a, dostavame

2a(a — s) s
t=— a r=-.
2a — s 2
(iii) Je-li k = s, dostavame
a2 _(a—s)*+as
 2a-—s N at+s

Popisme nyni strk S — T — K vyznaceny na obr. 2; tlohu si usnad-

N

tak obr. 4.
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Opét oznatme |[AB| = a, |AS| = s, |AK| = k a |BT| = t. Nyni
zvolime ortonormalni soufadnicovou soustavu tak, ze B = (0,0) a C' =
= (a,0). Potom A = (4, ‘“{)

Sestrojme na vysce AD body UaV tak, ze SU || BC a KV || BC. Je-
likoz |SU| = § a |[KV| = &, g,=8) v = (g, (=P8,
D = (%,0), atedy S = (450, 1=y ) = (a5k, @2RVE) - eliko
T:(t,O),mameQz( (a— )f) a proto P = ( 52%).

Ptimka urcena body P a T je popsana rovnici

méame U = (

_ (a —s)V3

—1).
2t—a+s(x )

JelikoZz bod K na této piimce lezi, dostavame pro t rovnici
(a—k)2t—a+s)=(a—s)(a—k—2t),
jejimZ TeSenim je

(a—k)(a—s).

t:
2a — k — s

Jelikoz je tento vyraz v zavislosti na k klesajici, je omezen hodnotami
pro k =a a k = 0. Pro dané s je tedy

- T 2a-—s
Pro s =0 je
t_a(a—k:)
T 22—k
Pro s = k dostavame
t_a—s
2

Tteti Glohu, karambol z pozice M do W, opét vyfesime ve vyhodné
volbé kuleénikového trojuhelniku, jak ukazuje obr. 5.
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B EFE DF C
Obr. 5

Opét zvolme ortonormalni soufadnicovou soustavu tak, ze B = (0,0),

C = (a,0), a tedy A = (%,2¢2). Necht D = (d,0). Dény jsou vychozi
pozice M = (p,q) a cilova pozice W = (u,v). Je tedy Q = (d,q) a
P = (2d — p,q). Smérnice pfimky dané body M a D se rovna opa¢né

smérnici piimky uréené body W a D, coz znamena, Ze

v q
u—d d—p’
odkud
g brtau
qg+v

Zde mozna nékoho ze &tenaiu prekvapilo, jak jednoducha byla Fe-
Senf druhé a tfeti ulohy. Hlavnim divodem je bezpochyby, v porovnani
s prvni dlohou, Ze se jedna pouze o jeden odraz od mantinelu (v bodé
T, resp. D). V obou pripadech bylo nutné, vzhledem k zadéani na obr. 2,
nostranného trojthelniku pro body lezici na stranach trojahelniku (jak
je tomu v druhé uloze) velice snadné. Ty jsou zde uréeny pomoci vzda-
lenosti od vrcholu trojuhelnika. Otoceni o —120° tedy v nasem znaceni
znamend, 7e trojuhelnik ABC se zobrazi na trojuhelnik BC'A. Po vy-
feSeni tlohy se vratime do puvodni situace otofenim o 120°. Situace je
zcela jednoducha.
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Ponékud jiny problém nastava v piipadé tieti tlohy. Jedna se opét
o otoleni (tedy rotaci) o —120° do polohy vyobrazené na obr. 5. Popis
tohoto zobrazeni je opét mozny nékolika zptsoby. Snadny postup najdete
napf. na strané 258 publikace [I]. Zvolime-li ortonorméalni souradnicovou
soustavu tak, ze A = (0,0), B = (a,0), a tedy C = (%, “7‘/5), potom je
obrazem bodu (g, k) bod

mo(a_9 M3 a3 gv3 h
2 2 2 72 2 2/

(g.h) =

Oznaéime-li D = (e, f), znamena to, Ze strk z pozice M = (p,q) do
pozice W = (u,v) je uréen piedpisem

PUv+qu T)@Jrﬁﬂ\f
a— ) = — — 37
2ig+0)’ T 2+
kde
,:g_g+q%§ __a/3 p/3 g
P=5 79T 5 17 2 2
__a u v\/§ __a 3 ux/g v
YT T YT 2 2

Zavérem jesté ukazme, Ze je mozné Fesit prvni ilohu postupem, ktery
jsme uzili pfi feSeni druhé tdlohy. K tomu ndm pomiize obr. 6, ktery
slouzi dvéma aplikacim, jak naznac¢uje znaceni bodi v zavorkach. V prvni
aplikaci volime

0<|CS|=s<a, 0<|BR|=r<a, |AT|=t,

atedy § = (43, ©50), R = (2552, 1), T = (1,0), Q = (1, “=57).
JelikoZ je Q stiedem tusetky SP, je P = (%T““,W) Rovnice
primky uréené body T a P je tedy

_(a-s)V3

vy= 2t —a+s

(z —1t).
Bod R lezi na této p¥imce a proto

V3 (a—s)V3(2a—r—2t)

2 2(2t —a + s) ’
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odkud dostavame tpravou

tj. po upravé vyraz (2)).

Obr. 7: EC || SF

Rocénik 98 (2023), ¢islo 4 37



MATEMATIKA

V druhé aplikaci, kdy volime znaceni
0<|CT|=t<a, 0<|BK|=k<a, |AR|=r,
dostavame naprosto stejnym postupem vztah

ala—t)
a+k—1t’

tj. vyraz (3).

Pridejme nakonec nékolik slov ohledné konstrukce bodu odrazu T', R
a D, jak je vidime na obr. 1 a 2. Ty jsou zcela jednoduché. Jak ukazuje
obr. 7, v druhé tloze postadi sestrojit rovnoramenny trojihelnik CRF
a bod odrazu T je priseéikem usecky F'S a strany BC'. Vztah t = | BT
plyne z podobnosti trojihelnika SBT a EBC. Podobné je tomu s kon-
strukef bodu D v tfeti tloze. Kombinaci této konstrukce potom nachéa-
zime body T a R v prvni tloze zcela bezprostfedné, jak ilustruje obr.
8.

Zakon¢eme tulohou: Odvod'te vzdalenosti ¢t = |BT| a r = |CR|, tj.
a , uzitim této konstrukce.

Obr. 8
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Licha ¢isla ve zlomcich jesté jednou

Pavel Tlusty, Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budéjovice

Cilem prispévku je ukazat jednoduchy zpusob s¢itani posloupnosti
po sobé jdoucich lichych ¢isel. V ¢lanku [I] se takové identity dokazuji
manipulativng, tj. upravou prislusnych algebraickych vyrazi (koneénych
sum po sobé jdoucich lichych ¢&isel). Podivejme se nyni, jak lze tytéz
identity (a mnohé jiné) zdivodnit pomoci vhodného obrazku.

V ¢lanku [I] jsou postupné dokazany nésledujici identity:

1:1+3=1+3+5=...: v (2k—1) _1 1)
3 547 T49+11 iim-l(?k_l) 3’

1 _ 1+3 - _ > ohe1(2k 1) :1 (2)
3+5 5+7+9+11 Ziin—&-l(Zk_l) 8’

1+3 1+3+5+7 m2k—1) 4

5 9+ Ty (%k—1) 5 3)

143+5+7+9  1+43+...4+19
11+ 13 T 214+23+254+27 T
(2k—=1) 25

= n YN
k=5n+1(2k - 1) 24

(4)

Ukazme si, jak lze pomoci obrazku ovéfit jejich platnost.

Jiz od starovéku je znamo, ze
14+34+54+7+ -+ (2n—1)=n% (5)

Platnost 1ze prokazat mnoha zptisoby. PouZzijeme zdtivodnéni, které
uvadél jiz fecky matematik Nicomachus (60-120). Na obr. 1 vidime, jak
postupnym ,,zalamovanim® jednotlivych sloupci z levého obrazku, do-
staneme soucty prvnich péti lichych ¢isel.
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®
®
@IO),
@O
OD® 2
O0® 3
OeD® 5 DO®
@e0O® 0o OO0
OOODO® 0 066
1+3+5+7+9 1+3=22 143+5=232
52
4 ©0OO®
OOO@ QOO
Ol00 @, DOOD®
006 o, ©l06/@,0]
0©.6,0 06060

1+3+5+7=4> 1+3+5+7+9=52
Obr. 1: Zdtavodnéni rovnosti (b))

Podobné zduvodnime identity 7. V rovnosti (1)) je v kazdém ¢ita-
teli stejny pocet s¢itanci jako ve jmenovateli. Hledame tedy podil soucttu
¢lenti dvou stejné dlouhych koneénych posloupnosti. Proto délime strany
kazdého c¢tverce na dvé poloviny. Platnost je zfejméa z nasledujiciho
obr. 2 (soufet prvnich n lichych &sel je vyznaden modie, soucet nasle-
dujicich n lichych ¢isel je vyznacen ¢erveng).

1+3+5 1
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V rovnostech , resp. 7 je v kazdém citateli resp. jmenovateli dvoj-
nasobny pocet s¢itanci nez ve jmenovateli resp. Citateli. Strany kazdého
¢tverce tedy budeme délit na tii stejné ¢asti. Platnost rovnosti vy-
plyva z obr. 3:

1+3+5 1

. 000000000
121 000000000

9/00/0/00NNC 0000000

1 000000  OO00OOOOOO

OO0000  OOOOOOOOO

000 0OO00000 OOO0OOOOO0

000 000000  OOOOOOOOO

OO0 0OOOO000O OCOOOOOOOO
Obr. 3

zatimco zduvodnénim rovnosti je obr. 4:

1+3+5+7+9+11_4

00000000
1+3+5+7 _4 OO0 000 000
000000000
0000000000000

1+3_4 O00000 OOOOO00 0000
5 5 000000 OOO0000 000
000 OO00000 OO0 OO0
000 000000 O0OOOOO0 0000
OO0 OOOCOO00 OOOOOO OO0

Obr. 4
V rovnosti je pomér poctu séitancu v Citateli a jmenovateli 5 : 2.

Proto budeme kazdy ¢tverec rozdélovat na ¢tverecky 7 x 7, viz obr. 5,
ktery zaroven ukazuje, pro¢ je uvedena rovnost pravdiva.
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1+3+..+19 25

0/0/0/0/0/0/0/0/0/010/0/00)
e/0/0/0'0/e/0/0/00l0'0/0'0)
e/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/000)
o/e/0/0/0/e/0/0/00l0/0/0'0)
Ciiisiao e OOOO0000OOO000
14325274925 30000000000000
0000000 0000000000000
5/0/0]0/0.0/0JIN0/60/0/0/0/0/0/0/0/0/00'6
s/e/es/0}0.cllNe ¢l0/0/0/0l0/0/0l0/0/0/0'0

0000000 0.0/00/0/0/0.00/0/000.0)
0000000 0000000000000
Q000000 ©OOOOOOOOOOOO0
CO00000O 0000000000000
Obr. 5
Jiné ,vybarveni* ¢tverecku ve ¢tverci 7 x 7 vede napt. ke zlomktim 4—18,
%, %, %, ¢imz dostaneme identity:

1 B 1+3 o
34+54+7+94+11+13 5+7+...+25+27

k(-1 1

Y k-1 48

1+3 B 14+34+5+7 o
5474+94+114+13 9+11+...4+25+27
Oy @k-1) 4
- ™n - ’
Zk:2n+1(2k_1) 45
1+3+5 1+3+...+11

7+9+114+13 13+16+...+25+27
Sot(2k—-1) 9

ZZi3n+1(2k - 1) 407

1434547  14+3+...+17 S"(@2k-1) 16
9411+ 13 _19+...+25+27_"'—ZZZ%H(%_U_33'
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Analogickym zptsobem je moZné odvodit celou Fadu dalsich (i mno-
hem komplikovanéjsich) identit, jejichz dikaz obvyklym zpisobem (for-
mélni tpravou koneénych sum) by byl pracny a zdlouhavy.

Poznamenejme jests, Ze v [2] najdeme jiné zdtvodnéni rovnosti (),
které vychazi z obr. 6.

©,
0606 ee
©) ® &EE ® @
e OO ®OOO® m mm ® @O

Obr. 6

Ctenaf si muze vyzkouSet, jak by zdivodnil vySe uvedené identity
pomoci takovych ,trojuhelnikovych®“ obrazku.

Literatura
1] Cerfianova, V.: Neparne ¢isla v zlomkoch. Rozhledy matematicko-fyzikding,
roé. 98 (2023), &. 2, s. 1-6.

[2] Nelsen, R. B.: Proofs Without Words. The Mathematical Association of
America, Washington, 1993.

Zobecnéni kritéria délitelnosti tremi a deviti

José Marcial Ndajares Romero, ZS Gutova Praha 10
Kritéria délitelnosti daného pfirozeného ¢isla n prvocislem 3 & Cis-
lem 9 jsou znama jiz ze zékladni gkoly:

Véta 1. Cislo n, zapsané v desitkové soustave, je délitelné tremi (deviti)
pravé tehdy, kdyz je soudet vsech jeho cifer délitelny tiremi (deviti).

Tedy, je-li
n=ap-10° +ap_1-10" "1+ +ay - 10 + ao, (1)
pak n je délitelné tfemi (deviti) praveé tehdy, kdyz soudet Zf:o a; je
délitelny t¥emi (deviti).
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Piiklad 1. Cislo n = 781 260 je délitelné tiemi, ale neni délitelné deviti,
protoze soucet cifer je roven 7+8+14+246+0 = 24, coz je ¢islo délitelné
tfemi, ale nikoliv deviti.

Tento postup 1ze zobecnit pro libovolné prirozené délitele d &isla n
vyuzitim eukleidovského déleni.

Véta 2. Necht d je pFirozené c¢islo a t je celé nezdporné cislo. Pak exis-
tuj? jednoznacéné dand celd c¢isla q; a ry tak, Ze

100 =d-q+r,, 0<r<d. (2)

Odtud jiz vidime, Ze n s desitkovym zapisem miZe byt zapsané ve

tvaru:
k k

k
n:Zat-(d~qt+rt):d-Zat-qt+Zat~n. (3)
t=0

t=0 t=0

Dostavame tedy tvrzent:

Véta 3. Cislon s desitkovym zdpisem je délitelné prirozenym cislem
d prdvé tehdy, kdyZ je cislem d délitelny soucet

k" Tk + Ag—1Th—1 + -+ a1 71+ ag - ro, (4)
kde ry je definovdno v pro 0 <t <k.

Uved'me si rovnou jestd vylepSenou variantu kritéria z véty [3] Tvrzeni
plyne ze stejnych argumentii jako vySe, jen si navic musime uvédomit,
7e 10t =d-q+1r < 100 =d- (¢ + 1)+ (r; — d).

Véta 4. Cislo n s desitkovym zdpisem je délitelné cislem d prdvé
tehdy, kdyz je cislem d délitelny soucet
ag T+ ag—1-rh_q+ - +a-ry +ao-rg, (5)

kde pro 0 <t < k je ry definovdno v arf=ry neborf =ry—d.

e Prod =3 ad=9jsouvsechna r, = 1 a kritérium je velmi uzitecné.
e Prod =11 mame r, =7r; =1 prosuda t ar. = 10 a r; = —1 pro
licha ¢. Pouzitim véty [4 dostavame kritérium, které se vyucuje ve
gkole: ¢islo n je délitelné 11 prdvé tehdy, kdyzZ rozdil souctu cifer
na lichych mistech a souctu cifer na sudych mistech je délitelny 11.
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Piiklad 2. Cislo n = 781264 je délitelné 11, protoze —74+8 —1+
+2—6+4 =0 je ¢islo délitelné 11.

e Prod="T7je

t |6s|1+ 652+ 6s|3+6s|4+ 6s|5+ 6s

Tt

—_
w
DO
D
e~
ot

—
w
[N}

I
—_
|
w
|

0

*
Tt

kde s =0,1,...

Porovnejme aplikaci kritéria pro délitelnost sedmi z véty [3|a véty [

Priklad 3. Necht n = 1865 654. Podle véty [3]je n délitelné sedmi,
pravé kdyz je ¢islo1-14+8-54+6-4+5-6+6-2+5-3+4-1 =126
délitelné sedmi, a to délitelné je: 126 = 18 - 7. Podle véty [] je n
deélitelné sedmi, pravé kdyz je ¢islo1-1+8-(=2)4+6-(-3)+5-
(=1)4+6-2+5-3+4-1= -7 délitelné sedmi. Snad je tedy jasné,
v ¢em spo¢iva vyhoda véty [4] zejména pro poéitani v ruce: zbytky
r; sl muzeme volit tak, aby r > |rf].

Priklad 4. Ukazat pomoci véty [] délitelnost sedmi mize byt
zdlouhavé. Uvazujme n = 6231887919 328 651 846. Ukazat, ze n
je délitelné sedmi, znamenéd podle véty [4 ukdzat, ze je délitelné
sedmi ¢islo
6:-1+2-(-2)+3-(-3)+1-(-1)+8-2+8-3+
+7-14+9-(-2)+1-(-3)4+9-(-1)+3-24+2-3+
+8146-(-2)+5-(-3)+1-(-1)+8-24+4-34+6-1=35.

tj. ve tvaru
n=06-10'% + 231887 -10'2 4+ 919 328 - 10° 4 651 846,

a vyuzit faktu, Ze ¢éislo 10 — 1 je délitelné sedmi pro viechna
s ==20,1,2,... Cislo n je tedy délitelné sedmi, pravé kdyz je
délitelné sedmi ¢islo 6 + 231887 + 919328 + 651846 = 1803 067.
Opét aplikujeme stejné kritérium a méame, Ze n je délitelné sedmi,
pravé kdyz 1 + 803 067 je délitelné sedmi. A tim dostaneme ¢islo
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o Sesti cifrach 803 068, které je podle véty [4] délitelné sedmi, pravé
kdyz 8- (—=2)4+0-(=3)+3-(—1)+0-2+6-3+8-1 =7 je délitelné
sedmi.

Vyhodné je rovnéz zapsat ¢islo n v soustavé o zakladu 103:
n =6-101%4231.10*°4+887-102+919-10+328-10°4+-651-10> +846.

V tomto piipadé vyuzijeme fakt, Ze &islo 103% — 1 je délitelné sedmi
pro s sudé a &islo 10%¢ +1 je délitelné sedmi pro s liché. Dostavame
tudiz analogické kritérium jako pro délitelnost 11 pro &islo v desit-
kovém zéapisu. Stadi zkontrolovat, Ze je délitelny sedmi soucet cifer
se stfidavymi znaménky:

6+231(—1)+887+919(—1) + 328 + 651(—1) + 846 = 266 = 38- 7.

Uloha 1. Stejné jako jsme urcovali délitelnost &sla prvoéislem 7, roz-
hodnéte, zda ¢islo n = 47318800 193 208 050 806 je délitelné 13. Pozna-
menejme, ze v tomto pfipadé je ry = 1 prot = 6s, ry = 10 pro t = 1+46s,
r=9prot=24+6s,r, =12prot =3+6s,m =3 prot =4+406s a
re =4prot=>546s,kde s=0,1,...

Nyni jsme pfipraveni popsat obecné postup, ktery vyuziva rozdéleni
desitkového zapisu ¢isla na ,,bloky*, tj. zapisu ¢isla n v soustavé s vhod-
nym zakladem 10°.

Necht b je pfirozené &islo. Zapisme &islo n v soustavé o zakladu 10°

n=By-10* + B, -10%~DVb 1 ...+ B, . 10° + By, (6)

kde By € {0,1,...,10° — 1} pro 0 < t < k, tedy B; ziskame nasekdnim
desitkového zapisu n z na bloky o b cifrach.

Priklad 5. Jak jsme jiz vidéli, napt. n = 6231887919328651 846 ma
zapis v bazi 10 roven n = 6-108 +231 887-10'2 4919 328-10° 4651 846.

Pro ¢t > 0 definujme eukleidovskym délenim r;:
10°=d-¢+r, 0<r <d. (7)
Tim jsme pfipraveni formulovat slibované tvrzeni:

Véta 5. Necht b € N. Cislo n s desitkovym zdpisem je délitelné
prirozenym cislem d prdvé tehdy, kdyz je d délitelny soucet

By -rg+ Bg—1-Tk—1+ -+ B1-r1+ Bo - 1o,
kde ¢isla By a1y pro 0 <t <k jsou definovina pomoct @ a .
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Diikaz. Stali n zapsat s vyuZzitim ve tvaru
k

k k
n=3 B (d-q+r)=d- > Bi-a+d Bir.
t=0 t=0

t=0
Pak je zifejmé, ze n je délitelné d, pravé kdyz Zf:o B, -y je délitelné d.

Pouzit{ jsme ilustrovali v prikladu 4 kdyZ jsme &islo n zapsali v bazi
106, resp. 103.

Diilezity je specialni pifpad, kdy r; = 1, tj. 10® — 1 je délitelné d.
Dosazenim 2 = 10° v rovnosti

- l=(—-1) ("2 )

odvodime, ze r; = 1 pro kazdé ¢t € {0,1,...,k}, a tedy miZeme formu-
lovat nésledujici dusledek.

Dausledek 6. Jestlize se zbytek r1 ve vété[5 rovnd 1, pak ¢islo d déli n
prdavé tehdy, kdyz d déli soucet cifer Ef:o B;.

Uloha 2. Dokaite, ze ¢islo n = 102345678 987654 321 je délitelné 17.
Pro b = 16 dostaneme aplikaci dusledku [6} 17 déli n, pravé kdyz 17
deli 10 + 2345678987654 321 = 2345678987 654331 =: ny. Ctenafi
doporucujeme pro ovéieni délitelnosti nq ¢islem 17 aplikovat vétu [5] pro
b = 4, pripadné opakované.

Zavérem poznamenejme, Ze pro kazdé prvocislo d # 2 a d # 5 existuje
b tak, ze d déli 10° — 1, tj. 1 = 1. Mala Fermatova véta zarucuje, Ze
takové b < d — 1 existuje, protoze d déli 109~! — 1. Opakovanou aplikaci
véty o] 1ze tedy prevést problém délitelnosti libovolného pFirozeného Eisla
prvocislem d na délitelnost ¢isla, které ma nejvyse d — 1 cifer. Poté je
vhodné aplikovat vétu [5| pro néjaké vhodné mensi b, piripadné rovnou
vétu[d] Prave tak jsme postupovali v prikladu [

Pro dalsi zajimavosti k tématu délitelnosti doporucujeme ¢lanek [IJ.

Podé&kovani

Velké podékovani patii redaktorim Rozhledi za jejich kone¢nou upravu
¢lanku, predevsim za jejich formulace definic a tvrzeni.

Literatura

[1] Slavik, A.: Méné znaméa kritéria délitelnosti. In: Rozvijeni matematické
gramotnosti na stiednich Skoldch II. MatfyzPress, Praha, 2019, s. 93-102.
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Kritérium délitelnosti sedmi

Tentokrat kol pro ¢tenafe souvisi s ¢lankem Josého Marciala Naja-
rese Romera: Zobecnéni kritéria délitelnosti tremi a deviti (strana [43)).
Konkrétné mame pro étenare za tukol:

Dokazte ndsledujici kritérium délitelnosti sedmi!

Vé&ta. Necht'n je piirozené ¢islo s desitkovgm zdpisem (agag—1 ... a1ag),
tj.

n=ag-10F +ap_1-10* T4+ +ay - 10 + ao,
pak n je délitelné sedmi prdavé tehdy, kdyz m —2aq je délitelné sedmi, kde
m je ¢islo s desitkovgm zdpisem (agag—1 ...a1).

Priklad. Pouzijme kritérium délitelnosti sedmi. Cislo 976 781 260 je dé-
litelné sedmi, pravé kdyz je sedmi délitelné &islo
97678126 —2 -0 =97 678126.
Pouzijeme kritérium znovu. Cislo 97678126 je délitelné sedmi, pravé
kdyz je délitelné sedmi
9767812 —2-6 =9767800.
Znovu pouzijeme kritérium: 9 767 800 je délitelné sedmi, pravé kdyz je

délitelné sedmi 976 780, a to je délitelné sedmi, pravé kdyz je délitelné
sedmi 97678. A to je délitelné sedmi, pravé kdyz je délitelné sedmi

9767 —2-8=9751.

A to je délitelné sedmi, pravé kdyz je sedmi délitelné 975 — 2 -1 = 973.
A to je délitelné sedmi, pravé kdyz je délitelné sedmi 97 — 2 -3 = 91.
A to je délitelné sedmi, pravé kdyz je délitelné sedmi 9 —2-1 = 7. Jelikoz
vysledek je délitelny sedmi, je sedmi délitelné i ptivodni ¢islo 976 781 260.

A jesté navazujici ukol: Vymyslete néjaké vlastni Sikovné kritérium
délitelnosti sedmi!

' EEEE

Minule méli ¢tenafi za tkol vysvétlit, pro¢ najde Mafenka i Jenic¢ek
v nasledujici hie poklad.
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Na louce je lipa a javor, vzdalené od sebe 30 metrt. Instrukce jsou
nasledujici:

Zaujmi libovolné misto.

Z tohoto mista vykro¢ p¥imo k lipé.

Tam se oto¢ doleva o 90° a piimocafe pokracuj v chizi, az dosahnes
vzdélenosti rovné vzdalenosti vychoziho mista od lipy.

Toto misto ozna¢ kolikem.

Vrat se do vychoziho mista.

Odtud vykro¢ piimo k javoru.

Tam se oto¢ doprava o 90° a pokracuj v chtzi, az dosdhne§ vzda-
lenosti rovné vzdalenosti vychoziho mista od javoru.

Toto misto oznaé kolikem.
Poklad naleznes na ptlicim bodé tsecky spojujici oba koliky.

Jenicek a Mafenka si vybrali dva rtizné vychozi body. Pfesto nasli
poklad oba dva. Jak je to mozné?

Reseni:

Uloha je adresovana zakladnim $kolam. Jednoduchy rozbor tlohy dava
okamzité elementarni feSeni dostupné zékam téchto skol. Nasledujici ob-
razek situaci ilustruje (viz téz: https://www.geogebra.org/m/eddqnpgr
nebo https://www.geogebra.org/m/sfzyhdm2).

Vychozi misto
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Na obrazku jsou vyznaceny 4 pravouhlé trojihelniky: Trojahelniky
LY X a UU'L jsou shodné, nebot ramena thli SULU’ a <LXY jsou
na sebe kolmé a délky stran LU a XL se rovnaji. Ze stejného divodu
jsou shodné trojahelniky JXY a V.JV'. Proto

ILU'| = |XY| = [V'J]],

odkud L
|LM| =|JM| = §|LJ\

1 1 1
MP| = S(UU|+ [VV')) = S(LY] + |7Y]) = 5|LJ]

Stiedoskolaci se znalosti zakladi analytické geometrie mohou tlohu
vyfesit nasledujicim zptisobem.

Bez Gjmy na obecnosti ozna¢ime soufadnice lipy L = (0,0) a javoru
J = (d,0). Vychozi bod je X = (z,y). Otocit se doleva o 90° u lipy a jit
od ni stejnou vzdalenost znamené pric¢ist k L vektor kolmy na X — L a
stejné velikosti jako X — L. Tim se dostaneme do bodu

U=1(0,0)+(y,—x) = (y, —x).

Podobné otocit se doprava o 90° u javoru a jit od néj stejnou vzdalenost
znamend, pric¢ist k J vektor kolmy na X — J a stejné velikosti jako X — J.
Tim se dostaneme do bodu

V=(d,0)+(—y,z —d)=(d—y,z — d).
Poklad lezi na puli cesty mezi U a V', coz je bod o soufadnicich

U+v 1
2 2

(5, 2) + (d — 9,2~ d)] = 1 (d, ~d).

Stiedoskolaci se znalosti komplexnich &sel mohou vyuzit faktu, Ze
nésobeni komplexni jednotkou i znamené otoceni roviny kolem bodu
(0,0) 0 90° v kladném smyslu, viz nize.

ReSeni Pavla Pokorného, ¢lena redakéni rady:

Situaci v roviné lze popsat komplexnimi ¢isly. Rozdil A — B dvou
komplexnich ¢isel je komplexni &slo, které vyjadifuje krok (posunuti,
translaci, vektor) od bodu B do bodu A. Vynasobeni kroku komplexni
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jednotkou i oto¢i tento krok o 90 stupnti proti sméru hodinovych rucicek,
vynésobeni ¢islem —i oto¢i o 90 stupiit ve sméru hodinovych rudicek.

Ozna¢me vychozi polohu komplexnim ¢islem X, polohu lipy &islem L
a polohu javoru ¢islem J. Krok od lipy do vychozi polohy je X — L. Tento
krok oto¢eny o 90 stupiii ve sméru hodinovych rucic¢ek je —i(X — L).
Kdyz tento krok udélame od lipy, dostaneme se do bodu L —i(X — L).
Podobné kdyz ptijdeme od javoru dostaneme se do bodu J +1(X — J).
A piilici bod tsecky spojujici oba koliky je

L-i(X-L)+J+i(X-J) L+J .L-J
= —|— 1 5
2 2 2
tedy bod, do kterého se dostaneme, kdyz ze stfedu tsecky L.J ptjdeme
kolmo s délkou kroku polovina této tsecky, nezavisle na vychozim bodu X.

* ko ok ok 3k

SKALARY A VEKTORY

Jednou vecer, kdyZ na gauci
sektorovém,

pFremital jsem o prostoru
vektorovém

a mocné jsem nad problémem
namdhal svij um,

pohled se mi svezl ndhle

na akvdrium.

V jeho voddch zcela jako

na potvoru

nebyla praZddnd stopa

po vektoru,

skaldry tam jenom

v hejnu plavaly,

vektorové rozjimdni
ignorovaly.

Od té doby netajim se
ndzorem:

Akvdrium je skaldrnim
prostorem!

Emil Caldd)]

) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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Joseph Fraunhofer (1787-1826) — zkoumanim
spektra otevrel cestu k poznani slozeni hvézd

Frantisek Jdchim, Zdkladni skola Dukelskd, Strakonice

Abstrakt. Clanek pojednava o Zivots a dile némeckého fyzika Josepha Fraunho-
fera. Pfedmétem jeho védecké ¢innosti bylo studium svételného spektra. V ¢lan-
ku jsou uvedené nékteré metody, jimiz zkoumal svételné spektrum véetné sché-
mat technickych zafizeni, ktera k tomu ucelu zhotovil.

KdyZ porzitivisticky filozof Auguste Comte (1798-1857) uvadeél priklad
absolutni nepoznatelnosti, napsal, Ze nikdy nezjistime slozeni hvézd. Ob-
rovské vzdalenosti zaruc¢uji navzdy jejich nedostupnost, a jediné, co ndm
poskytuji, je jejich svétlo. Dnes vime, Ze se tento filozof mylil a jim pro-
neseny vyrok o této absolutni nepoznatelnosti se stal jesté za jeho zivota
nepravdivy. Cestu k tomu, co vSechno lze vy¢ist ze svétla hvézd, odkryl
bavorsky fyzik Joseph Fraunhofer.

Obr. 1: Joseph Fraunhofer (1787-1826)
Duha a ¢arovy kéd
Probleskne-li mezi destovymi mraky slunce, miZeme spatiit krasny

ptirodni jev — duhu. Vznika pii lomu sluneéniho svétla na vodnich kap-
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kach a vykresluje barevny oblouk po obloze. Na obr. |2| vidime dokonce
duhu dvojitou. Pro¢ a jak vedlejsi duha vznika (je v ni opa¢né poradi
barev), necht nas ¢tenaf vnima jako moZnost uplatnit svoji zvidavost.

Obr. 2: Hlavni a vedlejsi duha — vysledek lomu sluneéniho svétla na kapkach
vody

Na cesté k zivotu a dilu Josepha Fraunhofera si jesté prohlédnéme
jinou docela oby¢ejnou véc, jakou je ¢arovy kod na obalu témér kazdého
vyrobku (obr. [3).

Obr. 3: Cérovy kéd na obalu kakaa

7 jedine¢ného usporadéani rovnobéznych ¢éar pre¢te laserova ¢tecka
u pokladny, Ze jde pravé o kakao, a pokladna zobrazi jeho cenu. A jak
spolu duha a ¢arovy kod souviseji? Vratme se k fyzice. Na obr. [ je spek-
trum bilého svétla ziskané rozkladem po prichodu sklenénym hranolem.
Je slozeno z fady barev, které plynule pfechéz{ jedna v druhou. Pii po-
drobnéjsim pohledu na toto spektrum bychom zjistili, Zze jsou v ném
jakési kazy, uzké temné cary.
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barvy
fialova modra zelena Zluta oranzova cervena

Obr. 4: Spojité spektrum

Jak vznikaji ve spektru éary

Vznik Car ve spektru si muZzeme v jednoduchosti vysvétlit pokusem
podle obr. [5] Bilé svétlo ze zdroje nechame prochazet plynem, napiiklad
vodikem v balonku. Proslé svétlo rozlozime sklenénym hranolem a ve
spektru spatfime temnou ¢aru. To znamena, Ze plyn pohltil uréitou barvu
— presnéji konkrétni vlnovou délku svételného zafeni — a ostatni jim
pro8ly. Podivame-li se naopak na balének s plynem ze strany, spatiime
po rozkladu jeho svitu hranolem pouze pravé tu jednu ¢aru spektra,
kterou ze spojitého spektra zarovky plyn zachytil. V pravé ¢asti obrazku
méame na stinitku absorpéni spektrum plynu v balénku, v levé ¢asti je
jeho spektrum emisni. Protoze kazdy plyn vytvari pfi rozkladu svétla
jiny, a to jedineény systém spektralnich ¢ar, mizeme si vytvofit jakysi
vzornik spekter odpovidajici riznym plyntim a vyuzivat ho pro jejich
identifikaci.

Obr. 5: Vznik ¢ar ve spektru

Od sklarského délnika k fyzice

Joseph Fraunhofer se narodil v bavorském mésté Straubingu jako je-
denacté dité sklarského mistra. Smutny Zivot sirotka do jeho 14 let nesl
s sebou téméf tplnou negramotnost. Prestoze nechodil do skoly, vyudil
se sklafem a dostal podifadné misto pomocnika v jedné sklarské dilné.
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Zde prozil velmi tragickou udélost: Kdyz se v roce 1801 sklarsky dum
najednou zfitil a pod jeho troskami nasla smrt vétsina sklafovy rodiny,
on sam jen shodou nahod pod troskami prezil.

Ve dvaceti letech zacal pracovat ve sklarské manufaktufe v hornoba-
vorské obci Benediktbeuern a pro svoje napady a zruc¢nost byl v letech
1807-1819 vedoucim vyroby. V dilné platil za nejvétsiho odbornika.

Sklo jako latka ho velice zajimalo a k poznani jeho moznosti se dal do
studia optiky a sklarské technologie. Zkoumal slozeni riiznych druht skel
— korunovych, flintovych a olovnatych — a hledal i rozdily v jejich optic-
kych vlastnostech. Dokonale ovladal vyrobu ¢ocek a nalezl i nové postupy
pfi jejich brouseni. Dokézal vyrobit velké sklenéné souc¢astky vhodné pro
dopracovani do ¢ocek a hranoli do optickych pfistroju. Pozdéji se stal
vyznamnym vyrobcem soucasti hvézdarskych dalekohledd.

Zkoumani spektra

Predehrou k Fraunhoferovu zkouméni svételného spektra byl roku
1802 objev anglického fyzika, chemika a krystalografa Williama Hyde
Wollastona (1766-1828). Ten si pii prohliZeni sluneéniho spektra v&iml,
ze v nékterych mistech jsou barvy prerusovany tmavymi ¢arami. Tento
jev nedokazal vysvétlit a ani se o néj dale nezajimal. To uz byla zalezitost
J. Fraunhofera. K bliz§imu zkoumani bylo tfeba mit spektrum kvalit-
Fraunhoferovym cilem bylo takové spektrum ziskat. Svételné spektrum
lze ziskat dvojim zpisobem — bud sklenénym hranolem, nebo optickou
miizkou. Oba zpusoby Fraunhofer pouzil a zdokonalil natolik, Ze mohl
spektrum velmi podrobné prohlizet.

Technicky zdokonalil spektrometr usporadanim podle obr. [6] Paprsky
ze zdroje nechal projit §té€rbinou a ¢ockou je rovnobézné usmérnil. BEhem
pruchodu sklenénym hranolem doslo k rozkladu svétla, ktery se projevil
na stinitku (pro jednoduchost jsou znézornény jen paprsky okrajovych
barev Gervené a fialoveé).

Cervena
fialova

Obr. 6: Schéma Fraunhoferova spektrometru
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Pro podrobné&jsi zkouméani temnych ¢ar si Fraunhofer spektrum roz-
§ifil postupem podle obr. [} Pied hranol A umistil zdroj svétla, ktery
postupné premistoval mezi polohami B a C. Ze vzniklého spektra Stér-
binou vybral vzdy tsek yE a podrobil ho dalsimu lomu v hranolu H
spektrometru. Dalekohledem pak prohliZel jednotlivé ¢asti spektra.

Obr. 7: Fraunhoferovo rozsifeni spektra

Roku 1814 objevil ve vodikovém spektru tii zékladni tmavé ¢ary —
po jedné v barvé cervené, modré a fialové. Brzy jich nalezl 11 a pii
podrobng;jsi prohlidce dokonce nékolik set. Kazdé ¢are prisoudil néjakou
hodnotu indexu lomu a zacal je vyuzivat jako stupnice. Dnes existuji
podrobné tabulky Fraunhoferovych ¢ar, které jsou rozmistény prakticky
po celém spektru.
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Jako lepsi nastroj nez hranol se k ziskini spektra ukazala difrakéni
miizka, jiz je Fraunhofer vynalezcem. Nejprve ji zhotovoval jako hustou
sit tenkych rovnobéznych dratkd, pozdéji se jako nejvhodné&jsi ukézal
systém hustych vrypi (az nékolik set na milimetru) do sklenéné desticky.
KdyZ misto hranolu vlozil m¥izku do spektroskopu (obr. , mohl pri
znalosti vzdélenosti dvou sousednich vrypi a zméfeni tthlu odchyleni
vypocitat vinovou délku jednotlivych spektralnich car.

A
T

Obr. 8: Chod paprski ve spektroskopu s optickou mfizkou
Na obr. [9 je pod spektrem uvedena vlnova délka v nanometrech.

ultrafialové modré 2Iuté Cervena infratervena

||| ||| N ||| T ||| ||| i ||| RN ||| ||1 [ || ||||||||||{|||||||||||
700

Obr. 9: Spektrum s Fraunhoferovymi ¢arami

Jak své pokusy zdokonaloval, mohl pozorovat stale vétsi pocet tma-
vych ¢ar — az dospél k poc¢tu 576. Fraunhoferovi bylo zfejmé, Ze rozmis-
téni temnych ¢ar neni nahodilé a Ze néjak souvisi s latkou, které je jejich
puvodem. Proto se jako vyznamné ukazalo principidlni odlieni spek-
ter jednotlivych zdroju. KdyZ Fraunhofer ziskal spektrum svétla Mésice,
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zjistil jeho identitu se svétlem slune¢nim. Zatimco spektra hvézd Pollux,
Capella, Betelgueze aj. vykazovala od slune¢niho jen nepatrné odchylky,
spektra Siria a Castora jiz byla zna¢né odlisna. Otazkou zustavalo, pro¢
tomu tak je.

Pokracovatelé

Podstatu Fraunhoferovych ¢ar objasnil Gustav Kirchhoff (1824-1887).
Roku 1860 objevil zdkon, podle n€hoz kazd4 latka pohlcuje svétlo takové
vlnové délky, kterou miize sama vyzarovat. Kdyz byl k dispozici Wilhel-
mem Bunsenem (1811-1889) zhotoveny hoiak davajici stalé svétlo, Ki-
rchhoff sypanim kuchynské soli do plamene vyvolal ve spektru plamene
Zlutou emisni dvojéaru (dublet) vzdy na stejném mists. Byla-li v pla-
meni jina latka, byly pii sledovani emisniho spektra ¢ary na jinych mis-
tech. Poloha téchto ¢ar definovala latku. Na obr. [10] je emisni spektrum
kadmia. Obracené vzato — budeme-li mit emisni spektrum prozatim ne-
znamé latky a bude-li se shodovat se spektrem uvedenym na obr. [0} pak
je neznamou latkou pravé kadmium.

cary
modré zelené cervené

Obr. 10: Spektrum s ¢arami kadmia

Bunsen s Kirchhoffem ve své laboratoti v Heidelbergu zjistili, ze tmavé
¢ary ve sluneénim spektru odpovidaji jasnym ¢aram spektra plamene, do
néhoz byly dopraveny atomy rtznych prvki. Podafilo se jim ke znamym
prvkim pfifadit spektralni ¢ary a o téch zbylych prohlasili, ze patrné
patfi dosud neznadmym prvkam.

Rozmisténi ¢ar ve spektru ¢tenafi jisté pripomene ¢arovy kod uvadény
v uvodu ¢lanku. Stejné jako ¢arovy koéd o zbozi poskytuje systém spek-
tralnich ¢ar fadu informaci o latkéach, jez jsou jejich piuvodem. A nejen
to, pfipadny posuv spektralnich ¢ar ve svétle hvézd poskytuje informaci
o sméru jejich pohybu. Jde o vyuziti tzv. Dopplerova jevu v astronomii.

Pomoci soustav ¢ar ve spektrech byly objeveny nékteré prvky — napft.
rubidium, cesium a indium. Jako zajimavost uvidime skute¢nost, ze
hélium bylo spektroskopicky prokazano roku 1868 nejprve na Slunci a
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teprve roku 1895 Williamem Ramseyem (1852-1916) i na Zemi. Prikop-
nickou préci v astrofyzice zapocal William Huggins (1824-1910), kdyz
pripojil k dalekohledu spektroskop.

Pristroje

Jak jiz bylo zminéno, J. Fraunhofer zhotovoval astronomické daleko-
hledy. Jeho velkym dilem je objektiv k zrcadlovému dalekohledu s pri-
mérem zrcadla 24 cm a ohniskovou vzdélenosti 4,3 metru pro hvézdarnu
v estonském Dorpatu (nyni Tartu). Jednim z dalekohledt zhotovenym
Fraunhoferem zmé&fil Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) v roce 1838
prvni paralaxu hvézdy. Jiny vyuzil zakladatel Pulkovské hvézdarny Fried-
rich Georg Wilhelm von Struve (1793-1864) k sestaveni katalogu 3110
dvojhvézd.

Prvni veli¢inou — a dlouho jedinou, kterou astronomové odpradavna
méfili — byla velikost dhlu mezi sméry k nebeskym objektim. Nejprve
Jakubovou ty¢i, nékdy v 16. stoleti sextanty, posléze dalekohledy s mik-
rometrickym nitkovym kiizem. Principidlné odlisnym zafizenim, s nimz
priSel J. Fraunhofer, je heliometr. Rozfizl objektiv dalekohledu na dveé
poloviny, kterymi bylo moZzné v roviné kolmé na smér pozorovani mik-
rometrickymi Srouby stranové posouvat. Pfi pozorovani dvojhvézdy bylo
mozno dosdhnout posunutim polovin objektivu piekryti obrazu obou
slozek v obraz jediny. Heliometr tak nahrazoval tihlovy posun nitkového
vlakna dalekohledu.

V roce 1812 Fraunhofer postavil heliometr o priméru objektivu 76
mm s ohniskovou vzdélenosti 1,15 m a poslal ho némeckému matema-
tikovi a astronomovi Friedrichu Gaussovi (1777-1855). Dalsi Fraunhofe-
rem zhotovené heliometry dostaly hvézdarny v Berliné a Wroclawi. Kdyz
zhotovil dalsf heliometr, tentokrat s objektivem dvojnasobného primeéru
a ohniskem ve vzdalenosti 2,6 m, obdrzel od Friedricha Wilhelma Bes-
sel (1784-1846) né&kolik rad k technickému zdokonaleni, které sice ne-
vyuzil, ale ve spolupréci se sklaFskymi mistry pfece jen piistroj jesté
zdokonalil natolik, Ze kdyz ho Bessel vyzkousel, zaridil jeho umisténi na
hvézdarnu v Kralovei (nyni Kaliningrad v Ruské federaci).

Zavérem
Joseph Fraunhofer jako velmi uznavany fyzik odeSel v roce 1819 do
Mnichova, kde se stal ¢lenem Bavorské akademie véd a pracovnikem

D Bessel jako prvni zmé&fil heliometrem paralaxu hvézdy (61 Cygni).
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jejiho fyzikalniho kabinetu. Byly mu poskytnuty i spolecenské pocty —
Gestné ob¢anstvi Mnichova, pasovani na rytife a povyseni do §lechtického
stavu. Zemfel 7. ¢ervna 1826 na tuberkul6ézu. Jeho hrob je na mnichov-
ském hrbitové Alte Arkaden (obr. [L1)).

Obr. 11: Fraunhofertiv hrob

Literatura

[1] Houdek, F., Tama, J.: Objevy a vyndlezy tisicileti. Nakladatelstvi Lidové
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Recenze knihy I. Krause Technicky talentované zeny
a jejich vynalezy

Zdenéek Janout

Kniha, kterou vydalo nakladatelstvi Ceska technika — nakladatelstvi
CVUT v Prazer. 2023, je tfeti knihou univerzitniho profesora Ivo Krause,
které je vénovana problematice tviréi ¢innosti Zen. V roce 2005 vydal
v nakladatelstvi Prometheus brozuru Pribéhy ucengch Zen vénovanou
genidlnim védkynim a Zzendm na krélovskych trinech, které podporo-
valy védecky pokrok. O deset let pozdé&ji vydal v nakladatelstvi CvVUT
knihu Zeny v déjindach matematiky, fyziky a astronomie vénovanou Ze-
nam, které vyznamné prispély k rozvoji exaktnich véd.

Tentokrate vydava ve stejném nakladatelstvi knihu Technicky talen-
tované Zeny a jejich vyndlezy vénovanou zenam, které svymi vynalezy
vyznamné piispély nejen k ulehéeni béznych domaéacich praci, ale také
zdokonalily vyrobni postupy v fadé pramyslovych odvétvich (napf. po-
travinafstvi, strojirenstvi, stavebnictvi).

Inspiraci k napsani této knihy bylo autorovi prvni ¢islo periodického
bulletinu The Woman Inventor (Zensk;j vyndlezce), které vyslo v dubnu
1891 ve Washingtonu, D.C. a jehoz zakladatelkou byla feministicka re-
formatorka Charlotte Smithové. Tento bulletin byl prvnim ¢asopisem, ve
kterém mohly vynélezkyné zverejnit své napady, nalézt rady jak psat pa-
tentové prihlasky a pfekonat prekazky patentového Fizeni. Diky tomuto
bulletinu se zachovala rada informaci o americkych vynéalezkynich, za-
timco o zenach — vynalezkynich z evropskych i jinych zemi je informaci
velice mélo. Proto v knize prevladaji medailony americkych vynélezkyn.

Kniha je koncipovan4 jako soubor 55 medailoni (biografickych hesel)
vénovanych technicky talentovanym Zzenam od starovéku az po soucas-
nost. Kniha neni pouhym vypravénim o zivoté zen — vynalezkyn, jejich
pfinosech k oboru, funkcich, vyznamenanich, poctach, ale dokumentuje
i prostiedi, ve kterém vyrostly, zily jejich rodiny, s kym se stykaly a
spolupracovaly. Zakladni text je vhodné doplnén ilustracemi a obsahlym
poznamkovym aparatem, jehoZ cilem je usnadnit ¢etbu bez vyhledavani
neznamych pojmu na internetu nebo v odborné literatufe.

Kniha je napsana ¢tivé a svym zajimavym obsahem a podanim upoutéa
Ctenare Siroké verejnosti. Lze ji doporucit vSem, ktefi se zajimaji o histo-
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rii pfirodnich a technickych véd. Vhodné rozsifuje a dopliuje informace
obsazené v odbornych knihach, v odborném tisku ¢ v uéebnicich vSech
typi 8kol. Je poucenim i pro souc¢asnost. Vhodné rozsiti knizni nabidku
soucasnosti. M4 144 stran, je doplnéna literaturou a jmennym rejstiikem.
Lze ji zakoupit v Univerzitnim knihkupectvi odborné literatury (budova
Narodni technické knihovny) v Praze 6, Technickd 6, nebo v interneto-
vém obchodé https://eobchod.cvut.cz.

TECHNICKY
TALENTOVANE
ZENY
A JEJICH

 VYNALEZY
2

Ivo Kraus
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