RE
H

MATEMATICKO-FYZIKALNI

CASOPIS PRO ZAJEMCE O MATEMATIKU, FYZIKU A INFORMATIKU

ROCNIK 99 (2024) e CiSLO 1



MATEMATIKA

Modely a paradoxy teorie her,
Gvahy o vézihové dilematu

Tereza Capkovd, Ekonomickd fakulta JU, Cieské Budéjovice
Jana Klicnarovd, Ekonomickd fakulta JU, Ceské Budéjovice
Tomds Roskovec, Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budéjovice

Abstrakt. V ¢lanku predstavujeme nékteré zakladni pojmy teorie her na
klasické uloze véziiova dilematu. Uloha je snadno formulovateln4, pfesto méa
zejména v ekonomii vyznamné aplikace. Pozoruhodné na ni je zejména to, ze
rizné pristupy k modelovani rozhodovani vedou k velmi riznym vysledkim,
ke kterym se musi pfistupovat s opatrnosti. Kromé modeld zminime i experi-
menty.

Matematicky model je néco, co je sice Spatné, ale presto je to uzitecéné.
Tato myslenka, vyptjéen4 z prednasky Ludka Berce [2], je zvlasté rele-
vantni v aplikované matematice, kde se ¢asto setkavame s jevy, které je
obtizné presné popsat, presto je chceme analyzovat. Proto v riznych obo-
rech, jako je fyzika, biologie nebo spolecenské védy, casto vyuzivame zjed-
nodusujici modely, abychom lépe porozuméli slozitym situacim a mohli
navrhnout FeSeni, ktera pak musime peclivé posoudit a aplikovat. Jinymi
slovy, model zjednodu$uje situaci, aby byla popsatelna a feSitelna, ale
musime si dat pozor, abychom po zjednoduSeni uz nefesili zcela jiny
problém a nedostali tak naprosto pfesné feSeni zcela jiné ulohy.

V tomto pojednéni se budeme zabyvat modely zaloZenymi na tzv. te-
orii her. Kofeny teorie her sahaji do 16. a 17. stoleti. Pivodné se védci
zabyvali pfedev§im problémy ve vztahu k tehdy velmi popularnim sa-
lonnim hram. Zakladnim specifikem teorie her je, Ze se zde bere v ivahu
reakce ostatnich stran (na rozdil napiiklad od teorie rozhodovéni). Pied-
pokldadame, ze vSichni aktéfi jsou tzv. racionélni, to znamené, Ze se kazdy
snazi o co nejveétsi vlastni prospéch. Za zaklad soucasné teorie her se po-
klada ¢lanek Johna von Neumanna z roku 1928. Zakladni pojmy, véetné
pojmu teorie her, byly ustanoveny v knize, kterou napsal ve spolupréci
s Oskarem Morgensternem v roce 1944 [8] a kde poukazuji na souvislost
problematiky teorie her a (nejen) ekonomickych problémii.

V soucasné dobé je teorie her Siroce rozsifeny obor, ktery se zabyva
zkoumanim stfetd a rozhodovani mezi dvéma nebo vice hraci v rtznych
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typech her — v hrach, situacich a konfliktech. Tito hra¢i mohou piedsta-
vovat jednotlivce, firmy nebo dokonce staty, zkratka aktéry, ktefi jsou
viiéi sobé v néjaké konfliktni situaci. Hry mohou zahrnovat rtzné situ-
ace, jako je obchodni jednani, vybérova fizeni, karetni hry nebo planovani
spolecné dovolené. V naSem piispévku se zaméfime na jeden z nejkla-
si¢t&jsich problému teorie her, na hru, ktera je zakladnim prvkem kurzu
teorie her v matematice i ekonomii. Na ni budeme demonstrovat nékolik
fascinujicich paradoxu této teorie.

Véznovo dilema

Problém, dnes znamy jako véziiovo dilema, popsali Merrill Flood a
Melvin Dresher v roce 1950. Jméno a dodnes uvadénou legendu mu dal
Albert W. Tucker v roce 1951, ktery prepracoval ptuvodni ¢iselné zadani
tak, aby bylo srozumitelné i pro nematematiky, zejména pro psychology.
O jaky problém jde? Jedna se o hru, kterd se odehrava mezi dvéma
vézni (ve skutecnosti vlastné zadrzenymi), kteff jsou zatéeni a obvinéni
ze spolec¢ného zlo¢inu. Kazdy z nich je umistén v oddélené mistnosti a ma
moznost se rozhodnout, zda se pfizné (samozfejmeé s uréitou mirou viny
pripsané komplici) nebo zda bude popirat svou vinu. Existuji tedy &tyfi
mo7né kombinace rozhodnuti, které jsou znazornény tabulkou (v Fedi
teorie her matici) na obr.

Bob
popirat vinu  pfiznat se
irat vi 1 rok 3 roky
popirat vinu 1 rok propusténi
Alice fiznat propusténi 2 roky
priznat se 3 roky 2 roky

Obr. 1: Véznovo dilema

V této matici jsou uvedeny tresty, které odpovidaji riznym kombina-
cim rozhodnuti obou vézni. Pokud se oba pfiznaji, bude jim vina pro-
kazana a budou odsouzeni kazdy na dva roky ve vézeni. Pokud se zadny
z nich nepfizna, budou odsouzeni za nizsi zlo¢in (nelze prokazat vinu) a
kazdy obdrzi trest jeden rok. Kdyz se jeden vézen pfizna a druhy zapiré,
pak vézen, ktery zapira, bude odsouzen na velmi dlouhou dobu (tii roky,
bude mu prokézana vina), zatimco vézen, ktery poskytne pfiznani, je
propustén bez trestu (ziskava polehéujici okolnost). Timto dilematem je
ilustrovano, jak slozité muze byt rozhodovani ve stfetu zajmi a jaky vliv
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maji jednotliva rozhodnuti na vysledek pro kazdého z hraci.

Teorie her nas sméfuje k hledani optimalnich strategii. V ptipadé, ze
vézni nemaji moznost se dohodnout a neznaji chovani svého komplice,
musi se snazit odhadnout spravnou strategii. V takové situaci by analy-
zovali: Pokud mtj kolega ml¢i, je pro mé vyhodnéjsi se pfiznat, protoze
tim se dostanu do nejvyhodnéjsi situace, zatimco pokud budu mlcet,
¢ekd mé delsi trest. A pokud se muj kolega priznal, mél bych se také
radé&ji pfiznat, protoze mlceni opét vede k delsimu trestu. Proto, pokud
jedname racionalné a nebere se ohled na dusledky (nebo v jazyce teorie
her vyplatu) druhého hrace, je v kazdém piipadé vyhodné&jsi se pfiznat.
Pokud jsou oba hraci racionélni, oba se tedy priznaji. Prvnim paradoxem
je, ze pokud kazdy hra¢ minimalizuje svij trest, vysledkem je situace,
kdy si hraci dohromady odsedi maximalni moznou dobu.

7 vyse popsaného je tedy patrné, pro¢ se tento problém nazyva dilema.
Nejlepsi strategie pro oba hrace, pokud by spolupracovali a vérili si, by
bylo se nepfiznat, v takovém pfipadé by jim nebylo nic prokidzano a
dostali by kazdy pouze rok. Ale toto feSeni neni takzvané stabilni, to
znamené, ze pokud se hra¢ rozhodne nejednat podle této strategie, tak
si polepsi a druhému pohorsi. Pravé tato struktura vysledka se objevuje
v mnoha problémech z oblasti ekonomie, sociologie, politologie, biologie,
proto je véziiovo dilema stale aktualnim problémem.

V pfedchozi tvaze jsme vyuzili model nekooperativnich her, ktery
predpoklada, Zze hrac¢i nemohou uzaviit dohody a rozhoduji se pouze
na zakladé vlastni vyplaty. Nicméné, pokud hraci dokazou spolupraco-
vat a hledaji nejvyhodnéjsi rozhodnuti pro oba, mohou se dohodnout a
oba budou mléet, ¢imZz dosdhnou v souctu nejkratsiho mozného trestu.
Rozdil ve vyplatach (v naSem p¥ipadé rozdil ve spole¢nych trestech) se
nazyva superaditivni efekt, v naSem piipadé je to (2+2) — (1 +1) =2
roky trestu. Oba modely, nekooperativni i kooperativni, se zaméfuji pri-
marné na matematickou stranku problému a obvykle neposkytuji uplny
obraz reality, protoze nezahrnuji vSechny lidské faktory, jako je duvéra,
psychologie, zkuSenost a dalsi.

Nashova rovnovaha

I lidé mimo matematiku ¢asto znaji jméno Johna F. Nashe, vynikaji-
ciho matematika, jehoZz Zivot poznamenala psychicka choroba. O Nashovi
vznikl film Cista duse, ktery velice voln& popisuje nékteré jeho Zivotni
osudy. V tomto filmu je rovnéz zminén a popsan pojem Nashovy rov-
novahy, ovSem chybné a velice nepfesné. Pritom pravé dikaz existence
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rovnovazného (Nashova) bodu je préce, za kterou byl Nash ocenén No-
belovou cenou. Co je to Nashova rovnovdha? To je volba strategii hraca,
ve které se ani jednomu hra¢i nevyplati zménit svou strategii, za pied-
pokladu, Ze ostatni hrac¢i svoji strategii zachovaji. Ve vySe zminéném
dilematu je to pravé rozhodnuti obou hrac¢i pfiznat vinu. Pokud bude
druhy hra¢ drzet svoji strategii (tj. pfizna se), tak se mi nevyplati ménit
mé rozhodnuti (tj. pfiznat se). To ilustruje, Ze takova volba rozhodnuti
nemusi byt tim nejlep$im pro jednoho ¢& vice hraci, ale je to feSeni, které
je stabilni.

Jiny priklad je hra Kdmen, nuzky, papir, kde je jedina situace od-
povidajici Nashové rovnovaze pravé strategie hrat ndhodné, tedy kazdy
symbol volit s pravdépodobnosti 1/3. Pokud bychom totiz volili jakékoli
jiné pravdépodobnosti nebo né&jaky systém, soupef se muze prizpuso-
bit (pokud preferujeme kdmen, soupef bude ¢ast&ji hrat papir a méné
¢asto niizky, budeme-li pravidelné stiidat strategie, protihrac¢ se také
pFizpisobi, bude védét, co budeme volit), ale pak se i n4m vyplati jeho
nové strategii prizpusobit. Tato tvaha je ponékud naro¢né na vypocet,
ukazuje nadm ovSem, pro¢ chytry algoritmus dokaze pii dostate¢ném po-
¢tu opakovani ¢lovéka v této hie porazit — ¢lovék je totiz velmi Spatny
generator ndhodnych veli¢in. Tato chybovost byla studovana napiiklad
v [9], kde predstavili algoritmus tsp&sny proti lidskému hraci. Nejedna
se ov8em o rovnovazny bod, protoZe pokud vim, Ze soupef hraje dle
prezentované strategie, dokazi odhadnout jeho strategii v daném kole a
odpovédét papirem na jeho kimen a podobné.

Existuji i pfiklady s vice body Nashovy rovnovahy. Napiiklad <loha
protijdoucich, kde jde o minuti ¢ stfetnuti protijdoucich osob. Jedno-
ducha hra, kdy jdete po chodniku a piimo proti vam jde jiny chodec.
Pokud ptijde osoba proti ndAm napravo, chceme jit nalevo a minout ji.
Pokud jde nalevo, sto¢ime se doprava a nesrazime se. Nikoho by snad
nenapadlo zménit smér a otocit se vpravo, pokud predpokladame, ze
osoba jdouci proti ndm se bude drzet vpravo od nas, naopak pokud by
nés mijela zleva, nebudeme ménit strategii a zistaneme vpravo. Zde jsou
tedy dva Nashovy rovnovazné body. A pokud jdeme na chodniku pfimo
proti nékomu, je ndm jedno, ktery z nich nastane, ale jakmile jsou nase
zamyslené drahy patrné, ani my, ani protijdouci nezménime trasu.

A co bylo na tomto trividlnim pojmu tak fascinujici, Ze se to do-
¢kalo Nobelovy ceny? Predné dukaz existence takového bodu za urcitych
predpokladi koneénosti hry, ale také diisledky a aplikace v ekonomickych
modelech.
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Aplikace véznova dilematu

Jednim z piikladi, jak 1ze vyuzit vézhovo dilema v ekonomii, je situ-
ace oligopolu. Pro jednoduchost se zaméfime na duopol, coz je situace,
kdy dvé firmy ovladaji prakticky cely trh. Kazda z nich se musi roz-
hodnout, jakou cenu stanovi pro sviij produkt. Tyto firmy maji moznost
(pro zjednodusent) volby mezi nizsi a vyssi cenou. Jestlize se obé& firmy
shodnou na nastaveni vyssi ceny, budou si rovhomérné rozdélovat trh a
dosahnou tak vyssich ziski. Naopak, pokud jedna firma zvoli nizsi cenu
nez druhd, firma s niz8i cenou ziské cely trh a vyznamné zisky, zatimco
firma s vyS8i cenou ztrati svou pozici na trhu. Kdyz se obé firmy rozhod-
nou pro nizsi cenu, budou si trh rozdélovat rovnomérné, avsak dosdhnou
mensiho zisku nez pii vyssich cendch. Ekonomicka teorie tvrdi, Ze v ta-
kovémto ,trestném® prostiedi si firmy nemohou vzajemné duvéiovat, a
proto se neodvazi zvolit vyssi cenu. Z pozorovani reality vSak vyplyva, ze
omezeni po¢tu subjektt na trhu ¢asto vede ke zvySeni cen, a to i presto,
Ze kartelova dohoda mezi firmami je zakazana zakonem (jako napiiklad
u mobilnich operatori v Ceské republice). Situaci duopolu lze znézornit
pomoci vyplatni matice, viz obr. 2]

Firma 2

vySsi cena nizsi cena

vySSi cena

Firma 1

nizsi cena

Vysoké zisky,
férovy podil trhu
Vysoké zisky,
férovy podil trhu

Ztrata pozice
na trhu
Vysoké zisky,
cely trh

Vysoké zisky,
cely trh
Ztrata pozice

Niz8i zisky,
férovy podil trhu
Nizsi zisky,

na trhu

férovy podil trhu

Obr. 2: Rozhodovani oligopolisti

Béhem pandemie Covid-19 jsme vSichni ¢elili vézhovu dilematu, aniz
bychom si toho byli plné v&@domi, pfi rozhodovani, zda nosit nebo ne-
nosit rousku (samoziejmé za piijatého predpokladu, Ze noSeni rousky
pfenos nemoci omez{). Tato situace se da opét ilustrovat pomoci matice
rozhodnuti, viz obr. 3. Pokud bude vétsina populace omezovat moznost
prenosu, bude pocet nakazenych snizen, ale kazdy omezujici se rouskou
nebo omezenim socialnfho kontaktu ob&tovava své pohodli.
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Tvoje volba
rouska bez rousky
nepohodli, ale nepohodli, ale
pandemie skon¢i rychle | pandemie skonéi pomalu
rouska nepohodli, ale
pandemie skon¢i rychle volnost
Moje volba
volnost pandemie neskon¢i
bez rousky nepohodli, ale . »

pandemie skon¢i pomalu pandemie neskonc

Obr. 3: Rozhodovani o rouskach

Na poli randéni mizeme také nalézt aplikaci vézihova dilematu. Za-
¢atek vztahu totiz zavisi na vzajemném odhaleni citi, kdy kazda strana
priznava, ze néco citi ke druhému. Toto odhaleni vSak nese urcité ri-
ziko, nebot pokud se jedna strana prizna ke svym citim a druhé strana
neciti totéz, mize se ta prvni citit trapné. Naopak, pokud obé strany
sdéli svou naklonnost, je to radostné udalost. AvSak Casto je riziko jed-
nostranné lasky prili§ velké, coz vede k tomu, Ze ucastnici voli Nashovu
rovnovahu — tedy se ke svym citim nepfiznaji.

V téchto ptikladech vidime, Ze pocateéni modely o kooperaci a neko-
operaci prichazi do hry oba, a je tfeba dalSich uvah, abychom rozhodli,
ktery z nich popiSe pravé zkoumanou situaci. Lze samoziejmé mate-
maticky pocitat prinos hrac¢t z kooperace, ale v aplikacich o navazani
spolupréce rozhodnou zpravidla argumenty jiné nez ¢isté racionalni.

Opakované véznovo dilema

Klicovy aspekt, ktery oddéli kooperaci od nekooperace, je duvéra. Po-
kud si hraci véii, mohou ziskat spole¢né vice, ale pfi zékladnim nastaveni
se hra¢tim vyplati si nevérit. Nyni zkoumejme pozménény model, tak-
zvané opakované ¢i iterované véziovo dilema, kdy spolu hrac¢i sehraji
nékolik her po sobé a vyslednd vyplata je soucet skore v jednotlivych
kolech.

Tento model je pro popis vztahi mnohem zajimavéjsi. Partnefi v ob-
chodé, ve védé i v zivoté se Casto ocitaji v situaci, kdy mohou pracovat
na spole¢né véci a divérovat, Ze partner se zachova obdobné, ale mohou
se také zachovat sobecky a jen sklizet préaci a tsili partnera. Pokud oba
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budou preferovat sobecky piistup, sice se nenaméhaji zbytecné, ale také
se zdaleka nebudou mit tak dobfe jako ti, ktefi se na sebe mohou spoleh-
nout a néco spolu podniknout. Pokud napfiklad obchodnimu partnerovi
nevérim, neposlu penize, dokud neobdrzim zbozi, naopak prodejce bude
vyzadovat zélohy a zaruky, pfipadné obé& strany zaplati prostfedniktim
¢i pravniktim za pojisténi pfed podvodem. VSechny tyto tkony stoji ¢as,
usili a penize a jsou zbytecné u partnera, ktery je spolehlivy. Dle Nashe
je optiméalni v poslednim kole iterované hry partnera zradit. Proto staci
o hie pfemyslet jen do predposledniho kola. Ale tim se pfedposledni kolo
stava poslednim v modelu a opét je nejvyhodnéjsi zradit. Pokrac¢ujme
v uvaze a mizeme odhadnout, Ze optimalni volba je nekooperativni hra,
pii které ale oba hradi (jednajici dle teorie a optimalng) dopadnou velmi
Spatné.

Na druhou stranu Robert Axelrod uspofadal slavny turnaj umélych
inteligenci, které se stfetnou, sehraji spolu iterované véznovo dilema s na-
hodnym vyS$im pocétem kol. Vyzval odborniky napii¢ odvétvimi védy
(sdém byl politolog), aby navrhli algoritmus, ktery by v daném turnaji
nejlépe uspél. PrihlaSeno bylo 14 strategii a jedna zcela ndhodna, které
se stfetly. A mezi velmi slozitymi statistickymi avahami a Markovskymi
Tetézci zvitézila strategie az trividlni. Zacina spolupraci a v kazdém dal-
8im kole provede pfesné to, co udélal jeji partner v predchozim kole. Této
strategii se ika Tit-for-Tat (obtizné pielozitelna fraze, volné ,jak ty mné,
tak ja tob&* & ,o0ko za oko, zub za zub“) ¢i Copycat (opisujici, opi¢ici
se). Pozdéji byl tento proslaveny turnaj zopakovan s mnohem vyS$im
poctem strategii, mnohé z nich byly navrzené tak, aby pravé Tit-for-Tat
porazili, protoze vitéz prvniho turnaje byl znam. OvSem opét zvitézil
Tit-for-Tat, protoze vSemozné komplikované strategie mezi sebou ztra-
tily vice. Tim se dostavame k dalsimu zajimavému paradoxu, kdy expe-
riment nesouhlasi s modelem. Je zde samoziejmé podstatny faktor, ze
umélé inteligence neznaly pocet kol, presto je prekvapivé, ze v turnaji je
nam strategie ocenéna Nobelovou cenou k velmi malému uzitku.

Robert Axelrod, ktery nebyl matematikem, z turnaje vyzdvihnul apli-
kovatelné myslenky. Napsal slavnou knihu [I], kde zdavodnil vitézstvi
Tit-for-Tat dodrzenim ¢tyr pravidel pro zdravy partnersky vztah:

1. Bud'te mili, nebud'te tim, kdo zklame jako prvni.
2. Trestejte nahle, at vas partner okamzité vi, Ze mu to u vas neprojde.

3. Odpoustéjte, pokud se partner po pochybeni za¢ne chovat spravng,
jednejte s nim, jako by se tak choval vzdy.
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4. Bud'te ¢itelni, at vas$ partner okamzité vi, co bude po jeho akci vage
reakce.

Vyznamnou populariza¢ni praci je web Evolution of trust od Nicky
Case [3], kde se formou hry dozvime o iterovaném véziiové dilematu, a
jehoz cilem je propagovat tvorbu diivéry mezi lidmi. Na webu je zahrnut
i problém Sumu neboli netimyslné nespolupréce. To je mnohem piesnéjsi
model, protoZe i u dobrych partnert se mizeme doc¢kat nenaplnéni do-
hody z objektivnich divodii. Dodavatel nedoda zbozi, protoze nedostal
material od svého subdodavatele, spoluautor ¢lanku méa zpozdéni, pro-
toze mu onemocnély déti a musi je hlidat, nase mila ¢i mily nedorazi na
rande, protoze vlak zastavil kdesi v polich a nedovezl je. V takovém mo-
delu se zvazuje zjemnéni strategie na Tit-for-two-Tats, kdy partnerovi
nevracime jeho pfedchozi tah, ale spolupracujeme, pokud od néj nepfi-
Sla nespoluprace ve dvou pfedchozich kolech. Pokud by se totiz stietli
dva Tit-for-tat a jeden z nich netmyslné nespolupracoval, tak si tuto
nespolupraci budou pfedavat po cely zbytek jejich partnerstvi.

Zajimavéa je simulace v pseudoevoluénim algoritmu, kdy v nastavené
populaci strategii dochazi po vyhodnoceni k odstranéni netspésnych a
naklonovéani aspésnych. Toto bylo analyzovano napiiklad v [3, [5]. Tento
model do jisté miry prfipomina spole¢nost, kde méné taspésni lidé zméni
své chovani podle vzoru tdspé$nych. Zde se ukazuje, za jakého slozeni
prevladne jaka strategie, napiiklad pokud budou naivni zneuzivani ne-
spolupracujicimi, tak naivni hrac¢i ¢asem z populace zmizi a budou na-
hrazeni nespolupracujicimi strategiemi, podobné jako duvérivy clovék
muze prestat duvérovat cizincim, pokud se opakované setkd s nepocti-
vym jednanim. Paradoxem pravé tohoto modelu je, Ze ryze sobecké stra-
tegie mohou za urc¢itych podminek prevazit, ale toto vitézstvi znamen4,
ze tito hraci dostanou velmi malou vyplatu, protoze jejich zisk prameni
ze zneuzivani duvéry, kterou ale svym chovanim z populace zcela vymy-
tili. Obecné ztrata davéry znamend snizeni vyplaty vSem zucastnénym,
coz je pozorovani presahujici modely.

Jeden velmi zajimavy vysledek je uveden v ¢lanku Reného Levinského,
Abrahama Neymana a Miroslava Zeleného [7]. Popisuje tvorbu strate-
gie vedouci k tomu, aby vas va§ partner ,neobral®. Rest otazku, kolik
informaci musime v hlavé drzet, abychom byli schopni navrhnout proti
soupefove znameé strategii dobrou odpovéd. Prekvapivé si staci pamato-
vat stejné jako soupef a neni tedy tfeba mit nutné vétsi pamét. Tento
vysledek je sice velmi obecny, nevztahuje se jen k vézihovu dilematu, ale
zrovna na ném se dobie vysvétluje jeho zajimavost.
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Chovani hrac¢d a optimalni strategie

Po vSech téchto modelech s vypocitanymi strategiemi a umélymi in-
teligencemi samoziejmé musime zvazit, do jaké miry jsme se pii tvorbé
modelu odchylili od reality a zda lidé pfi svych dennich dvahach pfi-
pominaji spiSe Nashtv model ¢i model Axelrodiv. Tato otazka vsak jiz
lezi mimo oblast matematiky a spada spiSe do sociadlnich véd, presto ji
nastinime.

Jiz od pocatku je patrno, ze lidé se snazi vyhnout situaci oboustranné
sobeckého jednéani, a pokud existuje diivod pro divéru, tak se ji snazi
udrzovat. Samoziejmé je velmi rizné a individualni, pii jakych situacich
se duvéra ztraci.

V nedévné praci se touto otézkou zabyvala spoluautorka tohoto pii-
spévku a pomoci webu [4] dosla k zajimavym pozorovanim. Zda se, Ze
mezi muzi a zenami neni pii hie velky rozdil, ale v naSem vzorku re-

novana strategie by pfinesla nejlepsi vysledek pro koneény pocet her.
A ukazuje se, Ze nejlepsi je zpocatku duvéru budovat poctivosti, a v za-
véru partnerovu duvéru vyuZzit a chovat se sobecky. Tuto strategii jsme
pro ucely préce nazvali Zlatokopka.

Potésujici ovSem je, ze ackoli hraci hrali jen o fiktivni penize a jejich
sobectvi by prineslo vyssi skore, ale neublizilo skuteénym lidem, tak se
vétsina z 300 hraca, konkrétnd 94 %, chovala velmi slusné. Po étyfech
kolech, kdy si oba partnefi pomahali, jen velmi maly pocet hrac¢i posle-
chl v poslednim kole Nashe a zachoval se sobecky. Hrac¢i tim paradoxné
nemaximalizovali své skore, sviij zisk, ale hrali vstiicné a slusné. Tato ab-
sence optimalizace neni vyhodnéa pro hrace, ale podéava pfiznivou zpravu
o chovéani lidi a nasi spole¢nosti.

Zavér

Clankem jsme chtéli predeviim &tenéfe navnadit na bohaté a atrak-
tivni pole teorie her, kterému se lze vénovat odborné i rekreac¢né. Rada
matematickych hiicek a iivah mize vést k tiloham této teorie, zaroven je
tato teorie jednou z téch oblasti matematiky, jejiz aplikace jsou srozumi-
telné a okamzité pouzitelné. TéZ chceme Etenafe timto textem varovat
pred bezhlavym aplikovanim vysledki modeld, coz je velmi aktualnim
tématem. Casto se totiz bohuzel setkavame s tim, Ze z mnoha moznych
variant je model zvolen tak, aby podpofil nazor rozhodce, a nikoliv na
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zékladé jeho vhodnosti, zejména v ekonomickych, politickych, ale i zdra-
votnickych otazkéch.
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Vyuzijme Pythagorovu vétu

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V literatufe, at uz v ucebnicich & &asopisech pro gkoly, se Gasto se-
tkavame s dikazy jednoduchych tvrzeni, kterd pouzivaji pojmy a zna-
losti nepfimérené dané uloze. Neziidka to souvisi s aplikaci nabiflovanych
vzorecki. Typické je uzivani kosinové véty Al Kasiho (1380-1429) v pii-
padech, kdy plné a s vét§im porozuménim postacéi jednoducha aplikace
podobnosti trojuhelnika a nebo véta Pythagorova. Takovych piilezitosti
1ze nalézt v literatufe nadmiru (viz [2]). Zde je tieba zdiiraznit, Ze apli-
kace jednoduchych a pro zaky nizsich rocnika p¥istupnych metod prinasi
do vyuky porozuméni a jako disledek zajem o matematiku.
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Tlustrujme tuto skute¢nost na jednoduché tuloze vyjadrit zavislost délky
vysky trojuhelniku na délce jeho stran. Vysvétleni nAm umozni obr. 1
(ktery uz obsahuje hledané vyjadieni pro vysku z bodu C na stranu c).

C

b= |AC| a = |BC|
v. = |CD|

A ¢y =|AD| ¢=ci+c2 D c¢y=|DB| B

V(@@ 0+ )2 —2(a* + b* + )

Ve = =

2c
VAT A (a2 22— (02— ) — (2 —a?)
2c
Via+b+c)(-a+b+c)a—b+ec)lat+b—rc)
2c
Obr. 1

Obr. 1 obsahuje dva pravotuhlé trojuhelniky AADC a ABDC'. Uzitim
Pythagorovy véty dostavame

v2 =10 -} (1)

vP=0a®>—c2=0a’>—(c—c1)* =a® — * — & + 2ccy. (2)

Po dosazeni do za v2 z (1)) a po jednoduché tipravé mame
b2 + % —a?
g =——
2c
a po dosazeni za ¢y z do (1) mame
- 422 — (—a® + b2 + ¢2)?
v, = 12 .
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Zde je uzite¢né zminit p¥islusné vyjadieni obsahu S trojuhelniku ABC"

< Loy - YT CEITTIE

ZapiSeme-li tento vyraz ve tvaru 4S = vV, miizeme vyjadiit V' v riiznych
forméach. Kromé tvari, které obdrzime zdmeénou stran a, b, ¢, totiz

V =4a?* — (a®> +b* —H)? a V =4d’c? — (a®* —b* + H*)?,
mame
V = 2(a?b? + b2 + a?) —a* —b* - ¢*,
V=a'+b"+c"+ (a® - )2 - (0® — )? — (¢ —a?)?,
V= (a®+b*+c*)? - (a* +b* + )
a tvar pfipominajici Herontiv vzorec:
V=(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c).

Potfebna odvozeni vzorcti ponechme ¢tenéfi. Zde struéné odvodime
vzorec posledni, nebot poskytuje velmi jednoduchy dikaz Heronova vzor-
ce pro obsah trojihelniku. Pisme

[([a+b+c)(—a+b+)][(a—b+c)la+b—c)] =
=[(b+0)* —a’lla® = (b— )" =
=d*[(b+c)* + (b—c)} —a* — (1® - *)? =
=2(a®b? + b2 + *a?) —at — bt —
Oznac¢ime-li a + b + ¢ = 2s, dostavame

—a+b+c=2(s—a),a—b+c=2(s—b),a+b—c=2(s—c),

a tedy

1
S= 1\/‘7 =/s(s—a)(s—b)(s —c).
Odvozeni tohoto vzorce je nezavislé na tvaru trojuhelniki. Poneché-

vame tkolem pro ¢tenéfe prepsat vypocet pro trojuhelnik, jehoz tthel pri
vrcholu A nebo B je tupy.
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Obratme nyni pozornost na obecnéjsi situaci, totiz na vypocet délky
spojnice vrcholu C a zvoleného bodu X na strané c. Tuto spojnici po-
piseme pomoci vzdalenosti bodu X od vrcholu A; oznaéime ji z; (viz
obr. 2).

C

x=|XC| a=|BC|

;Uc = ‘DC|

A .131:|AX| X c=z1+22 D B
¢ = |AD| x9 = | X B|

(a® — 23)x1 + (b2 — 23) 22

1+ 2o

a’zy + b2z = (x1 + z2) (120 + x2) >z = \/

Obr. 2
Uzitim Pythagorovy véty v pravotihlém trojuhelniku AX DC' spolu
S vyrazy a dostavame
22 = (c; — 1) +0° =

B (—a2+b2+c2—2cx1>2+ 4b%c? — (—a? +b* + 2)?

2¢ 4c?
4D 4 4c?at — dexy (—a® + b + )
B 4c? ’

a tedy
o Dlecaf —ai(—a® + 0%+ ?)

c
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Toto vyjadieni lze pfepsat do ,,symetrického® tvaru, v jakém se Ste-
wartova véta vieobecné prezentuje (viz [1]) a ktery je v obr. 2 zazname-
nan. Anglicky matematik Matthew Stewart (1717-1785) se touto vétou
radi mezi ty, ktefi prispéli do okruhu otazek, jez jsou charakterizovany vé-
tou italského inZenyra Giovanniho Cevy (1648-1737); elementéarni dikaz
viz napt. v [3]. Vé&ta Cevova je dualnim tvrzenim antické véty Menelaovy
(okolo 100 naseho letopoctu); vysvétleni je mozno nalézt v [4] ¢i [5].

Stewartuv vysledek se redukuje ve specialnim piipadé x; = x5 na vétu
Apolloniovu tykajici se délky téznice. Ta se v pifipadé rovnoramenného
trojtihelniku redukuje déle na vétu Pythagorovu. Apolloniovo vyjadieni

2(a? + b2) — ¢ délky té&znice |CP| (viz obr. 3) ovem plyne zcela
bezprosttedné z rovnobéznikové rovnosti, tj. ze vztahu mezi stranami
rovnobé&Zniku a jeho thloptickami:

|AD|? + |DB|? + |BC|* + |CAJ]? =

— |ABJ? + |CDJ? b=lAc]
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Zakon odrazu a prelévani vody mezi nadobami

Pavel Tlusty — Jana Vysokd
Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budéjovice

Obcas se v rekrea¢ni matematice nebo v raznych logickych hadan-
kach a hrickach setkdme s tkolem odméFit (bez méfeni) uréené mnozstvi
tekutiny, a to pouze jejim pfelévanim mezi nékolika nddobami. Dovolu-
jeme si ¢tenafe upozornit na inspirativni ¢lanek [I], ktery rozhodné stoji
za precteni. Autor zde velmi népadité vyuZil problém pielévani kapa-
liny jako motivaci k objeveni celé skaly matematickych pojmu a tvrzeni,
které umoznuji fesit i mnohem slozitéjsi dlohy realného zivota. Na dru-
hou stranu je tfeba Fici, Ze uvedené teorie (Markovské Fet&zce, teorie
grafii, modularn{ aritmetika) se pfednéseji aZ na vysokych skolach a je-
jich zvladnuti vyzaduje urcité usili a cas.

Zustanme ale v oblasti rekrea¢ni matematiky a feSme jen problém

s prelévanim vody mezi ndadobami. Pak lze pouzit mnohem jednodussi
postup zalozeny na zdkonu odrazu, ktery se uéi jiz zaci zakladni Skoly.
Skutecnosti, Ze dhel odrazu je roven thlu dopadu se bézné vyuziva v mno-
ha oblastech redlného Zivota — zpétna zrcatka ¢ reflektory automobild,
prihravky o zem nebo mantinel ve sportu, periskopy a zrcadla v dopravé
atd. Nyni si ukdZzeme, jak 1ze tento fyzikalni zakon pouzit k feSeni mate-
matického problému. Pro jednoduchost uzijeme stejnou motiva¢ni iilohu
jako v [I].
Uloha. Mame dvé nadoby na vodu, jednu o objemu 5 litrii, druhou
o objemu 3 litry (bez rysek udéavajicich vysku hladiny). MuZeme jednu
nebo druhou nadobu zcela naplnit vodou, mtizeme libovolnou nadobu
zeela vyprazdnit (tim, Ze vodu vylijeme do odpadu) nebo miZzeme vodu
z jedné nadoby prelit do druhé nadoby, a to tak, Ze budto pfelijeme
v8echnu vodu, pokud se do druhé nadoby vejde, tedy az do stavu, kdy
je prvni nddoba prazdné, nebo muzeme prelit takové mnozstvi vody, az
je druha nadoba zcela plné.

Problém. Lze s ptivodné prazdnymi naddobami dosdhnout stavu, kdy je
v jedné nadobé 1 litr vody?

Resent. Vzhledem k tomu, Zze mame jen dvé nadoby, miZeme aktu-
alni stav vody v nédobach znazornit jako bod v roviné s odpovidaji-
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cimi soufadnicemi. Souradnicové osy budou svirat tihel 60°, ¢imz vznikne
»kosoGtvercova sit” (obr. 1a).

03) 03 (13 23 B3) @43 (3
2 02) ©2) : (52)
A,g:c’ ©.1) 1) 51)
.
©0) (100 (20) (30) @40) (50) 1.nadoba 00 (10 @0 GO 40 6
Obr. 1a) kosoctvercova sit 1b) moZné mnozstvi vody v nadobach

Na obr. 1a) vidime, Ze na ose x budeme znézoriiovat mnozstvi vody
v prvni (pétilitrové) nadobé, zatimco na ose y najdeme mnozstvi vody
v druhé (tfilitrové) nddobé. Bod o soufadnicich (4,2) v takovém modelu
predstavuje situaci, kdy jsou v pétilitrové nadobé 4 litry vody a ve t¥ilit-
rové nadobé jsou dva litry vody. Vzhledem k tomu, jak smime vodu mezi
nadobami prelévat, je zfejmé, ze ne kazdy z vyznacenych 24 bodi je do-
sazitelny. Napiiklad situace (4, 2) nelze podle pravidel nikdy dosdhnout.
Uvédomte si, Ze dosazitelné jsou pouze situace, které odpovidaji bodim
na ,obvodu sit&“. Na (obr. 1b) tedy jiz pracujeme jen s 16 moznymi
situacemi, ostatni nebudeme uvazovat (srv. [II, obr. 2]).

Na zagatku jsme ve stavu (0,0). Proces prelévani vody mezi nddobami
muzeme reprezentovat jako pohyb kulicky po ,zvlastnim“ kuleénikovém
stole. Na zadatku (obr. 2a) je kuli¢ka v bodé (0,0) a posleme ji smérem
k bodu (0, 3), tj. naplnime druhou nadobu.

03 (13) @3 B3 @43 (3 03 (13 @3 B3 @43 (3
0.2) . ; (5.2) (0.2) , (52)
() 6.1 ©0.1), (5.1)
©0) (10 @0 @0 40 (0 00 (10 20) (30 @0 (0)
Obr. 2a) kosocCtvercova sit 2b) moZné mnozstvi vody v nadobéach

Kulicka se v bodé (0,3) odrazi a podle zdkona odrazu leti smérem
k bodu (3,0), coz vidime na obr. 2b). V praxi to znamené, Ze pielijeme
vodu ze druhé néddoby do prvni. Pohyb kulicky ukoné¢ime v okamziku,
kdyz se odréazi v bodé, jehoZ jedna z soufadnic méa hodnotu 1 (obr. 3a).
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03) (13 @3 B3) ©“3) 63 03 (13 @3 B3 @43 63
02) (5.2) 5.2)
©.1) , 51) ©.1)
00 (10 @0 @0 @0 6O ©0) (10 0 B0 @0 (60
Obr. 3a) FeSeni tlohy 3b) jiné mozné feseni

Tim je aloha vyfeSena a z obr. 3a) vidime, jak prelévat:
(0,0) = (0,3) = (3,0) = (3,3) = (5,1).

Tedy nejprve naplnime tfilitrovou nadobu, pak ji vyprazdnime do péti-
litrové nddoby a znova naplnime t¥ilitrovou nddobu. Z tfilitrové nadoby
pak odlijeme 2 litry do pétilitrové (vic se tam nevejde), ¢imz nam zbyva
ve trilitrové nadobé jeden litr vody.

Samoziejmé nas napadne, Ze muzeme zacit i naplnénim pétilitrové
nadoby. I tento postup vede k cili, ale je mnohem zdlouhavéjsi:

(0,0) — (5,0) = (2,3) — (2,0) — (0,2) —
— (5,2) > (4,3) — (4,0) — (1, 3).

Toto feSeni vyplyva z obr. 3b).
Nyni mtuzeme problém zobecnit a uvazovat nadoby o objemu m a n
litra. Pak si mtzeme polozit celou fadu nejriznéjsich otazek:

1. Pro jakd m,n (m > n) lze odmé&¥it ¢ litra, kde ¢ = 1,2,...,m?
2. Pro jaké i je poCet preliti nejmensi?

3. Jak se zmeéni situace, pokud méame tfi nadoby a chceme, aby ve
dvou nadobach bylo pozadované mnozstvi vody? atd.
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Fibonacci, Mersenne, Mendel

Veronika Eclerovd — Petr Zemdnek
Ustav matematiky a statistiky, PFF MU, Brno

Abstrakt. Clanek kratce priblizuje Mendelovy zakladni objevy tykajici se
jeho experimentt s hrachem a také s experimenty spojenou kontroverzi.

Cisla. Sotva se jako mali nau¢ime sva prvni slova, uz chceme i pocitat
— nejdiive do deseti, pak do sta, a ti vytrvalej$i z nas se dokézi zaba-
vit i pocitanim az do tisice. Cisel je nekone¢ns mnoho a dokézeme jimi
vyjadrit jakékoliv mnozstvi. Mnozi jisté mame i né&jaké oblibené ¢&islo,
pamatujeme si PIN ke své karté nebo telefonu a leckdy i sva rodna ¢isla.
Ale tekli byste o néjakém dCisle, Ze se vam libi? Nebo Ze se s nim se-
tkadvate vyraznd Castéji neZ s ostatnimi? Vasi odpovéd sice odhadnout
nedokiZeme, ale vime, Ze priroda takové oblibence maé.

V roce 1202 vydal italsky matematik Leonardo Pisansky (dnes znamy
spiSe jako Fibonacci, coZ znamend Bonacciho syn) Knihu poéti (Liber
Abaci), ve které na riznych problémech predevsim ilustroval moZnosti
vyuzit{ a prakti¢nost hindsko-arabského ¢iselného systému, ¢imz vyrazné
prispél k jeho rozsiteni do Evropy. V jedné z téchto tloh popisuje Le-
onardo velmi idealizovany model ristu populace kraliki, kdy se kralici
mnozi kazdy mésic a nikdy neumiraji. Pii feSeni této tlohy se dostaneme
k ¢islim vyjadiujicim velikost populace v jednotlivych mésicich

1,1, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...,

kde kazdé dalsf ¢islo je soucétem dvou pfedchozich. Tato ¢isla jsou znamé
jako Fibonacciho ¢isla. Matematici prozkoumali mnoho vselijakych vlast-
nosti této posloupnosti — od vyskytu prvocisel pres ¢tvercova & troju-
helnikova ¢isla az k riznym formam jejich vyjadfeni, viz napt. [T}, [l [6].

Navzdory tomu, Ze Leonardtv model je ponékud naivni, mé piiroda
prekvapivé pravé tato ¢isla velmi rada. Kdybychom se podivali do vée-
ltho dlu a zacali sestavovat rodokmen né&jakého trubce (tfeba Vilika),
tak v ném presné tuto posloupnost objevime, nebot véely se rozmnozuji
tzv. partenogeneticky (neboli pannobiezosti), coZ znamend, Ze samedek
se narodi z neoplozeného vajicka (tj. mé jen jednoho rodice), zatimco
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samicka z oplozeného vajicka (tj. ma dva rodiée). Vilik ma proto 1 ro-
dife (jenom matku, protoze se narodil z neoplozeného vajicka), 2 pra-
rodi¢e (jeho matka se narodila z oplozeného vajicka, takZze ona ma dva
rodice), 3 praprarodice atd. Stejna situace nastane, budeme-li mapovat
své pfedky pouze na linii chromozomu X, muzi totiz dédi chromozom X
pouze od matky, zatimco zeny od obou rodi¢ti. Také kdyz zacneme poci-
tat okvétn{ listky u rtznych druhi kvétin nebo spirdly na borovicovych
siskach ¢i v semeniku slunecnice, tak je celkem jisté, Ze jejich pocet bude
odpovidat pravé nékterému z Fibonacciho ¢isel.

Existuji ale také ¢isla, kterd jsou zajimava, protoze mohou byt velmi
uzite¢na. Do této kategorie patii zejména prvocisla (pfirozena ¢isla dé-
litelnd pouze 1 a sama sebou) — obzvlasté ta velka, ktera hraji velmi
dilezitou roli v kryptografii. Cim vétsf mate prvoéislo, tim bezpeéndjsi
Sifru dokézete udélat. Francouzsky knéz Marin Mersenne, ktery pisobil
v prvn{ poloviné 17. stoleti jako ,hub“ pro distribuci védeckych infor-
maci spravnym smérem, zvefejnil v roce 1644 domnénku ohledné& prvodi-
selnosti (Mersennovych) ¢isel ve tvaru 2" — 1 pro néktera prvociselna n.
Sice se ukazalo, ze nékteré Mersennovy vysledky byly chybné, ale i tak
jsou jeho myS8lenky vybornym zakladem pro hledéni gigantickych prvo-
C¢isel. Momentalné (na konci roku 2023) nejvétsi znamé prvocislo je prave
toho tvaru, mé 24 862 048 cifer a odpovida hodnoté n = 82589 933. Toto
prvocislo bylo nalezeno v prosinci roku 2018. Kdybychom toto &islo chtéli
napsat s ciframi o velikosti 1 cm, potfebovali bychom k tomu pés papiru
dlouhy 248 km. Ten bychom bez problémi dokizali natdhnout z Brna
do Vidné a zpét. K ¢emu jsou takova prvocisla dobra? Zatim k ni¢emu,
ale v budoucnu se jisté mohou hodit pii zajistovani nasi bezpecnosti.

Avsak Mendel (podobné jako Leonardo Pisansky o Fibonacciho &is-
lech) ukazal, Ze i Mersennova &isla mé pifroda velmi rada, kdyz se za-
méfil na sledovani dédi¢nych znaki pii péstovani hrachu. Mendel ve své
praci z roku 1866 popisuje vysledky kiizeni mezi druhy hrachu lisicimi se
v jednom znaku. Ve svych pokusech sledoval napiiklad tvar semen (kula-
ty /svrastély), zbarveni délohy (zluté/zelené) nebo barvu kvétu (bila/ra-
7ova). V prvni generaci ziskal Mendel potomstvo, které bylo ve vzhledu
jednotné a vykazovalo vzdy znak jedné z rodiCovskych rostlin. Samo-
spraénost téchto hybrida dospél Mendel k zévérum, ze kterych ziskal

1) Samospragnosti se rozumi proces pohlavniho rozmnozovéni, pii kterém se vajicko
oplozuje pylem ze stejné rostliny. Tedy, oba rodice jsou jednou a touz rostlinou.
Tato forma rozmnoZovani je ¢asto pozorovana u rostlin s kvéty, které maji schopnost
samoopyleni, nebo u nichz je opylovani uskuteciovano primo v ramci jednoho kvétu.
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pomér 2 : 1 : 1 mezi segrega¢né dominantnimi (tj. hybridnimi), ¢isté
dominantnimi a recesivnimi znaky.

Podle Mendela: proporce, ve ktergjch se potomci hybridi vyvijeji a roz-
déluji v proni a druhé generaci, pravdépodobné plati pro vsechny dalsi
potomky. Pro ujisténi je$té provedl experimenty pro Ctyfi, pét a Sest
generaci. Vzdy se stejnym vysledkem, mezi potomky kterychkoli dvou
hybridi jsou polovina opét hybridi, ¢tvrtina jsou jedinci nesouci domi-
nantni znak a ¢tvrtina jedinci vykazujici recesivni znak. To jej pfivedlo
k formulaci matematického zékona, ze kterého se stal zakladni kdmen
jeho teorie: Jestlize A oznacuje dominantni rys, a recesivni a Aa hyb-
ridni formu, ve které jsou oba spojeny, pak viraz A + 2 Aa + a popi-
suje vyvojovou Fadu pro potomstvo hybridnich rostlin v pdru rozdilnijch
znakid. A pokracuje: Lze ukdzat, Ze pocty hybridi pochdzejicich z jednoho
opylen oproti poctu noviych nezménéngch fore a jejich potomstva
z generace na generaci vyrazné zaostdvaji, a prece nemohou nikdy zcela
vymizet. Viz [T].

Pro ilustraci posledniho zavéru vyuziva Mendel nalezeny zakon pro
hybridni segregaci k odvozeni matematického modelu, ktery popisuje
obecny vyvoj hybridnich generaci. Za¢ina s prvni generaci potomki hyb-
ridua, ve které je primérné jeden dominantni typ (A), dva hybridni (Aa)
a jeden recesivni typ (a). Pro konstrukei svého modelu Mendel nyni
predpoklada, ze

(i) kazdy z téchto typi je stejné plodny,
(ii) kazdy je samosprasny,

(iii) hybridy stale vykazuji segregaéni pomér 2 : 1 : 1 neboli zapsano
v modernim pojeti (A +a) x (A +a)=AA +2Aa+ aa,

(iv) kazda rostlina produkuje pfesné 4 nové rostliny.

Za téchto predpokladi v nasledujici generaci z kazdého z typa A a a
ziskdme presné ¢tyfi nové téhoz typu (tj. 4x A a 4x a), zatimco kazdy
ze dvou hybrida by se opét rozdélil a ziskali bychom z néj 1x A, 2x Aa
a 1x a. Proto v néasledujici generaci budeme mit 6x A (4x z A a 2x
z hybridi), 4x Aa a 6x a, tj. nyni mame pomér 6 : 4 : 6 neboli 3:2: 3.
Mendel to az takto dopodrobna nerozebira. Misto toho nabizi ¢tenarim

2)Ve svych pokusech dale provadi Mendel jiz pouze samosprasnost.
3)Tim Mendel mini jedince nesouci pouze recesivni nebo pouze dominantni znaky,
ne rostlinné hybridy.
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tabulku se souhrnnymi vysledky s pocty jednotlivych typt v nékolika
generacich.

generace A Aa a pomér A: Aa:a
1 1 2 1 1:2:1
2 6 4 6 3:2:3
3 28 8 28 7:2:7
4 120 16 120 15:2:15
5 496 32 496 31:2:31
n an—lo2n—1) | 27 |2l (2 1) | 2" —1:2:2" 1

Cisla v prvnim a druhém Fadku jsme si pfed chvili podrobné odvodili.
Hodnoty v dalsich fadcich ziskdme podobnym zpiisobem, tj. oznac¢ime-li
jako A,, Aa, a a, pocty jednotlivych typt v n-té generaci, pak pro
nasledujici generaci (v poradi n + 1) plati

A, =Aa, +4A,, Aa, 1 =2Aa,, an+1 = Aa, +4a,,

odkud 1ze odvodit hodnoty v poslednim rfddku predchozi tabulky, t;j.
celkovy pocet rostlin v n-té generaci je 4" a z toho je 2" hybrida, takze
polovina ze zbyvajicich rostlin m& dominantni znak a druha polovina
recesivni znak, neboli

A,=(d"-2")/2, Aa,=2", a,=(4"-2")/2

Mendel zakoncuje tuto ¢ast slovy: Napr. v desdté generaci jich bude
2™ — 1 = 1023. Proto z celkoviych 2048 rostlin v této generaci je 1023
s dominantnim znakem, 1023 s recesivnim znakem a pouze 2 hybridni. Ve
skutecnosti to nejsou celkova ¢isla — jde pouze o vyjadieni jednotlivych
poméri. V 10. generaci totiz budeme mit A1g = 523776, Aa;g = 1024
a ajg = 523 776, viz také [10].

Mendelovy vysledky zustaly opomijeny az do roku 1900, kdy byly
nznovuobjeveny“ de Vriesem, Corrensem a Tschermakem. Je vSak tézké
zpétné zjistit, jak presné Mendel k témto ¢islum dospél. Moznych cest je
nékolik, ale je témér jisté, Ze to nebyl jen odhad na zékladé pocéta v né-
kolika prvnich generacich, nybrz Ze vzhledem ke svym matematickym
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dovednostem si k tomu sepsal i jakysi matematicky dikaz. Kazdopadné
podle Gliboffa hlavnim bodem Mendelova ¢lanku bylo objasnit matema-
ticky zdkon evoluce a predchozi tvahy byly zlatym hiebem celého ¢lanku,
viz [3].

Nicméné se priroda ne vzdy zcela presné ¥idi matematickymi zakony,
takze Mendelovi rozhodné ne vzdy v jeho experimentech s péstovanim
hrachu vychéazely presné tyto hodnoty. Navic statistika je mocnéa caro-
dgjka, a tak se v roce 1936 rozhoiel ex post spor mezi Mendelem (zemiel
1884) a uznavanym britskym statistikem a biologem Fisherem, viz [2].
Ten totiz povazoval Mendelovy vysledky za prilis dobré, jelikoZz se mu po-
dafilo spocitat, ze pravdépodobnost takového vysledku je pouze 0,007 %
(tj. v sedmi p¥ipadech ze 100000). To jej pfivedlo k zavéru, ze Mendel
(nebo spige né&jaky jeho asistent) vysledky experimentt upravoval tak,
aby mu vychéazely pozadované hodnoty. Mendel skuteéné vysledky né-
kterych experimentii opomijel s tim, Ze vysledné hodnoty byly az prilis
vychylené od ostatnich — nikdy to v8ak nepopiral a také tyto situace ve
svém ¢lanku popsal. Navic si musime uvédomit, Ze moderni, dnes jiz za-
vedené statistické postupy pfi zpracovani dat nebyly v Mendelové dobé
zZnamy.

Fisheruv hlavni argument se opiral o to, ze pfi urCovani pocti A a Aa
existuje cca 5,63% pravdépodobnost chyby v jejich identifikaci, a tak
by naméfeny pomeér mezi témito skupinami v prvni generaci mél byt
cca 1,7 : 1 (Aa : A) misto 2 : 1, jak to Mendelovi v experimentech
vychézi (v souladu s matematickym modelem). Kde je pravda? To je
slozité. Napriklad: Pfi trochu blizsi analyze bychom mohli zjistit, Ze onen
naméfeny pomér je dan vztahem

2 3vi

Aa: A= 731(1 3 (‘g)),

3+3(3)
kde i je pocet rostlin v nulté generaci. Odtud pro i = 20 dostaneme pomér
1,98109 : 1, pro ¢ = 30 mame 1,99893 : 1, pro ¢ = 40 pak 1,99994 : 1
a s rostoucim ¢ se stale blize a blize dostavame k hodnoté 2 : 1. AvSak
Mendel provadél experimenty pouze pro i = 10, coz vede k Fischerem
ocekavanému pomeéru 1,69632 : 1. K tomuto tématu byly sepsany desitky
¢lankt a vSelijakych analyz. AvSak ne vzdy vedly spravnym smérem.
Napft. v [8, 9] bylo uvedeno, Ze tento naméfeny pomér je spiSe roven

Si, (90— )3 (1= (3))

I FC

Aa: A =
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kde v je pravdépodobnost, Ze z uvazovaného seminka vyroste rostlina,
kterou lze klasifikovat. Pro hodnoty v velmi blizké 1 dostaneme Fischeruv
o¢ekavany pomér (napi. pro v = 0,999 budeme mit 1,71304 : 1). OvSem
jaka je skuteéna hodnota v? Zadna oficidlni hodnota asi neexistuje, ale
Novitski z Mendelovych pokust dovozuje v = 0,98 (k selhani pry doslo
u 11 semen z 556), coz vede k poméru 2,06758 : 1. Jenze v Mendelové
¢lanku [7] je mozné najit jesté i dalsi mozné hodnoty (11 z 315; 5 ze 101;
6 ze 108; 2 ze 32), coz vede k hodnotam v jako 0,964; 0,951; 0,944; 0,938
s odpovidajicimi poméry 2,4291 : 1; 2,7741 : 1; 2,9819 : 1; 3,1734 : 1. To
ukazuje, Ze uvedeny vzorec asi nebude tim spravnym, viz také |4].

I pFes zpochybnéni nékterych Mendelovych postupt byl Mendel inspi-
raci pro generace védci, které po ném néasledovaly. Ackoli nedisponoval
nastroji, jako jsou pocitac nebo kalkulacka, a musel si vystacit s tuzkou,
papirem a piedchiidci dnesnich kalkulacek, kterymi byla logaritmicka
pravitka a arithmometry, dokazal systematicky nasbirat a zpracovat ob-
rovské mnozstvi dat. Stal se prikopnikem v oblasti statistiky a analyzy
dat, matematické discipliny, ktera je jednim ze zakladnich kament ves-
keré moderni védy.

V dnesni dobé védeckd komunita po celém svété stile ¢erpd z Mende-
lovych poznatkt. Posun v pochopeni genetiky nas dovedl k moZnostem,
které dnes nabizi syntetickd biologie a bioinzenyrstvi. Obé védni dis-
cipliny pfispély k levné, rychlé a masové vyrobé mRNA vakciny proti
SARS-CoV-2, kterd ndm pomohla v efektivnéjsim boji s nedavnou glo-
balni pandemii. mRNA vakciny vznikly i diky tzv. metodé CRISPR,
kterd umoznuje také vznik novych genovych terapii pro diive nevylédci-
telné choroby.

Matematika se stala souc¢asti dnesni biologie a biochemie, vysvétluje
slozitost nerovnovaznych stavi uvniti bunék, existenci kvazirovnovah,
jejich bistabilitu nebo vznikajici cykly, mtze tak popsat biochemické
prepinace i cirkadianni rytmy. Matematika dokaZe pracovat s kodova-
nim, tedy i DNA, dokaZe simulovat skutec¢né proteiny, enzymy i jejich
chemické reakce, umoznuje vytvaret nové struktury, a dokonce navrho-
vat jejich vlastnosti s pomoci dalsich chytrych nastroji, jako je uméla
inteligence (ktera také stoji na matematice, pfedev§im na linearni al-
gebfe a optimalizaci). Tak jako stala matematika u zrodu novych fe-
Seni a technologii ve fyzice a inZenyrstvi béhem technologické revoluce
v minulych dvou stoletich, stala se matematika stejné vyznamnou pro
biochemii v 21. stoleti.
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Podé&kovani

Autofi by radi na tomto misté podékovali recenzentovi za velmi po-

drobné a peclivé proc¢teni prvotni verze a nemalé mnozstvi navrhi, které
prispély ke zlepSeni (nejenom) srozumitelnosti naseho pojednani.

Literatura

1]
2]
3]
4]
[5]
[6]

7]

9]

[10]

24

Alzer, H., Luca, F.: An inequality for Fibonacci numbers. Mathematica
Bohemica, ro¢. 147 (2022), ¢. 4, s. 587-590.

Fisher, R. A.: Has Mendel’s work been rediscovered?. Annals of Science,
ro¢. 1 (1936), ¢. 2, s. 115-137.

Gliboff, S.: Gregor Mendel and the Laws of Evolution. History of Science,
ro¢. 37 (1999), ¢. 2, s. 217-235.

Hartl, D. L., Fairbanks, D. J.: Mud sticks: on the alleged falsification of
Mendel’s data. Genetics, ro¢. 175 (2007), s. 975-979.

Jarosova, M.: Fibonacci a jeho &isla. Ucitel matematiky, ro¢. 16 (2008),
& 2, 5. 94-100.

Kitizek, M., Luca, F., Somer, L.: Aritmetické vlastnosti Fibonacciovych
&isel. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢. 50 (2005), €. 2, s. 127—
140.

Mendel, J. G.: Versuche iiber Pflanzen-Hybriden. Verhandlungen des Na-
turforschenden Vereines in Brinn, ro¢. 4 (1866), s. 3-47.

Novitski, E.: On Fisher’s criticism of Mendel’s results with the garden pea.
Genetics, ro¢. 166 (2004), €. 3, s. 1133-1136.

Novitski, E.: Revision of Fisher’s analysis of Mendel’s garden pea experi-
ments. Genetics, ro¢. 166 (2004), ¢. 3, s. 1139-1140.

Teicher, A.: Mendel’s use of mathematical modelling: ratios, predictions
and the appeal to tradition. History and Philosophy of the Life Sciences,
ro¢. 36 (2014), s. 187-208.

Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

The Truth About Numerology

Mikulds Kucera, FJFI C'VUT, Praha

Introduction

This problem arose during one of my Spanish classes at FNSPE CTU.
While studying the future tense, we encountered an exercise that sup-
posedly predicted one’s future for the coming year based on their date
of birth and current year. Specifically, the task was as follows:

Take your birth date and sum the day with the month (e.g. 3+9 = 12
for September 3). Then sum the digits of the current year (e.g. 2+ 0+
243 =7 for 2023). Sum the two numbers (1247 = 19) and take the
sum of the digits (1+9 = 10). Repeat doing so until you reach a number
between 1 and 9 (140 = 1). Read what awaits you next year based on
your resulting number.

The problem appeared when our teacher described the algorithm dif-
ferently: she first took the sums of the digits of the first two numbers
(1+2 =3 and 7 = 7) and only then summed the numbers up (3+7 = 10).
Surprisingly, everyone arrived at the same result as with the original al-
gorithm! (1 + 0 = 1) The destiny seemed inevitable.

Proposition. Let a,b € N. Denote R: N — {1,2,...,9} the function
that takes a natural number and by taking the sum of its digits (in deci-
mal representation) repeatedly, it eventually returns a number between 1
and 9. Then

R(a+b) = R(R(a) + R(D)).

Remark. It is easy to see that R is well-defined since the sum of the
digits of a € N is always strictly lower than a and never zero.

Solution

Our problem eventually had an elementary solution using congruence
modulo 9. The following theorem is a simple corollary of basic rules of
modular arithmetic.

DFaculty of Nuclear Sciences and Physical Engineering, Czech Technical Univer-
sity — Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska, Ceské vysoké uceni technické
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Theorem 1. Let f be a polynomial with integer coefficients, a,b € Z,
m€N. If a =b mod m, then f(a) = f(b) mod m.

If we denote a = a,, ...a1a9 and b = by, ...b1by the decimal repre-
sentations of a and b, let f(z) == Y\ aia’, g(x) = 377" bja?, then
a = f(10) and b = ¢(10).

Now since 10 = 1 mod 9, we have a = f(10) = f(1) mod 9 and
similarly b = ¢(10) = ¢g(1) mod 9. At the same time, f(1) is nothing
else then the sum of the digits of ¢ (and analogously for g(1) and b).
Therefore, by taking the sum of the digits of a given number, one pre-
serves its remainder mod 9. We conclude that R(a) = a mod 9. Finally,
we arrive at

R(a+b)=a+b=R(a) + R(b) = R(R(a) + R(b)) mod9. (1)

And since both R(a +b) and R(R(a) + R(b)) are between 1 and 9, our
proposition is proven. We can see now that no matter at which point
of the algorithm we sum the two branches up, the result is always the
lowest positive remainder of the sum a + b mod 9.

Corollary 2. Let a € N and let R be the function defined above. Then
R(a) is the remainder of a mod 9, redefined as 9 for a =0 mod 9, i.e.
the lowest positive remainder of a mod 9.

Vocabulary
e proposition — tvrzeni
e digit — cifra

e decimal representation (of a number) — reprezentace (¢isla) v de-
sitkové soustavé

e remark — poznamka

e theorem — véta

e integer — celé ¢islo

e remainder modulo 9 — zbytek modulo 9

e corollary — dusledek
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Palindromy

Mili ¢tenafi, tentokrat pro vas méame tikol z oblasti jazykovych hiicek.
Palindrom, jak jisté vite, je slovo, které je stejné, at ho ¢teme zepiedu,

Kobyla md maly bok.
Jelenovi pivo nelej!
Nevypust supy ven!

Bazantu padd za zdda putna Zab.

U nékterych staéi vypustit mezery, nékde i diakritiku, aby vznikl pa-
lindrom. Nejdelsi, v bézné mluvé uzivany, palindrom je zfejmé finské
slovo saippuakauppias, které oznacuje prodavace mydla.

Ale zajimavé jsou i palindromy ¢&iselné, zvlast kdyZ se k nim vaze
néjaké alespon castecné dolozené vysvétleni. Napiiklad s polozenim za-
kladnfho kamene Karlova mostu je spojovan palindrom ze samych lichych
¢isel 135797531. Muzeum Karlova mostu ho pouzilo jako své logo. Podle
astronoma a filozofa Zdeiika Horského mohl byt zakladni kimen polozen
9. ¢ervence 1357 v 5.31. V tu chvili pry byla pfizniva konstelace Slunce
a Saturnu. Palindrom je tedy sestaven z udaji: rok—den—mésic—hodina—
minuty.

Palindromy se zkoumaji rovnéz v matematické discipliné zvané kom-
binatorika na slovech. Abychom mohli zformulovat otdzku pro ¢tenéafe,
potfebujeme piedstavit par jednoduchych pojmiu z této oblasti. Abecedou
rozumime libovolnou koneénou mnozinu. Jejim prvkim fikdme pismena.
Slovem nad danou abecedou rozumime libovolnou kone¢nou posloupnost
pismen z abecedy. Faktorem slova rozumime Fetézec sousedicich pismen
obsazeny v daném sloveé.

Priklad 1. Iustrujme si uvedené pojmy na konkrétnich prikladech. Uva-
zujme dvé slova abaababaa a abbabaabb délky 9 nad abecedou {a, b}, tedy
sloZzen4 z pismen a, b. Napiiklad aabab je faktorem prvniho slova, ale ni-
koliv druhého. Podivejme se na palindromické faktory téchto dvou slov.

e abaababaa méa 9 raznych palindromickych faktori:

a, b, aa, aba, bab, baab, ababa, abaaba, aababaa.
e abbabaabb ma 8 riznych palindromickych faktori:
a, b, aa, bb, aba, bab, abba, baab.
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Nyni mizeme polozit ¢tenafi dnesni otazku:
Kolik rizngch palindromickyjch faktord mize obsahovat slovo o délce n?
Vysvétlete, pro¢ to tak je. A zélezi na tom, zda je slovo sestaveno z pis-
men a, b nebo napiiklad z pismen a, b, ¢, tedy na velikosti abecedy?

Minule méli ¢tenéfi za tikol dokazat nasledujici kritérium délitelnosti
sedmi a néjaké vlastni kritérium vymyslet. Predkladame feSeni Josého
Marciala Ndjarese Romera, autora ¢lanku o délitelnosti v pfedchozim
¢isle RMF:

Vé&ta. Necht'n je piirozené &islo s desitkovgm zdpisem (agag—1 ... a1ag),
tj.
n=ap-10° +ap_1 - 10"+ 4+ a1 - 10 + ao,

pak n je délitelné sedmi pravé tehdy, kdyZ m — 2aq je délitelné sedmi, kde
m je ¢islo s desitkovgm zdpisem (agag—1 ...a1).

Dikaz. Neni tézké se presvédcit, ze plati nasledujici rovnosti:
n=10m + ag = 7m + Tag + 3m — 6ag = 7(m + ag) + 3(m — 2ay).
Nyni pokud je n délitelné sedmi, pak i
n—"T7(m+ ag) = 3(m — 2ao)

je délitelné sedmi. Jelikoz 3 je ¢islo nesoudélné s &islem 7, musi byt
m — 2ag délitelné sedmi. Naopak pokud je m — 2ay délitelné sedmi, pak i

n = T(m+ ag) + 3(m — 2ay)
je evidentné délitelné sedmi.
Druhou ¢asti tkolu bylo vymyslet vlastn{ kritérium délitelnosti sedmi.
Ukazeme, jak zjistit zbytek ¢isla po déleni sedmi metodou, kterou na-

zveme ,predavani zbytka“. PouZijeme nésledujici dvé pozorovéani, pii-
¢emz dikaz prvniho nechame ¢tenari.

Pozorovani 1. Pokud v desitkovém zapisu pfirozeného ¢isla nahradime
kazdou ¢&islici a; > 7 &islici a; — 7, pak vysledné ¢islo mé stejny zbytek
po déleni sedmi.

Priiklad 2. Napiiklad ¢isla 784 592 156 890 a 14 522 156 120 mayji stejny
zbytek po déleni sedmi.
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Pozorovani 2. Necht n € N ma desitkovy zapis (agar—1ax—2...a1ap).
Pokud

ap-104+ap_1=7-q+r, qeN, re{0,1,...,6},

tj. r je zbytek ay-104ar_1 po déleni sedmi, pak ¢islo m € N s desitkovym
zapisem (rag_z . ..aj1a0) mé stejny zbytek po déleni sedmi jako n.

Diikaz. Tvrzeni plyne z rovnosti

n = ak~10k—|—ak_1-10k71—|—--~—|—a1~10—|—a0
=T7-q-10F 1 4710 4 ap_o-10""2 4 ... +a; - 10 + ap
= 7(q- 101 + m.
Priklad 3. Aplikujme pozorovani [2] opakované na ¢islo 14522156 120

z piikladu 2] Dostaneme, Ze nasledujici ¢isla v levém sloupci maji stejny
zbytek po déleni sedmi jako 14 522 156 120:

522156120 (14 =2-7+0)
32156120 (52 =7-7+3)
4156120 (32 =4-7+4)
656120  (41=5-7+6)
26120  (65=9-7+2)
5120 (26=3-7+5)

220 (51=7-7+2)

10 (22=3-7+1)

3 (10=1-7+3)

Zavér zni, ze zbytek po déleni ¢isla 14522156 120 sedmi je roven 3.
Stejné tak je 3 zbytek po déleni sedmi Cisla 784592156 890 (viz pri-

Klad ).
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Pojdme hledat feseni nékterych tloh matematické
olympiady pomoci programovani |

Ladislav Perk, PFF UJEP v Usti nad Labem

Abstrakt. V piedlozeném piispévku se zabyvidme problematikou uplatnéni
programovéani pfi feSeni vybranych tloh matematické olympiddy CR a SR. Na
celkem Sesti ulohach, ve kterych se pracuje s prirozenymi &isly, jsou ukazany
postupy feSeni takovych tloh s tim, Ze cilem nami prezentovaného zptsobu fe-
Seni uloh je napséani funkéniho programu v jazyce Python a ziskdni shodnych
vysledki, které by bylo mozné ziskat v rdmci feSeni matematickymi postupy
vyzadovanymi v matematickych tlohach. Soucasti kazdé z téchto prezentova-
nych tloh jsou dopliikové tlohy, které si muzete vyresit samostatné.

Uvod

Jednim ze zajmu soudobé matematiky je snaha pfilakat a ziskat co
nejvice zadjemcu z fad zaku zakladnich a stfednich skol a vzbudit tak
u nich zajem o matematické vzdélavani. Vyuziva k tomu fadu néstroji,
jednim z nich je poradani matematické olympiady v CR a SR (dale jen
MO), kterou lze pokladat za velmi tispé$nou popularizaci matematiky.

Mozna se néktefi z vas — ktefi fesili ulohy MO [I] — dostali pfi fesent
nékteré z dloh do situace, kdy jste tapali v dalsim postupu a pfislo by
vam vhod, kdybyste znali spravné feSeni ulohy. A pravé pomoci progra-
movani toho u vybranych tloh muzete dosahnout. U tloh, kde se pracuje
s prirozenymi, popf. celymi Cisly.

V tomto ¢lanku byly vybrany takové ulohy MO, kde se pracuje s pfiro-
zenymi Cisly a jsou hledana ¢i posuzovana pouze prirozena ¢isla. V téchto
ilohach se nezaméiujeme na problematiku délitelnosti pfirozenych ¢isel,
tou se budeme zabyvat v pristich ¢lancich.

Regenf matematickych dloh pomoci programovani nemé v zadném
pripadé plnohodnotné nahrazovat matematické feSeni pozadované v MO,
jedna se pouze o jakysi doplnék pozadovanych matematickych feSeni.

Tento zptusob muZete vyuzit napiiklad v situaci, kdy nejste schopni
nalézt feSeni matematickymi prostfedky — vypsané vysledky vami na-
psaného programu vam pak mohou napovédét pii feSeni matematickymi
prostfedky. Dale pak miZete tento zptusob vyuzit v okamziku, kdy si
potfebujete zkontrolovat spravnost vypocitanych vysledki.
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Dalsim z cili je, abyste si uvédomili, Ze programovanim jste ziskali
dalsi nastroj, jak fesit vybrané typy matematicky tloh, a to nejen tlohy
z MO.

Ukazky feSeni vybranych tloh matematické olympiady

V tomto ¢lanku vam bude pifedstaveno celkem Sest iloh MO, které 1ze
vyfesit pomoci programovani. V8echny tyto tlohy pracuji s pfirozenymi
Cisly.

Kazda tloha obsahuje text zadani tlohy presné tak, jak je uveden
v zadani MO. Po kratkém popisku nasleduje slovni vycet aktivit, které je
nutné zrealizovat pro tisp&sné napsani zdrojového kédu v jazyce Python.
Kazda z téchto aktivit je nasledné popséna podrobnéji; je napiiklad zda-
vodnéno, jaky typ cyklu je vhodné pro vy¢islovavani proménnych pouzit,
zda je ¢ neni vhodné pojmenovani dalsich pomocnych proménnych, ja-
kym zptisobem se sestavuje podminka ¢i podminky pro vypis ¢isel, které
maji byt splnény, jakym zpiisobem se tato ¢isla ¢i jejich pocet vypisuje
apod.

Nasleduje zdrojovy kod v jazyce Python, ktery vypisuje vysledky,
které jsou shodné s vysledky uvedenymi v MO. Muzete si napsat vlastni
zdrojovy kod ¢&i opsat zde predkladané zdrojové kody. Je vhodné, abyste
se zdrojové kédy pokusili napsat nejprve sami, pokud by se vyskytly
komplikace, pak je mozné opsat zde predkladany zdrojovy kod.

Na konci nékterych tloh jsou prezentovany dopliikové tulohy, u kte-
rych nejsou uvedena jejich feSeni. Regeni téchto dloh lze ziskat diléf mo-
difikaci prislusného zdrojového kodu. Resent téchto tloh budou publiko-
vana v dalsim ¢lanku ,,Pojd'me hledat FeSeni ndkterych tiloh matematické
olympiady pomoci programovani IT1*.

Dale je tfeba zduraznit, ze se predpoklada, ze mate alespon zakladni
zkuSenosti s programovanim v jazyce Python. Cilem tohoto ¢lanku neni
vyuka jazyka Python, ale ukdzka uplatnéni programovani v jazyce Py-
thon pfi feseni matematickych tloh.

Prvni tlohu Ize pokladat za algoritmicky jednodussi. V ramci feSeni je
mozné — pro ucely prohledavani stavového prostoru — pouzit pouze jeden
cyklus s pevnym poctem opakovani. Je v8ak pii feSeni kladen diraz na
vasi schopnost spravnych dekadickych zapist.

Uloha 1. Zuzka napsala pétimistné cislo. KdyZ pripsala jednicku na
konec tohoto cisla, dostala ¢islo, které je trikrdt vétsi nez cislo, které by
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ziskala, kdyby napsala jednicku pied plivodni ¢islo. Které pétimistné ¢islo
Zuzka napsala? [2]

Resent. Hledané péticiferné ¢islo v programu ozna¢me proménnou cislo.

P1i tvorbé funkéniho zdrojového kdédu je zapotiebi se soustiedit na

nasledujici kroky:

a) zpusob vy¢islovani proménné cislo;

b) zpilisob zformulovani Sesticiferného &fsla, které vznikne pridanim
jednicky pred péticiferné ¢islo, stejné tak Sesticiferného ¢isla, které
vznikne pridanim jednicky za péticiferné ¢islo;

¢) posouzeni tykajici se vzajemné velikosti obou Sesticifernych ¢isel;

d) vypis v8ech péticifernych ¢isel v proménné cislo, ktera splituji
podminku pro jejich vypis.

Nyni vySe uvedené kroky rozebereme:

ad a) ProtoZe se jedna o péticiferné ¢islo, v8echna pfirozené &isla,
ktera budeme posuzovat, budou v mnoziné vSech péticifernych ¢isel od
10000 do 99999. Je tedy vhodné uplatnit cyklus s pevnym poctem opa-
kovani (f. 1).

ad b) Z ptavodniho péticiferného ¢isla maji vzniknout dveé dalsi Sesti-
ciferné ¢isla. Pro zpiehlednéni kédu je vhodné kazdé z téchto Cisel for-
mulovat pomoci pomocné proménné.

Sesticiferné ¢islo, které vznikne z puvodniho péticiferného ¢&isla pii-
danim jedni¢ky na konec, muzeme oznacit napf. proménnou prvni a
vznikne tak, Ze se vynasobi deseti a pficte jednicka (¥. 2).

Sesticiferné &islo, které vznikne z puvodniho péticiferného &isla prida-
nim jednicky na zacCatek, vznikne tak, Ze jednicku posuneme na misto
statisici a pri¢teme péticiferné ¢islo.

To muZeme oznacit proménnou druhe (¥. 3).

ad ¢) Splnéni ¢i nesplnéni podminky pro vypsani péticiferného ¢isla
jako hledaného TeSeni spoc¢iva v pravdivostnim ohodnoceni vyrazu. Musi
platit, Zze ¢islo v prvni je tfikrat vétsi nez ¢islo v druhe. Proto vyraz
sestavime tak, Ze trojnasobek &isla v druhe porovname s ¢islem v prvni
(¥. 5).

ad d) V pripadé kladného vyhodnoceni podminky je moZzné vypsat
¢iselnou hodnotu proménné cislo (¥. 6).

32 Rozhledy matematicko-fyzikalni



Lo N N

INFORMATIKA

for cislo in range (10000, 100000):
prvni = 10 * cislo + 1

druhe 1 = 100000 + cislo
if prvni == 3 % druhe:
print ("Nalezene cislo: ", cislo)

Program vypiSe jedno péticiferné &slo, a to 42 857. V feseni MO [2]
je jako vysledek predstaveno Cislo 42 857.

Druhou tlohu 1ze také pokladat za algoritmicky jednodussi. V rameci
feSeni je v8ak nutné pro ucely prohledavani stavového prostoru uplatnit
t¥i vzajemné vnofené cykly s pevnym poctem opakovani.

Uloha 2. Eva md tii papirky a na kaZdém z nich je napsino jedno
prirozené ¢islo. KdyZ vyndsobi mezi sebou dvojice ¢isel z papirki, dostane
vysledky 48, 192 a 36. Kterd cisla jsou napsdna na Evingch papircich?

Bl

Reseni. Hledan4 tii prirozena ¢isla ozna¢me v programu proménnymi
a,bac.

Pri tvorbé funkéniho zdrojového kodu je zapotiebi se soustfedit na
nasledujici kroky:

a) pojmenovani t¥i proménnych, které reprezentuji t¥i hledana piiro-
zené Cisla napsana na tfech papircich, a zptisob jejich vycislent;

b) zformulovani souc¢ini dvojic ¢isel na papircich;

¢) posouzeni, zda soudiny pfirozenych ¢isel odpovidaji ¢isltun 48, 192
a 36;

d) vypis nalezenych prirozenych ¢isel, ktera maji byt napséana na pa-
pircich.

ad a) Protoze je znam kone¢ny pocet piirozenych &isel, kterych mohou
proménné a, b a ¢ nabyvat, je vhodné pro jejich vy¢islovavani pouzit tfi
vzéjemné vnoiené cykly s pevnym poctem opakovani.

Bez dalsich vah o ¢iselnych omezenich proménnych a, b a ¢ lze uva-
zovat, ze kazdé z téchto proménnych muze byt prirozenym ¢islem od 1
do 192 (¥. 1-3).

ad b) Prislusné soudiny proménnych a, b a c lze vhodné oznacit, na-
priklad pomoci proménnych ab, bc a ac (f. 4-6).
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ad c) Posouzeni, zda pfislusné soudiny &isel v proménnych a, b a ¢
odpovidaji ¢islim 48, 192 a 36, lze provést pomoci podminky if, a to
v konjunktivnim tvaru za pouZiti and. (¥. 8). Stejné tak lze dil¢i pod-
minky zapsat pomoci t¥1 podminénych prikazt if zapsanych pod sebe.

ad d) Po splnéni vySe uvedené podminky je vhodné provést vypis
nalezenych trojic pfirozenych ¢isel (¥. 9).

for a in range (1, 193):
for b in range (1, 193):
for ¢ in range(l, 193):

ab = a *x b

bc = b * ¢

ac = a * c

if ab == 48 and bc == 192 and ac == 36:
print ("Nalezena trojice: ", a, ",", b, ",", ¢)
print ()

Program jako FeSeni vypiSe jedno trojéisli: (3, 16, 12). V MO [3] jsou
jako TeSeni uvedena tii pfirozena Cisla 16, 3 a 12.

Protoze nezélezi na poradi zapisu ¢isel napsanych papircich, lze obé
feSeni povazovat za shodné.

Naleznéte feSeni nize uvedenych t¥i dopliikovych tloh dil¢imi upra-
vami vami vytvoreného programu:

Dopliikové alohy

2.1.  FEva md ¢tyri papirky a na kaZdém z nich je napsdno jedno ptirozené
¢islo. Kdyz vyndsobi mezi sebou vSechny trojice ¢isel z papirki, dostane
vysledky 30, 36, 60 a 90. Kterd c¢isla jsou napsdna na FEvingch papircich?

2.2.  Eva md ¢ty papirky a na kaZdém z nich je mapsdno jedno prirozené
¢islo. Kdyz vyndsobi mezi sebou v§echny dvojice ¢isel z papirkid, dostane
vysledky 6, 14, 10, 21, 15 a 35. Kterd cisla jsou napsdna na Evingch
papircich?

2.3.  Eva md pét papirki a na kaZdém z nich je napsdno jedno prirozené
¢islo. KdyZ vyndsobi mezi sebou vSechny ctvefice &isel z papirkd, do-
stane vysledky 24, 48, 16, 12 a 24. Kterd ¢isla jsou napsdna na Evingch
papircich?

Trteti tlohu lze — stejné jako predchozi dvé — pokladat za algoritmicky
jednodussi. V ramci feSeni je v8ak nutné pro ucely prohledavani stavo-
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vého prostoru uplatnit t¥i vzajemné vnofené cykly s pevnym poctem
opakovani a spravné zformulovat t¥i diléi souiny tii ptirozenych ¢isel.

Uloha 3. Zadani ulohy v MO:

Soudin tri prirozenych cisel je 600. Kdybychom jednoho cinitele zmensili
0 10, zmensil by se soucin o 400. Kdybychom misto toho jednoho cinitele
2vétsili o 5, zvétsil by se soucin na dvojndsobek pivodni hodnoty. Kterd
7 prirozend ¢isla maji tuto vlastnost? [4)

Reseni. Hledan4 tii prirozena ¢isla ozna¢me v programu proménnymi
a, bac.
Pii tvorbé funkéniho zdrojového kodu je zapotiebi se soustiedit na
néasledujici kroky:
a) zpusob vy¢islovani proménnych a, b a c;
b) zformulovani dilé¢ich podminek, které musi dané trojice pfirozenych
CGisel splnovat;
c) zajisténi vypisi nalezenych trojic pfirozenych &isel, které spliuji
vSechny podminky pro jejich vypis.

Nyni vySe uvedené kroky rozebereme:

ad a) ProtoZe ze zadani plyne, Ze soucin ¢isel v a, b a ¢ je roven ¢islu
600, pak kazdé z Cisel v a, b a ¢ miize mit ¢iselnou hodnotu nejvyse
600 (za predpokladu, ze pravé dvé libovolné proménné budou jednicky).
A protoze se jedna o prirozena ¢isla, pak ¢isla v a, b a ¢ maji velikost
od 1 do 600. Z tohoto davodu je vhodné uplatnit t¥i vzajemné cykly
s pevnym poc¢tem opakovani (¥. 1-3).

ad b) Podminéné vykonani piikazu v podobé vypist ¢iselnych hodnot
proménnych a, b a c je tvofeno podminkou, ktera obsahuje logicky vyraz.
Tento vyraz je tvofen tfemi dil¢imi vyrazy: vyraz je vyhodnocen jako
pravdivy, pokud vSechny tfi dil¢i vyrazy jsou vyhodnoceny jako pravdivé.

Dil¢imi vyrazy jsou:

e prvnim jea * b * ¢ == soucin;

e druhym je (a - 10) * b * ¢ == soucin - 400;

e atfetimjea * (b + 5) * ¢ == 2 *x soucin.

Protoze vSechny t¥i diléi vyrazy musi byt splnény, nabizi se pfinejmen-
$im dveé moznosti zapisu: bud pouziti vzajemné vnorenych prikazt if pro
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kazdy dil¢i vyraz zvlast, nebo pouziti jednoho podminéného pirikazu if,
jehoz podminku budou tvofit tii diléi podminky v konjuktivnim tvaru,
tzn. mezi diléimi vyrazy se pouzije operator and. Je vhodné, abyste po-
uzili spiSe druhou z moznosti (¥. 6).

Uvedme zduvodnéni: pokud bychom kazdou z dil¢ich podminek for-
mulovali zvlast pomoci vzajemné vnorenych piikaza if ,,pod sebe“, sice
bychom zdrojovy kod mirné zpiehlednili, ale v pifipadé, Ze pro kazdy if
nebude formulovano alternativni feSeni v pfipadném else (popf. elif),
pak takové , vétveni“ zdrojového kodu nema smysl. Navic je tento zptsob
nedsporny k pracovnimu prostoru.

V zadani tlohy ale neni jednozna¢né stanoveno, zda se zvétseni o 10
a zmenSeni o 5 vztahuje na dva rtzné ¢initele ¢i pravé jednoho Cinitele.
Proto je zapotiebi uvazovat také variantu, kdy pravé jednoho z ¢initela
zmensime o 10, stejné tak zvétsime o 5. Lze si libovolné vybrat nékte-
rou z proménnych a, b a c; pouzijme napiiklad proménnou a. Vysledné
posouzeni (¥. 10) vznikne analogicky jako predchozi posouzeni (¥. 6).

ad ¢) Vypisy hodnot proménnych a, b a c¢ je nutné realizovat pro
kazdé posouzeni zvlast (f. 7 a 11).

for a in range(1l, 601):
for b in range(l, 601):
for ¢ in range(1l, 601):

soucin = 600

if a x b x ¢ == soucin and (a — 10) * b x ¢ ==
soucin — 400 and a * (b + 5) * ¢ == 2 *
soucin :
print ("Nalezena trojice: ", a, ",", b, ",", ¢)
print ()

if a * b * ¢ == soucin and (a — 10) * b *x ¢ ==
soucin — 400 and (a + 5) * b * ¢ == 2 =*
soucin :
print ("Nalezena trojice: ", a, ",", b, ",", ¢)
print ()

Program vypiSe tii pfirozena ¢isla 8, 5, 15. V feSeni MO [4] je jako
feSeni uvedena trojice Cisel 8, 15 a 5.

Naleznéte feSeni nize uvedenych t¥i doplitkovych tloh dilé¢imi upra-
vami vimi vytvofeného programu:
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Doplinkové alohy

3.1.  Soucin ctyr pFirozengch cisel je 120. Kdybychom proni z nich zvétsili
0 5, zveétsil by se soucin o 200. Kdybychom druhé z nich zvétsili o 5,
2vétsil by se o 150. Kdybychom treti z nich zmensili o 1, zmensil by se
0 60. Kdybychom cturté z nich zvétsili o 10, zvétsil by se na trojndsobek
pivodni hodnoty. Kterd étyii pFirozend ¢isla maji tuto vlastnost?

3.2.  Soucin péti prirozenich cisel je 72. Kdybychom pruni z nich zmensili
0 2, zmensil by se soucin o 48. Kdybychom druhé z nich zvétsili o 4,
2vetsil by se o 288. Kdybychom treti z nich zmensili o 3, zmensil by se
0 54. Kdybychom cturté z nich zvétsili o 6, zvétsil by se na dvojndsobek
pivodni hodnoty. Kterd pétice prirozenych ¢isel md tuto vlastnost?

3.3.  Soucin ti vzestupné sefazengch, vzdjemné riznych, pFirozenych éisel
je 1001. Kdybychom nejmensi z nich zvétsili o 20, zvétsil by se soucin
0 2860. Kdybychom nejvétsi z nich zmensili o 5, zmensil by se soucin
o 385. Kdybychom prostifedni ze tii ¢isel zvétsili o 33, zvétsil by se
soudin na ctyrndsobek. Kterd piirozend c¢isla maji tuto vlastnost?

~eive

zde s ciframi, resp. dvojciframi hledanych ¢tyfcifernych ¢&isel.

Uloha 4. Uvazme ctyrmistné piirozené c¢islo s ndsledujici vlastnosti:
jestlize prohodime jeho proni dvojéisli s druhgm, dostaneme ctyimistné
¢islo 0 99 mensi. Kolik je takovijch cisel celkem? [5]

Hledané ctyfciferné ¢islo ozna¢me v programu proménnou abcd, jeho
prvni dvojéisli ab a jeho druhé dvojéisli cd.
P1i tvorbé funkéniho zdrojového kédu je zapotiebi se soustiedit na
nasledujici kroky:
a) zpisob vy¢islovani proménnych abcd, ab a cd;
b) zformulovani hledaného ¢ty¥ciferného ¢isla a étyfciferného &isla s pro-
hozenym dvojéislim pomoci dekadickych zapisi;
¢) posouzeni, zda Etyi¢isli s prohozenym dvojéislim je o 99 mensi nez
hledané ¢tytéisli;
d) zajisténi vypist nalezenych ¢tyfcifernych ¢isel v abed, ktera spliiuji
podminku pro jejich vypis.

Nyni vySe uvedené kroky rozebereme:
ad a) Kazdé dvojcisli oznacené proménnymi ab a cd postupné nabyva
¢iselnych hodnot od 10 do 99, proto pro jejich vycislovan{ je vhodné

Roénik 99 (2024), &islo 1 37



© 0 N O U A W N e

=R e
N o= O

INFORMATIKA

pouzit dva vzajemné vnofené cykly s pevnym poétem opakovani (. 3
ad).

ad b) Zformulovani ¢fsel v proménnych abcd a dcba pomoci promén-
nych ab a cd je mozné pomoci dekadickych zapisi. Cislo abcd vytvorime
tak, Ze dvojéisli v ab vynasobime stovkou a pfi¢teme dvojcisli v cd (¥. 5).
Analogicky ¢islo v cdab vytvoirime tak, Ze dvojéisli v cd vynéasobime
stovkou a pfi¢teme dvojéisli v ab (F. 6).

ad ¢) Protoze ¢islo v cdab je o 99 mensi nez ¢islo v abed, pak k ¢islu
v cdab pficteme 99, aby se ¢isla v abcd a v cdab rovnala a mohli jsme
je v podminéném piikazu porovnat (¥. 8).

ad d) Vyhodou tohoto kodu je, Ze si mizeme konkrétni ¢ty¥ciferna
Cisla abed spliwjici podminky vypsat (¥. 9). Stanoveni poc¢tu téchto ¢isel
je realizovano inkrementaci proménné pocet (¥. 10), kterou je nutné pred
zacatkem hledani vynulovat (¥. 1). Vlastni vypis poc¢tu ¢isel je nutné
vypsat mimo konstrukei hledani (¥. 12).

pocet = 0
for ab in range (10, 100):
for c¢d in range (10, 100):
abcd = ab * 100 + cd
cdab = c¢d * 100 + ab
if abed == cdab + 99:
print (abcd)

pocet = pocet + 1

print ("Nalezeny pocet: ", pocet)

Program vypiSe pocet hledanych ¢tyfcifernych ¢isel, a to éislo 89. Déale
pak téchto 89 &isel: 1110, 1211, 1312, 1413, 1514, 1615, 1716, 1817,
1918, 2019, 2120, 2221, 2322, 2423, 2524, 2625, 2726, 2827, 2928,
3029, 3130, 3231, 3332, 3433, 3534, 3635, 3736, 3837, 3938, 4039,
4140, 4241, 4342, 4443, 4544, 4645, 4746, 4847, 4948, 5049, 5150,
5251, 5352, 5453, 5554, 5655, 5756, 5857, 5958, 6059, 6160, 6261,
6362, 6463, 6564, 6665, 6766, 6867, 6968, 7069, 7170, 7271, 7372,
7473, 7574, 7675, 7776, 7877, 7978, 8079, 8180, 8281, 8382, 8483,
8584, 8685, 8786, 8887, 8988, 9089, 9190, 9291, 9392, 9493, 9594,
9695, 9796, 9897, 9998. V feseni MO [5] je uveden pocet hledanych
¢tyrcifernych Cisel 89.
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Naleznéte TeSeni nize uvedenych t¥i doplitkovych tloh dilé¢imi upra-
vami vami vytvofeného programu:

Dopliikové tlohy

4.1. UvaZme pétimistné prirozené cislo s ndsledugici vlastnosti: jestlize pro-
hodime jeho prung trojcisli s poslednim dvojcéislim, dostaneme pétimistné
¢islo o 14 769 mensi. Kolik je takovych cisel celkem?

4.3. UvaZme Sestimistné prirozené c¢islo s ndsledujici vlastnosti: jestlize pro-
hodime jeho prvni trojcisli s druhym trojéislim, dostaneme Sestimistné
¢islo o 885114 mensi. Kolik je takovych cisel celkem?

4.3.  UvaZme sedmimistné piirozené ¢islo s ndsledujici vlastnosti: jestlize
prohodime jeho prvnd trojéisli s poslednim ctyrcislim, dostaneme sed-
mimistné ¢islo o 85153841 vétsi. Kolik je takovych cisel celkem?

V paté uloze se budeme zabyvat hledanim takového ¢tyfciferného
¢isla, jehoz cifry nejenze musi spliiovat urc¢ité vlastnosti, ale zaroven také
bude ¢islem, které bude charakterizované nejvétsim rozdilem své hodnoty
viéi hodnoté svého opa¢né ciferné psaného ¢isla. K tomu uplatnime al-
goritmickou konstrukei, ktera je znama jako hledani maximalniho prvku.
Regeni tlohy lze povazovat za naro¢néjsi.

Uloha 5. Monika premysli o ctyrmistném cisle, které md ndsledujici
vlastnosti:

e soucin dvou krajnich cislic je 40,

soucin dvou vnitrnich cislic je 18,

rozdil dvou krajnich cislic je stejny jako rozdil dvou vnitinich cislic,
rozdil mysleného ¢isla a opacné napsaného éisla (tj. cisla napsaného
stejnymi cislicemi, ale v opacném pofadi) je nejuétsi mozny.

Uréete Monicino myslené cislo. [6]

Resent. Jednotlivé cifry hledaného ¢tyiciferného prirozeného éisla ozna¢me
v programu proménnymi a (tisice), b (stovky), ¢ (desitky) a d (jednotky).
Pii tvorbé funkéniho zdrojového kodu je zapotiebi se soustiedit na
néasledujici kroky:
a) vycisleni proménnych a az d;
b) zformulovani hledaného &tyfciferného &isla a jeho opa¢né napsa-
ného ¢&isla pomoci cifer v proménnych a az d;
¢) posouzeni splnéni viech podminek kladenych na jednotlivé cifry a
az d;
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d) zformulovani zpiisobu nalezeni ¢tyfciferného ¢isla s nejvétsim roz-

dilem viéi svému opacné zapsanému ¢islu;

e) vypis hledaného ¢tyfciferného ¢isla, které splituje vySe uvedené

podminky.

Nyni vyse uvedené kroky rozebereme:

ad a) Proménné a, b, ¢ a d reprezentuji jednotlivé cifry hledaného
¢tyfciferného Cisla. Ze zadani plyne, Ze souciny dvojic cifer jsou nenu-
lové, pak v8echny proménné a az d nebudou nabyvat hodnoty 0. Proto
se uplatni vzajemné vnorené cykly s pevnym poctem opakovani s vycéis-
lenim cifer v a az d od 1 do 9 (¥. 3-6).

ad b) Hledané ¢tytciferné ¢islo oznacime s vyuzitim oznadeni promén-
nych abcd, jeho ciferné opacné ¢islo pak dcba; pro obé ¢isla pak vyjadieni
vy¢isleni pomoci pfislusnych dekadickych zapisi (¥. 7 a 8).

ad ¢) Posouzeni velikosti sou¢inu dvou krajnich ¢islic lze zapsat vyra-
zem a * d == 40, posouzeni velikosti sou¢inu dvou vnitinich é&islic pak
b *x ¢ == 18.

Rozdil dvou krajnich ¢islic nefesi, zda ma byt vy¢isleno a—d ¢ d—a,
stejné tak u rozdilu dvou vnitinich ¢&islic b — ¢ ¢ ¢ — b. Ciselné hod-
noty jsou stejné, lisi se jen znaménkem, proto je vhodné uplatnit abso-
lutni hodnotu ve vycislovavani rozdilt; vysledny vyraz lze potom zapsat
abs(a - d) == abs(b - c) (F. 10).

ad d) Nyni se mame zacit zabyvat nalezenim takového &tyfciferného
¢isla, které mé se svym opac¢né napsanym &islem nejvétsi rozdil. V pro-
gramovani se jedna o nalezeni nejvétsiho ¢isla (maxima) z ur¢ité kone¢né
neprazdné mnoziny ¢isel. Pro ty z vas, ktefi s touto algoritmickou kon-
strukei nemaji zkuSenosti, jsou urceny nasledujici radky tohoto bodu.

Pro 1cely hledani nejvétsiho z ¢isel abcd — dcba je tieba toto ¢islo
nejprve vyjadfit pomoci vhodné proménné, napf. rozdil (¥. 11). Zaroveil
se zavede pomocna proménnd, napf. nejvetsi, ktera registruje nejveétsi
Cislo ze vSech posouzenych ¢&isel (v nasem pfipadé rozdili v proménné
rozdil), po ukonc¢eni hledéni pak hledany nejvétsi rozdil. Zaroven se
zavede proménné cislo, ktera bude registrovat ¢islo v proménné abcd
(r. 15).

Princip hledani nejvétsiho z ¢isel rozdil lze ilustrovat nasledujicim
zapisem:

i ) rozdil, jestlize nejvetsi < rozdil;
nejvetsi ;=

nejvetsi, jestlize nejvetsi >= rozdil.
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V piipadé, Ze ¢islo v proménné rozdil pii uréitych hodnotach a, b,
c a d je vé&ts nez &islo v proménné nejvetsi (¥. 13), pak se hodnota
v proménné nejvetsi pfepiSe na ¢iselnou hodnotu v proménné rozdil
(¥. 14). Zaroven se zapiSe do proménné cislo ¢iselna hodnota v abcd
(f. 15). V opa¢ném piipadé k Zadnému piepisu ¢iselné hodnoty v pro-
ménnych nejvetsi a cislo nedochézi.

Pro kazdou ze vSech ¢iselnych hodnot v a, b, ¢ a d se tedy vy¢isli
proménnd rozdil a porovna s ¢iselnou hodnotou v nejvetsi, ktera je
prepisovana vySe uvedenym zptsobem. Je tedy zfejmé, Ze po posouzeni
v8ech ¢iselnych hodnot v a, b, ¢ a d je v proménné nejvetsi zapsina
¢iselnd hodnota hledaného nejvétsiho ¢iselného rozdilu a v proménné
cislo pak &islo v abed, pii které byla nejvétsi hodnota ¢iselného rozdilu
nalezena.

Je tfeba zduraznit, Ze proménnou rozdil je nutné pfed zapocletim
hledani nastavit na takovou hodnotu, kdy plati, Ze v8echny ¢&iselné hod-
noty rozdilit budou mit vzdy vétsi hodnotu nez tato nastavena c¢iselna
hodnota. Proto proménnou rozdil nastavime na hodnotu nap#. —99 999
(r. 1).

ad e) Vypis ¢iselné hodnoty v proménné cislo, ktera je hledanym
Gtyfcifernym ¢islem, je nutné zrealizovat az po ukonceni prohledévani
stavového prostoru (¥. 17).

nejvetsi = —99999

for a in range(1l, 10):
for b in range(1l, 10):
for ¢ in range(l, 10):
for d in range(1l, 10):
abcd a * 1000 + b * 100 + ¢ * 10 + d
dcba d % 1000 + ¢ * 100 + b * 10 + a

40 and b * ¢ == 18 and abs(a
abs(b — ¢):
abcd — dcba

if a x d
— d)
rozdil

if rozdil > nejvetsi:
nejvetsi = rozdil
cislo = abcd

print ("Nalezene cislo: ", cislo)

Program vypiSe Ctyfciferné pfirozené ¢islo 8635. V feseni MO [6] je
uvedeno Ctyfciferné ¢islo 8 635.
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Naleznéte TeSeni nize uvedenych t¥i doplitkovych tloh dilé¢imi upra-
vami vami vytvofeného programu:

Doplikové alohy

5.1.

5.2.

5.3.

Monika premysli o nejvétsim pétimistném cisle, které md ndsledujict
vlastnosti: soucin prvnich dvou a poslednich dvou cifer je 448; cifra
uprostied je mensi nez 6; rozdil cifer pruni dvojice cifer je dvakrdt vetsi
nezZ rozdil cifer posledni dvojice cifer; rozdil mysleného c¢isla a opacné
napsaného c¢isla je nejvétsi mozny. Urcete Moni¢ino myslené cislo.
Monika premysli o nejuétsim Sestimistném cisle, které md ndsledujici
vlastnosti: soucin pronich dvou a poslednich dvou cifer je 2 160; soudin
cifer ve druhé dvogici cifer je 21; rozdil cifer pruni dvojice cifer je stejnij
jako rozdil cifer posledni dvojice cifer; rozdil mysleného ¢isla a opacné
napsaného c¢isla je nejvétsi mozny. Urcete Monicino myslené ¢islo.
Monika premysli o étyfmistném cisle, které md ndsledujici vlastnosti:
soucin dvou kragnich cislic je 30; soucin dvou vnitinich cislic je 56;
rozdil dvou kragnich cislic je stejny jako rozdil dvou vnitinich cislic.
Ve ctyrciferném cisle vyskritneme vZdy jednu &islici a ziskdme tak ctyii
trojcifernd ¢isla. Pro Monicino ¢islo plati, Ze soudet téchto trojcifernijch
cisel je mejuétsi mozny. Urcete Monicino myslené cislo.

Sestou — a posledni — tlohu lze povazovat za algoritmicky jednodussi.
Je vsak specifickd tim, ze vlastnosti, které maji splitovat hledané pfiro-
zené C¢isla, jsou formulovany grafickym zpisobem.

Uloha 6. Do prdzdnich poli v ndsledujicim obrdzku dopliite celd cisla
vetsi neZ 1 tak, aby v kaZdém tmavsim policku byl soucin cisel ze soused-
nich svétlejsich policek: Jaké je cislo ve stiedu? [T]

Vi

Resent. Predpokladejme oznaceni jednotlivych poli¢ek podle nize uve-
denych ¢ervené oznacenych proménnych, které pouzijeme v programu.
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Pii tvorbé funkéniho zdrojového kodu je zapotiebi se soustfedit na
néasledujici kroky:

a) zpusob vy¢islovani proménnych a a b;

b) posouzeni, zda souéin piislusnych hledanych proménnych je roven
¢islu 55;

¢) zformulovani proménnych, které reprezentuji ¢iselné hodnoty ve
v8ech zbylych neoznacenych policcich;

d) zajisténi vypisi nalezenych pfirozenych &isel v abe, ktera spliiuji
v8echny podminky pro jejich vypis.

Jesté diive, nez pristoupime k rozboru feSeni tlohy, vysvétlime si vy-
znam ,sousednosti policek. Sousednost poli¢ek znamend, Zze hodnota
¢isla v tmavsim policku vznikne jako soucin &isel v téch svétlejsich po-
liécich, které pravé toto tmavsi policko vzajemné sdileji.

Podivejme se na obrazek vyse. Cislo 55 v tmavsim policku vznikne
jako soucin ¢isel ve svétlejsich poliécich, které 1ze oznacit proménnymi a
ab. Cisla v a a b spolu sousedi a vzajemné sdileji tmavsi policko, jehoz
¢iselnou hodnotu lze registrovat v proménné ab a ze zadéni tlohy méa
konstantni hodnotu, ¢&islo 55.

ad a) ProtoZe soucin ¢isel a a b je dle zadani roven &islu 55, pak
proménné a a b mohou postupné nabyvat ¢iselnych hodnot od 2 do 55
(f. 2 a3).

ad b) Posouzeni, zda soulin ¢isel v a a b je roven &islu 55, lze zreali-
zovat pomoci podminéného ptikazu if (. 4).

ad ¢) Zbyla neoznacené policka lze oznacit proménnymi, které odpo-
vidaji pfislusnym pranikéim proménnych a, b a ¢ (¥. 5-8).
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ad d) Vypis ¢iselnych hodnot proménnych a, b a konstanty ¢ (¥. 1-3)
je nutné zrealizovat po podminéném piikazu if (f. 4) a formulovani
proménnych ab, bc a ac (f. 5-7), stejné tak abc (¥. 8).

e =0
for a in range (2, 56):
for b in range (2, 56):

if a *x b == 55:
ab = a x b
bc = b * ¢
ac = a * C
abc = ab * bc * ac
print ("Cislo v nejtmavsim policku: ", abc)
print ("Cisla v nejsvetlejsich policcich: ", a, b, c¢)
print ()

Program vypiSe &isla (a, b, ¢): (5, 11, 9) a (11, 5, 9) a u obou téchto
trojic ¢islo nachézejici se v nejtmavsim policku, a to pro obé trojice ¢islo
245025. V feseni MO [7] jsou nalezena zbyla &isla ve svétlych polich 5
a 11, ¢islo v nejtmavsim policku je 245 025.

Naleznéte feSeni nize uvedenych tii doplitkovych tdloh diléimi tpra-
vami vami vytvoreného programu:
Dopliikové tlohy

6.1. Do prdzdngch poli v ndsledujicim obrdzku dopliite celd c¢isla vétsi nez
1 tak, aby v kaZdém tmavsim policku byl soucin cisel ze sousednich
svétlejsich policek: Jaké je cislo ve stiedu?

N Y%

6.2. Do prdzdngch poli v ndsledujicim obrdzku dopliite celd cisla vétsi neZ
1 tak, aby v kaZdém tmavsim policku byl soucin disel ze sousednich
svétlejsich policek: Jaké je Zislo ve stredu?
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6.3. Do prdzdngch poli v ndsledujicim obrdzku dopliite celd ¢isla vétsi neZ 1
tak, aby v kaZdém tmavsim policku byl soucin &isel ze sousednich svét-
lejsich policek a &islo ve stredu bylo 324. Jakd ¢&isla mohou byt v pro-
meénnyjch a, b a c?

324 =

Podé&kovani

Touto cestou bych rad podékoval pani doc. Ing. LLubomitre Dvorakové,
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Computer science is no more about computers than astronomy is
about telescopes.
Informatika neni o pocéitacich o nic vic, nez je astronomie o daleko-

hledech.

I don’t need to waste my time with a computer just because I am
a computer scientist.

Nemusim ztracet svij ¢as praci u pocitace jen proto, Ze jsem infor-
matik.

Edgar Dijkstra
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Jak zmérit difuzni koeficient pomoci laseru?

Viclav gebeh’k, PrF JU, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Clanek popisuje sestaveni jednoduchého experimentu pro méfeni
difuzniho koeficientu. P¥i analyze tohoto pokusu je tfeba spojit znalosti z in-
formatiky, matematiky i fyziky. Vzhledem k tomu, Ze difuzi se na stfednich
gkolach vénuje vétsinou relativné méalo prostoru a zaci tomuto tématu casto
dostatecné neporozumi, je popisovany pokus vhodny k doplnéni téchto zna-
losti.

Uvod

Difuze je proces, pfi kterém se Castice (atomy, molekuly) samovolné
rozptyluji v prostoru, a to z oblasti s vyssi koncentraci do oblasti s kon-
centraci nizsi. Uplatiiuje se v mnoha odvétvich, jako napf. v technickych
oborech (desalinizace, fedéni plyni), ve farmakologii (farmakokinetika)
nebo v medicing (transport 1é¢iv a 8kodlivin). Pro charakterizaci, jak
snadno dané latka difunduje danym prostiedim, se pouziva konstanta
zvané difuzni koeficient D. Ten udava pocet mola dané slozky, ktera
projde jednotkovou plochou za jednotku ¢asu pii jednotkovém spadu
koncentrace slozky.

Na stfednich skolach se studenti s pojmem difuze setkaji kromé fyziky
vétsinou i v biologii a chemii. V biologii je difuze kli¢ova pro pochopeni
zékladnich procesu v bunkéich a ve tkanich, zatimco v chemii je vyklad
difuze Casto spojen s ucivem o osmoze. Navzdory svému vyznamu pro
velké mnozstvi obort neni difuzi pfi vyuce vénovano mnoho prostoru.
Podle vyzkumu provedeného mezi studenty prvniho ro¢niku vysoké skoly
je velmi omezena nejen predstava studenti o difuznich jevech, ale i jejich
znalosti zékladnich veli¢in a pojmil spojenych s difuzi, jako napt. Fickav
zékon nebo pojem gradient [I].

Experimentalné je difuze na stfednich skolach obvykle predvedena po-
moci inkoustu nebo potravinarského barviva kapnutého do sklenice vody.
Bohuzel v tomto experimentu neni hlavni pfi¢inou smichani difuze. Mo-
lekuly vody na hladiné se odpaiuji, a tim se ochlazuje voda, ktera je blize
povrchu. Studenéjsi voda je hustéjsi, a tak se zatne pohybovat smérem
doli. To zpiisobi proudéni, které je z velké ¢asti zodpovédné za promi-
chéani vody a barviva. Tento proces je na rozdil od difuze relativné rychly
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a voda v nadobé byva inkoustem zcela obarvena b&hem nékolika desi-
tek minut. Druhym experimentem provadénym na Skolach je ponofeni
jednoho ¢ajového sacku do sklenice s teplou vodou a druhého ¢ajového
sacku do sklenice se studenou vodou. Cilem tohoto pokusu je ukazat, ze
difuze probiha rychleji pfi vyssi teploté. I v tomto pFipadé ale neni difuze
jedinym jevem, ktery nastava. Ve sklenici s teplou vodou navic hraji vétsi
roli pifi michéni turbulentni a konvektivni proudéni, zpiisobené rtznymi
teplotami v riznych ¢astech nadoby, popt. vlozenim pytliku ¢aje.

V dalsich ¢astech si ukdzeme, ¢emu je nutné se pfi pokusech s difuzi
vyhnout, na co si dat pozor a jak je mozné pomoci velmi jednoduchého
experimentu s laserem difuzi popsat i kvantitativné.

Princip experimentu

Je vSeobecné znamo, Ze svételny paprsek se lame na rozhrani dvou
prostiedi o rizném indexu lomu. K ohybu paprsku ale dochazi i tehdy,
kdyZ neexistuje ostré rozhrani mezi prostfedimi. Klasickym piikladem je
napf. zrcadleni nad horkou vozovkou nebo piskem (fata morgana). To je
zpusobeno vznikem vzajemné stabilnich tenkych vrstev vzduchu s roz-
dilnymi teplotami, coz ale zaroven znamena, ze kazdé vrstva ma razny
index lomu. Takto je sluneéni paprsek odklonén smérem k pozorovateli a
tomu se zd4, ze nad povrchem se zrcadli voda. Ve skutecnosti je to vSak
obraz oblohy.

O vySe zminénych vrstvach nad vozovkou s riiznou teplotou muzeme
Fict, Ze tvori teplotni gradient, potazmo gradient indexu lomu. A co Ze
je to vlastné gradient? Gradient je vektorové pole, které ukazuje smeér
a velikost nejvyssiho naruastu hodnoty funkce v daném bodé. Matema-
ticky je gradient funkce f v bodé definovan jako vektor jeho parcidlnich

derivaci, tj.
V= (g ) &

Oz Ox’ 7 Oxy,

Teplotni gradient (resp. gradient indexu lomu), ktery zptisobuje fata
morganu, je tedy mira zmény teploty (indexu lomu) se vzdalenosti v da-
ném sméru, typicky vyjadiena jako stupné na jednotku délky. Gradient
a difuzni koeficient tizce souvisi v procesech difuze, kde difuzni koeficient
ur¢uje rychlost, s jakou se latka §if{ (difunduje) prostfedim, a gradient
(nap¥. koncentraéni nebo teplotni) udava smér a intenzitu tohoto Sifeni.
Pri difuzi je tok latky pres oblast pfimo tumérny gradientu koncentrace,
pricem? difuzni koeficient je mirou této tmeérnosti (prvni Fickiv zakon).
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V pripadé difuze tedy gradient udéava, jak rychle a jakym smérem se
latka sifi, zatimco difuzni koeficient kvantifikuje, jak snadno se latka Sifi
prostiedim.

Gradientu indexu lomu lze vyuzit i pro studium difuze. Pfedstavme
si, ze mame v nadobé dvé misitelné kapaliny tak, ze hustsi kapalina je na
dné. Pokud bychom méli idedlni podminky, délilo by je v ¢ase nula ostré
horizontalni rozhrani. Pokud bychom si normalizovali koncentraci horni
kapaliny (nejniz$i hodnota je tudiz 0, zatimco nejvy$si hodnota je 1),
ziskali bychom stejny profil, ktery je na obr. [l zobrazen plnou ¢arou.
Po urcitém case se ale kvuli difuzi ostry prechod mezi kapalinami zacne
rozmélitovat, a tudiz se zméni i profil koncentrace horni kapaliny (obr.
preruSované Cara). Proces difuze pokracuje aZ do okamziku, kdy obé
kapaliny maji v celém objemu nadoby normalizovanou koncentraci 0,5.

Voda
| /
o P
2 -
> — -
- " 0
-~ -
g Rozhrani
7
/
3| Solny roztok
0,0 0,5 1,0
Normalizovana koncentrace

Obr. 1: Schematické znazornéni pocateéniho profilu koncentrace (plna ¢ara)
a koncentra¢niho profilu po ur¢itém case difundovéni rozpusténé latky pres
rozhrani (pferuSovana ¢ara)

Pokud maji kapaliny razny index lomu a za¢nou se kviili difuzi misit,
bude mit kazdé vertikilni pozice v nadobé jiny index lomu — vytvoii se
gradient. Index lomu muzeme méfit pomoci svételného svazku dopada-
jici kolmo na vzorek. Kdybychom lom zmérili pro rizné vysky ve vzorku
a opakovali tento experiment v riznych ¢asech, vidéli bychom, jak se
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s postupujici difuzi méni index lomu kazdé vertikalni pozice. Index lomu
tedy zavisi na vertikilni poloze, neboli na vysce, ve které svazek vstu-
puje do vzorku. Abychom si praci uleh¢ili, nebudeme posouvat svételnym
svazkem nahoru nebo doli, ale rozlozime si ho do vysece roviny tak, ze
bude pod thlem 45° prochazet vzorkem (viz obr. |2 a ¢ast textu Popis
experimentu). Na kazdé z-ové pozici tudiz bude mit jinou vysku.

Kapalina 1

Obr. 2: Schéma umisténi prichodu laserového svazku vzorkem

Takovyto experiment byl proveden a popsan uz v roce 1893 Ottou
Wienerem [2]. Ten pro svij experiment je$té samozfejmé nemohl vyuZit
laser, musel tudiz svij zdroj svétla udélat monochromatickym a poté
pouzit Stérbinu, kterd svazku vymezila rovinu pod thlem 45°. Pokud
by totiz vyuZzil nemonochromatické svétlo, kazda vinova délka by méla
jiny thel lomu a na stinitku by se vytvofily kfivky tvofené rtznymi
barvami. To by sice vypadalo vizualné velmi esteticky, ale ztiZilo by to
odecteni vysledki. V dnesni dobé je vhodné vyuzit laser, ktery je ze své
podstaty monochromaticky, a rozlozit ho pomoci cylindrické ¢oc¢ky do
vyseku roviny.

Popis experimentu

Jako vzorek byla vybrana voda a roztok soli ve vodé (0,2 g/ml). Je-
jich rozdilné indexy lomu ndm umozni pozorovat na jejich rozhrani ohyb
paprsku a zéroven je mozné je relativné jednoduse transportovat do ky-
vety tak, aby se nepromichaly. Kyveta v naSem experimentu mé rozméry
5x5x1 cm. Jeji spodni a boéni stény byly vytistény na 3D tiskdrné a na
tuto kostru pak byla z obou stran pfilepena dvouslozkovym epoxidovym
lepidlem plexiskla o tloustce 2 mm. Do kyvety nejprve nalijeme vodu,
a to do necelé pilky kyvety. Nyni nabereme roztok soli do pipety, popf.
do injekéni st¥ikacky s dostateéné dlouhou a tenkou jehlou, opatrné ko-
nec pipety vlozime na dno kyvety a solny roztok jemné vypustime. To

50 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

opakujeme, dokud neméme v kyveté priblizné stejné vody a roztoku soli.
Protoze mé solny roztok vyssi hustotu nez voda, zistane u dna nadoby,
dokud se difuz{ obé kapaliny nepromichaji. P¥i préci s kyvetou je nutné
pracovat opravdu pomalu a jemné, nebot pfi neopatrném postupu by
se nevytvoril ostry pfechod mezi vodou a roztokem soli, ktery se bude
postupné kvili difuzi ,rozméliiovat®. V&imnéte si, ze tento prechod je
mozné vidét i pouhym okem (obr. [3]).

,,—,7-———r‘r—f‘—0—4—“'#—‘ L
oyt | | |

=

%
£
|
|

Obr. 3: Kyveta se vzorky. Prohlé ¢ary na papiru v pozadi ukazuji, kde je
prechod mezi vzorky

P1i experimentu samotném je nutné omezit vypar a tim zamezit vi-
feni kapalin. To je mozné zajistit dvéma jednoduchymi tkony. Zaprvé je
tfeba zmensit plochu vyparu. Volime tudiz nadobu, ve které bude mit
hladina kapaliny co nejmensi povrch. Zadruhé je nutné omezit proudéni
vzduchu nad hladinou. Toho dosdhneme jednoduchym zakrytim nadoby,
napf. pomoci vi¢ka, nebo parafilmu. Ovéreni toho, Ze nam ve vzorku ne-
vznika zadné proudéni, muzeme udélat jednodusSe tim, Ze roztok se soli
obarvime pomoci inkoustu a udélame ¢asosbérné video kyvety se vzorky.
Proudéni by bylo na takto vytvoreném videu vidét. Je také vhodné ky-
vetu uz pfed plnénim umistit na misto, kde bude po dobu experimentu,
abychom zabrénili zbyte¢nému pohybu, ktery by pfi transportu kyvety
mohl zpisobovat promichavani vzorku.

Schéma experimentu je znazornéno na obr. [d] Pozor, pfi praci s lasero-
vym zafenim je vzdy nutné dbat zvySené opatrnosti a pouzivat ochranné
pomiucky! Laser (v naSem pfipadé He-Ne) je v drzaku umistén tak, aby
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svazek, ktery z néj vychazi, byl vodorovny. Tento svazek nésledné pro-
chazi cylindrickou ¢o¢kou o priméru 6 mm (je moZzné pouzit sklenénou
chemickou ty¢inku, nebo si objednat sklenéné tyc¢inky s riznym prameé-
rem z e-shopu s optickym sklem a darkovymi pFedméty). Ta je upev-
néna pod thlem 45° vaci podlozce. Po prichodu cylindrickou ¢o¢kou je
laserovy svazek rozlozen do vyseCe roviny. Tento rozlozeny svazek poté
nechame prochézet skrz kyvetu tak, aby pfiblizné polovina svazku vedla
nad rozhranim kapalin a polovina pod nim (obr. . Svazek po prichodu
kyvetou pokracuje na pevny papir (¢tvrtku), ktery nam poslouzi jako
stinitko. Na papir si jesté pred jeho umisténim udélame pomoci pra-
vitka a tuzky nékolik ¢ar o nami vybrané délce (nap¥. 1 cm), abychom
pii pozdéjsim zpracovani dokézali urcit pomér mezi pixely a skute¢nou
délkou. Za stinitkem umistime fotoaparat, kterym budeme snimat data.
Je vhodné mit k fotoaparatu pfipojenu déalkovou spoust umoziujici na-
staveni doby expozice, po¢tu snimkii a ¢asu mezi jednotlivymi snimky.
Zaroven je kvuli zpracovani dat nejlepsi fotit v zatemnéné mistnosti.

kyveta

se vzorkem stinitko

cylindricka P .
cocka meammmTT fotoaparat

. / L

Lo d L

Obr. 4: Schéma experimentu

Parametry snimkd v experimentu byly tyto: expozi¢ni ¢as: 1/80 s,
clona: f/4, ISO: 200, velikost: 6016 x 4000 px. Snimky byly zachyceny
kazdych 10 minut po dobu 70. minut. Celkem tedy bylo vyfotografovano
8 snimki. Navic byl vytvofen jeden kalibra¢ni snimek pfi rozsviceném
svétle, abychom pfi zpracovani dat mohli prevést pixely na cm. Po se-
staveni experimentu muZzeme na stinitku pozorovat kifivku zobrazenou
na obr. plnou ¢arou. Cérkovanou Earou je naznacena pozice svazku,
pokud by v kyveté prochazel homogennim prostiedim. Parametry £ a d,
jejichz odecteni je naznafeno na obr. [Bh, budou vyuzZity pfi zpracovani
obdrZzenych dat. Tyto hodnoty se musi odeéist pro vSechny z-ové polohy.
Priklady obdrzenych kiivek v riznych ¢asech jsou ukazany na obr. [Bp.
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a) 45° b)
/'t = 70 min
5
P t =20 min
3 e
t =0 min

Obr. 5: (a) Schematické zobrazeni zakfivené laserové stopy objevujici se na
stinitku (plna ¢ara). Pomoci parametr 6 a £ je mozné uréit gradient indexu
lomu ddTZ v dané vertikalni poloze y; v kyveté. (b) Priklad naméfenych dat
(snimky byly pfevedeny do odstint Sedi, byly jim invertovany barvy a poté

byly pfeloZzeny pies sebe)

Zpracovani dat

ObdrZena data byla zpracovana v prostiedi Python 3.6. Pouzity skript
spolu s daty je dostupny na adrese:

http://www.polivkalab.cz/cz_diffusion.html

Vgechny snimky byly nejprve ofiznuty pomoci stejnych parametri a
to tak, aby obsahovaly celou kfivku, ale zaroven co nejméné jejiho okoli.
Na obr. [f]je zobrazen nasledny postup zpracovani dat, ktery nyni krok po
kroku popiSeme. Zac¢iname s ofiznutym obrazkem, ktery pievedeme do
stupnii Sedi (1). Poté u kazdého snimku najdeme indexy maximalnich
hodnot podél osy y (2). Tim si vlastné prevedeme obrazky na grafy.
Tento krok je samozfejmé mozné provést i ,rucné“, ale vyhodné&jsi a
(napt. Engauge Digitizer), tak nami vytvofeny program. VSimnéte si, ze
stale mame hodnoty na oséch = a y v pixelech. Je jasné, ze pro vypocet
budeme potifebovat na obou osiach jednotku vzdalenosti. Dle definice
v tvodu a z Fickova zékona je patrné, ze difuzni koeficient je mozné
vyjadiit v jednotkdch cm?/s, a proto si nyni prevedeme pixely na cm.
To udélame tak, Ze na kalibraénim snimku zméfime pocet pixeld na
jeden cm a touto hodnotou vydélime obé osy (3). Pfi pohledu na ziskana
data je jasné, Ze minimélné jedna hodnota se odchyluje od nami ziskané
kiivky. Tu mizeme odstranit bud ruéné, nebo pomoci algoritmu, ktery
tuto odchylku dokaZe najit a odstranit/opravit (4). Déle je t¥eba ur¢it
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usecku, kterou by vykreslil laserovy svazek na stinitku, pokud prochézel

skrze homogenni prostfedi. V naSem piipadé jsme pouzili vzdy prvni a
posledni bod grafu a mezi nimi jsme prolozili pfimku (5).

@) /(

2

& /\}//(

i1 & & & m 1 5 ¢ 1 & & m w2 i ¢ a1 & & w on

originalni snimek

. m
>
(5) %,

i [
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(l ! b\ — Rt — Rt
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Obr. 6: Postup zpracovani dat. Detailnéji jsou vSechny kroky popséany v textu

U nésledujicich krokii nebudeme vysledky odvozovat, detaily odvozeni
je mozné nalézt napt. v [3] 4 [l [6].

Nyni je tfeba uréit vztah mezi kazdou vertikalni pozici svazku ve
vzorku (budeme znacit y;) a kazdou vertikalni pozici svazku na stinitku
(&): .

e (2
o+d+ L
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Hodnotu £ uréime, jak je znédzornéno na obr. |5l zatimco hodnoty Ly,
d a L jsou vyznafeny na obr. @] a v nasem pifpadé byly nasledujici:
Ly =20 cm,d =1 cm a L = 60 cm. Tloustka stén kyvety byla pfi
vypoc¢tech zanedbana.

obr. [5| jako & s gradientem 47, kde n je index lomu:

Ninl’ musime matematicky propojit vychylku svazku oznacenou na
dy;’

dn 0
dy; ~dL’ ®)

A na gy, by méla odpovidat Gaussové funkei. V dalsim kroku
dy;

tedy vypo¢itana data nafitujeme pravé ji (7). Z parametra fitu si vybe-
reme plnou §ifku v poloving vysky (full width at half mazimum, zkrdcené
FWHM). Toto ¢islo vydélime dvéma, umocnime na druhou a oznacime

si ho jako yf/2.

Zavislost

Cely postup od (1) do (7) opakujeme pro vSechny zbyvajici obrazky.
Poté si vyneseme zavislost vSech y% /2 Da ¢ase (v naSem piipadé 0 s,
600 s, 1200 s, . ..). Tato data by méla vykazovat linearni zavislost, proto
je prolozime pfimkou. Z tohoto fitu ziskdme sklon (neboli smérnici) s
prolozené primky. Difuzni koeficient poté uz ziskdme velmi jednoduSe
pomoci vztahu

S

42

(4)

Pro nase data (koncentrace 3,4 mol/l) vychéazi difuzni koeficient
1,514 - 107° cm?/s. Podle [7] je difuzni koeficient 1,565 - 107> cm? /s pro
koncentraci 3 mol/l a 1,594 - 1075 ¢cm? /s pro koncentraci 4 mol/1.

Zaveér

Tento experiment umoziuje spojit a prohloubit znalosti z rtznych
predmétii a oborii, jako napf. chemie (pouzivani chemickych latek, pii-
prava solného roztoku o dané koncentraci), fyzika (sestaveni experimentu
a pouzivani optickych ¢lentt) nebo informatika (sbér dat a jejich nasledné
zpracovani). Vzhledem k malé dotaci hodin stfedogkolské vyuky na pro-
brani difuze, a to v kterémkoliv pfedmétu, je predstaveny pokus vhod-
nym nastrojem na prohloubeni tohoto uciva. Zaroven miize byt vzhledem
ke kombinaci teoretickych i praktickych znalosti atraktivni pro Sirokou
gkalu studenti nebo jejich skupin.
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ZPRAVY

Matematika pro Zivot 2024

Lubomira Dvotdkovd a Jan Vybiral (organizdtori akce)

Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska ve spolupraci s Pedagogickou
fakultou Univerzity Karlovy pofadala 12. ledna 2024 jiz poSesté jed-
nodenni akci s ndzvem Matematika pro Zivot. Na programu kurzu byly
ukazky aplikaci matematiky v elektrokardiologii, statistice, aperiodickém
dlazdéni prostoru, neurovédé. Ucastnici z fad st¥edoskolskych profesorii
matematiky dorazili v hojném poctu, diky ¢emuz snad uz miZeme po-
malu zapomenout na ,,covidovy“ on-line ro¢nik a ,,postcovidovy“ hyb-
ridni roénik. Poslucha¢i v anketé jednomyslné vyjadrili zdjem znovu se
v budoucnu ucastnit, z ¢ehoz méme velkou radost.

Prednéasky tentokrat kromé aplikaci matematiky zabrousily ve dvou
pripadech také do oblasti didaktiky matematiky:

e prof. RNDr. Nad'a Vondrova, Ph.D.: Kritickd mista ceskych Zdkii a
studentti v matematice aneb Cemu bychom méli vénovat ve vyjuce
pozornost. Pedagogicka fakulta UK

e prof. RNDr. Jifi Bouchala, Ph.D.: Laplaceova bota. Fakulta elek-
trotechniky a informatiky VSB TU Ostrava

e RNDr. Jan Kotilek, Ph.D.: Reformy stredoskolského studia mate-
matiky véera a dnes (a zitra?). Fakulta strojni VSB TU Ostrava

e prof. RNDr. Karel Hron, Ph.D.: (Skoro) vse je relativni aneb s lo-
garitmem na statistiku. P¥irodovédecka fakulta UP v Olomouci

e prof. Ing. Zuzana Masdkova, Ph.D.: Finstein: problém jedné dlaz-
dice. Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska CVUT v Praze

e doc. RNDr. Jifi Fiala, Ph.D.: Rovinné grafy a jejich dotykové re-
prezentace. Matematicko-fyzikalni fakulta UK

e prof. Ing. Michal Benes, Ph.D.: Matematika pro elektrokardiologii.
Fakulta jaderna a fyzikalné inZenyrska CVUT v Praze

e Dipl. Inf. Roman Pipek: Neurovéda o matematickém mysleni aneb
Jak se (nena)ucime pocitat. Imining GmBH Miinchen

Byly potizeny kvalitni zdznamy pfednések, které jsou k dispozici na
YouTube kanalu:
https://www.youtube.com/Omatematikaprozivot4615
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Predstaveni knihy J. Mlynare a V. Krajcové
Nejzhavéjsi sen pod Sluncem

Vera Krajéovd, FJFI CVUT, Praha

Zajimés se o termojadernou fuzi? A premyslel jsi nékdy nad tim,
jaka cesta vedla k vystavbé druhé nejdrazsi stavby pod Sluncem, tedy
k TOKAMAKu ITER? Pokud jsi na obé otazky odpovédél kladné, pak
je kniha profesora Jana Mlynafe presné pro tebe.

Profesor Jan Mlyna¥ byl odbornikem na termojadernou fazi, ktery ale
velmi touzil predat své nadSeni pro védu i stfedoskolskym studentkdm
a studenttim. Proto s nadSenim pfijimal pozvani na gymnéazia i stfedni
odborné skoly, kde velmi srozumitelnym zptisobem, coz neni u takovych
odbornikt tplné zvykem, predéaval své zazitky, védomosti a vize, co se
faze tyce. Podstatou jeho prednések, které muzete shlédnout na youtube,
byly jeho osobni zkuSenosti a setkani béhem pracovnich pobytt v Anglii,
Svycarsku i Ceské republice. Kniha Nejzhavejsi sen pod Sluncem prave
z téchto pfednasek vychézi. Je psana pro Sirokou vefejnost — pro zaky
stfednich 8kol a jejich ucitele, technicky zamérené dospélé, pro vSechny,
které zajima nejnovéjsi vyvoj védy a techniky, narézejici aZz na hranice
lidskych moznosti.

EJ. H VEJSI SEN PBD
' SLU CEM

Jan Mlynar,
Véra Krajéova

1@:\ 2023

Prvni kapitola knihy pfiblizuje pohled ¢lovéka na Slunce. Od jeho ucti-
vani jako boha, az po prvni predstavy o tom, pro¢ nas Slunce hi‘eje a kde
se bere jeho obrovska energie. Ve druhé kapitole se jiz ¢lovék pokousi mit
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vlastni Slunce na Zemi, resp. jeho energii. S tim souvisel i vyvoj vodikové
bomby o nepfedstavitelné sile. Zaroven se ovSem zacalo pfemyslet, jak
tuto energii zkrotit a vyuZzit pro lidstvo pozitivné, tedy postavit elek-
trarny zalozené na termojaderné fuzi. Jednou z moznosti je zafizeni ve
tvaru donatu TOKAMAK, o jehoz vyvoji pojednava cela tieti kapitola.
Reklo by se, ze pokud jiz mame teorii i mensi funkéni zafizeni, je uz
jen kricek ke stavbé toho v budoucnu nejvétsiho, ktery se nazyva ITER
(International Thermonuclear Experimental Reactor). Tento kriicek ale
trval 21 let a celou ¢tvrtou kapitolu knihy. Dité jménem ITER se narodilo
21. listopadu 2006 podpisem dohody o mezinarodni spolupréci na tomto
projektu. Zacalo se stavét. O problémech a samotné stavbé pojednava
kapitola pata. Kapitola Sesta je odbockou za ,kamarady“ TOKAMAKu
— jinymi zafizenimi, kterd se s riznou tspésnosti snazi o jadernou fazi.
Tim plynule pfechézime k vizim — vyhledové by mél byt TOKAMAK
zafizenim, dodavajicim energii ke spotfebé ostatnim. Jak jsme na tom
s energetikou nyni? Bez elektrické energie by nemohl vzniknout tento
¢lanek — bez nabit{ baterie notebooku, bez pfipojeni k internetu i kavy
uvafené kavovarem pro autorku tohoto textu. A stejné jako roste pocet
lidi a postupuje vyvoj lidstva, roste i spotieba energie — jiz davno si
nevysta¢ime s ohném a parou. Sice mame jaderné elektrarny zaloZené
na $t&pné jaderné reakci a tieba i fotovoltaiku, ale staéi to? A co na to
priroda? O tom pojednava zasadni sedma kapitola. Aby kniha nekonéila
neradostné, posledni kapitola pfedstavuje dalsi velké védecké projekty
soucasnosti — CERN, ISS, ESA, NASA, ESO, ...

Text knihy, srozumitelny i pro nefyziky, dopliuje 318 fotografii a ba-
revnych nakresi a 11 perokreseb, vysvétlujicich nékteré fyzikilni zalezi-
tosti. Vznikla tak odborn4, ale i poutava a hezka kniha, ktera urcité stoji
za precteni. Vydalo ji nakladatelstvi Aldebaran Group for Astrophysics
v roce 2023.
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MoMath
National Museum of Mathematics in New York

Lubomira Dvotdkovd

Americké narodni muzeum matematiky je senza¢nim popularizatorem

matematiky. Nemusite zit v New Yorku, abyste si uzivali zajimavosti ze
svéta matematiky prostiednictvim tohoto muzea. Stac¢i se prihlasit k od-
béru novinek na webu muzea https://momath.org/about/contact/.

V MoMath se porad néco d&je. Pojdme spoleéné nahlédnout do dub-

nového online programu:

Loving Math — matematické p¥ibéhy a veselé hry pro déti

QED — rozhovory s vyznamnymi osobnostmi o matematice a vyuco-
vani matematiky

Senior Sessions — 45minutova fascinujici setkani s poutavymi tématy:
topologie, puzzle, kryptografie, geometrie, nekone¢no atd. atd.

Folding Fridays — pravidelné hratky s origami
Online Topological Crochet — hac¢kovani topologickych vzora

Tween Primes — setkéni teenagerti, ktefi maji radi matematiku a li-
teraturu

Volumes — setkédni dospélych, ktefi maji rddi matematiku, pfirodni
védy a literaturu

Extensions — online program pro nadané stfedoskolaky a zaky 2. stupné
Krazy Kahoot! — kviz pro celou rodinu

Math Gym — procvi¢ovani logického mysleni

Starring Math — debaty o vybranych filmech ¢i seridlech, v nichz hraje
roli matematika

Ask a mathematician — Anything! — vaSe otazky hostim z rad vy-
znamnych matematiki

Meet a mathematician — moderované rozhovory s vyznamnymi mate-
matiky

Nebo si tieba pustte kratkd videa v sekci Beautiful Math https://

momath.org/home/beautifulmath/, kde vim znamé matematické osob-
nosti vysvétli, v ¢em podle nich spociva krasa matematiky.
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nden
Vite, ze
14. bfezna se slavi Mezindrodni den matematiky?
14. 3. je to proto, Ze ¢islo T m4a desetinny rozvoj zacinajici 3,14. ..

O historii tohoto svatku se do¢tete napi. na webu Exploratoria,
kde tato myslenka vznikla.

|https: //www.exploratorium.edu/pi-day /pi-day-history|
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