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MATEMATIKA

,Devitkova" vlastnost prvocisel

Mikulds Kucera, FJFI CVUT, Praha

Ukazeme si jednu z mnoha zajimavych vlastnosti prvocisel — konkrétné
vlastnost period jejich pfevracenych hodnot, kterou poprvé dokézal roku
1836 francouzsky matematik Etienne Midy (1775-1846) [I.

Zatnéme s ¢islem 1/7. Klasickym algoritmem déleni zjistime:

= = 0,T42857. (1)

Tedy ziskdme periodu 142857. Rozdélme ji v poloviné na ¢isla 142 a 857
a ta secCtéme:
142 4 857 = 999.

Ziskali jsme ¢islo ze samych devitek. Totéz si mizete zkusit napiiklad
s ¢islem 1/13:

1 I
= 0,076923, 076 4+ 923 = 999.

Zda se, ze obdobny postup bude fungovat s libovolnym prvocislem p > 7,
jehoz perioda je sudé délky. Ozna¢me P mnozinu vS8ech prvocisel. Pro
potfeby formulace problému vyslovme nejprve definici. Neni-li fe¢eno
jinak, budeme v celém c¢lanku ztotozhovat &isla a jejich reprezentace
v desitkové soustavé.

Redlné ¢&islo a € (0,1) nazveme periodickym, pokud je jeho rozvoj za
desetinnou ¢arku zakoncen periodou, tj. pravidelné se opakujici nenulo-
vou n-tici ¢islic. Periodu zna¢ime pruhem, t;j.

a = 0, ble PN bma1a2 ce Qg

n-tici aias ... a, nazyvame perioda délky n, m-tici b1bs . ..b,, nazyvame
predperioda délky m. Ma-li ¢islo prazdnou pfedperiodu (m = 0), na-
zyvame je ryze periodické (angl. purely periodic), v opa¢ném piipads
(m # 0) jde o &islo posléze periodické (angl. eventually periodic).
Poznamka. Za periodicka nepovazujeme ¢&isla s periodou 9, nebot napf.
1 = 0,9. Dale je z¥ejmé, 7e periodu (i pfedperiodu) vZdy musime uvazovat
nejkratsi moznou pro jednoznacnost definice.
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Piiklad. Cislo 1/3 = 0,3 je ryze periodické s periodou 3 délky 1. Cislo
1/6 = 0,16 je posléze periodické s predperiodou 1 délky 1 a periodou 6
délky 1.

Ukol 1. Ukazte, 7e kazdé periodické ¢&slo je racionalni, tj. pokud a je
periodické, pak a = r/q, kde r a ¢ jsou cela ¢isla.

Midyho véta

Tvrzeni, 7ze pozorovani z ivodu skuteéné plati pro vSechna prvocisla
p > 7, je obsahem tzv. Midyho véty. Nejprve ukazeme, Ze pfevracené
hodnoty téchto prvocisel jsou ryze periodické.

Tvrzeni 1. Necht p € P\ {2,5}. Potom 1/p je v desitkové soustavé ryze
periodické.

K dikazu vyuzijeme nasledujici slavnou vétu.

Véta (Mala Fermatova). [Y| Necht p € P, a € N, a L p (a je nesoudélné
s p). Potom
a?~' =1 mod p. (2)

Pii déleni 1/p napoé¢itame prvnich n &islic za desetinnou ¢arkou jako
[10™/p] s n-tym zbytkem r, = 10™ mod p. K vypoctu dalsi &islice délime
107, /p atd. Stac¢i tedy, aby v n&kterém kroku déleni vysel zbytek 1.
A zde vyuZijeme pravé malou Fermatovu vétu . Staci volit n = =p—1
a a = 10 a zjistime, Ze po p — 1 vypocitanych ¢islicich se desetinny
rozvoj zacne opakovat. Skute¢né, jelikoz 10P~! = 1 mod p, je rp—1 = L.
p-tou &islici za desetinnou ¢arkou tedy, stejné jako tu prvni, vypocéteme
coby [10/p] s p-tym zbytkem 7, = r; = 10 mod p a obdobné& pro &islice
néasledujici.

Ukol 2. Ukazali jsme, 7e 1/p je ryze periodické. Sami si rozmyslete, Ze
navic plati, ze délka jeho periody musi délit p — 1. Ovérte na piikladech
prop=Tap=13.

Véta 2 (Midy). Nechtp € P, p > 7. Pokud periodu ¢isla 1/p lze rozdélit
na dva bloky stejné délky, pak jejich soucet je tvoren pouze ¢islicems 9.

DPro dikazy a dalsf zajimavosti tykajici se malé Fermatovy véty ¢tenare odkazu-
jeme na literaturu [2].
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Poznamka. Uvédomme si, ze zde povolujeme ¢isla, jejichz zapis zac¢ina
gisliet 0, jak jsme vidéli napiiklad pro ¢&islo 1/13.
Necht tedy
1

720577 3
, ] ®3)

kde x a y jsou n-tice ¢islic (to tedy znamen4, Ze 2n je nejmensi pfirozené
¢islo takove, Ze 10%® = 1 mod p). Chceme ukazat, Ze x+y je &islo tvorené
pouze Cislicemi 9. Jisté plati nasledujici odhady:

0<zx<10" -1, 0<y<10™—1.

ProtoZe v8ak x a y nemohou byt soucasné tvofeny pouze nulami (pak by
platilo 1/p = 0) ani pouze devitkami (jinak 1/p = 1), ziskavame odhad

0<z+y<2(10" —1). (4)
Vynésobenim rovnice ¢islem 102" dostaneme

102n

1
=10"z4+y+ 07y =10"z+y+ —.
p

Odtud jednoduchou tpravou

10" — 1)(10" +1) 102" — 1
( )" +1) _ — 10"z +y.
p p

JelikoZ p je prvocislo a nedéli 10™ —1 (v opafném piipadé 10" = 1 mod p,
coz je spor s predpokladem, Zze 1/p mé periodu délky 2n), musi délit
10™ + 1. To znamena, Ze

10"
Wrty

10m -1 -

Snadno vidime, Ze plati
x+y=10"z — (10" — )z +y = 10"z + y = 0 mod (10" — 1).

Cislo x+y je délitelné 10" —1 a ve spojeni s odhadem méme kyZzenou
rovnost  +y = 10" — 1, coz je ¢&islo ze samych devitek.
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O krok dal — Ginsbergova véta

Kdyz jsme tspésné vyftesili tvodni problém, miZzeme se jesté jednou
vratit k ¢islu 1/7 = 0, 142857 . Zkusme periodu tentokrat rozdélit na
t¥i bloky délky 2 a ty sedist:

14 + 28 4+ 57 = 99.

Opét dostéavame ¢islo ze samych devitek! Snadno ovéiime tentyz vysledek
pro 1/13:
07 469 + 23 = 99.
Zda se, ze devitkova vlastnost plati i pii déleni period na tietiny. Ze je
tomu skuteéné tak, dokazal Ginsberg (2004) [I]. Jak uvidime, dikaz je
uz o néco slozit&jsi.
Necht peP,p>T7a

1
5:O,Tyz:O,xl...xnyl...ynzl...zn (5)

je ¢islo s periodou délky 3n. Jednoduchym odhadem analogickym dikazu
Midyho véty ziskdme

0<z+4y+z<3(10"—1). (6)
Stejné tak vynasobenim (5] ¢islem 103" odvodime

(10" —1)(10%™ + 10" +1)  10°" —1

=10z + 10"y + 2. (7)
p P

A stejnou argumentaci jako dfive (p je prvodcislo a nedéli 10™ — 1) obdr-
zime délitelnost x + y + z ¢islem 10™ — 1:
T +y+z=10""z + 10"y + 2z — (10" — 1)(10" + 1)z — (10" — 1)y =
= 10"z + 10"y + 2z = 0 mod (10" — 1). (8)
Diky @ a (8) je soucet z+y+ z roven bud 10™ — 1, nebo 2(10™ —1). Pro
ditkkaz Ginsbergovy véty tedy staci ukdzat z + y + z = —1 = 9 mod 10.

Oznaéme 74, ry, 7, postupné zbytky pii vypoctu prvnich n, 2n, 3n
cifer &isla 1/p, tedy zbytky piti déleni 107 /p, 102" /p, 103" /p. Potom

10" — 7, 102" — 10%" —r,
fo _ x, v _ 10z + 1, e A + 10"y + =.
p

p p
9)
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7 @ odvodime nasledujici dvé pozorovani:
1. Vynésobenim rovnic ¢islem p a kongruenci mod 10 mame
pr = —r, mod 10, py = —ry mod 10, pz = —r, mod 10.
Sec¢tenim téchto kongruenci ziskame vysledek

p(z+y+2)=—(ry + 7, +7,) mod 10. (10)

2. Pfimo z @D plyne
ry = 10" mod p, Ty = 10%" mod p, r. = 10°" mod p.

Dle (7)) p déli éislo 102" +10"+1, proto musi délit i 103" +10%"+10".
Sectenim predchozich kongruenci proto dostaneme

Ty +1y+r, =10" 4+ 102" +10®" = 0 mod p.

Soucasné vime, Ze r, je poslednim zbytkem pii déleni pred zopa-
kovanim periody, tedy r, = 1 (viz a (9)). Protoze r, < p—1
ary <p—1,mame 0 <7, + 7, + 7, < 2p a diky kongruenci vyse
pak

ry+ry 41, =p. (11)

Zbytek dikazu je jednoduchy — sta¢i dosadit rovnost do kongruence
, a jelikoz p je nesoudélné s 10, mtizeme jim obé strany vydélit. Ziskali
jsme kyzeny vysledek

z+y+2z=-1=9mod 10.

Skute¢né tedy = + y + z = 10" — 1, coz je opét &islo tvorené samymi
devitkami.

Literatura

[1] Martin, H. W.: Generalizations of Midy’s theorem on repeating decimals.
Electronic Journal of Combinatorial Number Theory, ro¢. 7 (2007), ¢. 1,
s. 1-7, https://eudml.org/doc/127779.

[2] Kfizek, M., Somer, L., Solcova, A.: Kouzlo ¢isel: Od velkych objevd k apli-
kacim. Academia, Praha, 2009.
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Sudoku pohledem matematiky:
Odmocnina z jedné a soustava rovnic

Jan Jekl, Univerzita obrany, Brno

Abstrakt. Sudoku se nadale t&si popularité, a proto muze slouzit jako moti-
va¢ni zdroj k podniceni zajmu studentti o matematiku. V tomto ¢lanku ukazu-
jeme zpusob, jak lze sudoku ztotoznit s tilohou hledani feSeni jistého systému
linearnich a nelinearnich rovnic.

V této praci se vénujeme sudoku, kterému se jiz také vénovala rada
jinych autort, zminme napiiklad [2] 4 [5, [6l [7, [&].

Sudoku pfitom fascinuje védeckou komunitu jiz né&jakou dobu (viz
prvni vyskyt slova sudoku v databazi Scopus z roku 2005, pfi¢emz je-
diny starsi vyskyt odkazuje na autora jménem Sudoku). I v matematice
byla fada vysledkd v minulosti motivovana hrami. Zmihme napiiklad
Hanojské véze, Patnactku, Tetris, Rubikovu kostku a dalsi [I]. Zmifime
také, ze fada dalsich vysledkt byla motivovina hrami, kde vzijemné
souperi dva a vice hrac¢u proti sobé. Mezi priklady zde patii Dama, Hex
nebo Hra oware [I]. Tento fakt se také projevil v ndzvu matematického
odvétvi, které studuje konfliktni situace: Teorie her.

Cilem nasi prace je zkoumat sudoku jako systém rovnic. Pro usnad-
néni pochopeni budeme celou situaci rozebirat na 4 x 4 varianté sudoku,
ktera se nazyva shidoku (z japonského shi, coz znamenéa 4). Viechny zde
uvedené informace lze s trochou prace rozsifit na obvyklé zadani 9 x 9
sudoku.

Pro dplnost pfipomenme, Ze shidoku je predvyplnéné 4 x 4 tabulka,
do niz dopliiujeme ¢isla 1 az 4. V tabulce se nachazi 4 disjunktni 2 x 2
sekce a nasim tkolem je do kazdého Tadku, sloupce i do kazdé sekce
doplnit kazdé ze ¢tyt ¢éisel pravé jednou. Systém rovnic ziskame, kdyz si
uvédomime, ze do tabulky nemusime dopliiovat jenom ¢isla, ale stejné
dobfe by nam poslouzily 4 rozdilné symboly. Navic bychom nemuseli
dopliiovat pouze symboly. Uplné by stacilo do tabulky dopliiovat barvy,
nebo t¥eba zvuky, viz obr.

Uvedme jesté nékolik informaci ohledné pouZitého znaceni. Kazda
tabulka se sklada z bunék, které budeme znacit obvyklym maticovym
znafenim. Pod pojmem buiika (k,[) tedy budeme myslet buiitku v k-tém
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radku a I-tém sloupci, poéitano z levého horniho okraje dolt (k), resp.
doprava (1).

1] |4 ol |1©® I

2 3 © &

RN |W
W|RIN|(R
AW (N
N|lWlr|[d

Obr. 1: Shidoku, které je zadano pomoci ¢isel, symboli i barev — vpravo se
nachézi feSeni tohoto shidoku

Hlavolam shidoku a ¢tvrtid odmocnina z jedné

V této casti se pokusime do shidoku namisto éisel 1, 2, 3 a 4 do-
plilovat vhodna komplexni ¢isla (tato varianta byla prozkoumana také
v [3]). Obeznameny &tenar jisté vi, Ze imaginarni jednotku i definujeme
jako Feeni rovnice 2 = —1, a také vi, Ze v oboru realnych ¢&isel tato
rovnice nem4 feSeni. Podobné miZzeme uvazit rovnici z* = 1, ktera ma
v oboru realnych ¢isel pouze dvé feSeni, a to 1 = 1, zo = —1. Pfimo
z definice imaginarni jednotky vSak vyplyva, Ze v oboru komplexnich ¢i-
sel ma rovnice 2* = 1 navic jesté fefeni x5 = i, x4 = —i. ProtoZe se jedna
o fedenf rovnice ¢ = 1, tak témto fegenim fikame 4. odmocniny z jedné.
Pokud feSeni vykreslime v komplexni roviné, pak ¥eSeni lezi ve vrcho-
lech &tverce, jak je zobrazeno na obr. 2] Pro zajimavost jesté uvedme,
ze feSeni rovnice " = 1 urcuji vrcholy pravidelného n-ihelniku.

3(2)

i

Obr. 2: Regeni rovnice 2* = 1 vyobrazené v komplexni roving; véechna Feeni
lezi ve vrcholech ¢tverce
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KdyZz nyni vime, jak vypadaji ¢tvrté odmocniny z jedné, tak je mu-
zeme doplnit do hlavolamu shidoku napiiklad tak, Ze ¢islo k nahra-
dime zj. Takové nahrazeni vidime napf. na obr.

1 4 1 -i

=>

Obr. 3: Zadani hlavolamu shidoku, kde kazdou hodnotu k£ nahradime 4. od-
mocninou z jedné xj

Nyni specifikujeme systém rovnic, jehoZ feSeni bude korespondovat
s feSenim shidoku. Za¢neme tak, ze kazdé z 16 bunék shidoku prifadime
jednu proménnou y, k € {1,...,16}. Toto propojeni mizeme napiiklad
provést tak, ze buiice (k,l) piifadime proménnou y 4¢—1). Plifazeni
proménnych buikam je znazornéno nize.

Y1 Y2 Ys Ya
Ys Ye Y7 Ys

Yo Y10 Y11 | Y12
Y1z | Yia | Y15 | Yie

Pro zadané pocateéni napovédy hlavolamu mame hodnoty nékterych
proménnych pifedem zadané. V hlavolamu na obr. |3| tak vime, Ze plati
y2 =1, ya = =i, y9g = —1, y12 = i. Neznamé hodnoty ostatnich pro-
ménnych y pak reprezentuji chybéjici hodnoty v hlavolamu. Abychom
zarudili, ze proménné y; budou skuteéné ¢tvrté odmocniny z jedné, tak
specifikujeme, Ze kazd& proménna y, musi fesit rovnici yﬁ =1.

Navic si uvédomme, Ze nékteré proménné nemohou mit stejnou hod-
notu. Napriklad proménné y; a y4 reprezentuji bunky ve stejném radku,
a tedy musi platit, ze y; # y4. O takovych dvojicich fekneme, Ze jsou
v pfimém vztahu. Mtzeme si rozmyslet, Ze kazda proménna je v pfimém
vztahu se sedmi dalsimi proménnymi. Toto plati proto, ze kazda bunka
je ovlivnéna sedmi jinymi buiikami, jak miZeme vidét na obr. 4 Celkem
méame 16 proménnych, které jsou ve vztahu vzdy se sedmi buiikami. Pro-
toze nerozlisujeme situace, kde je proménna y; v pfimém vztahu s pro-
ménnou y; a kde je y; ve vztahu s yi, tak mame dohromady % = 56
dvojic proménnych v pfimém vztahu.
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MATEMATIKA

o
O|x|O

o

o

(0]

Obr. 4: Buiika oznacené pismenem X je ve vztahu se sedmi buiikami oznace-
nymi pismenem O

Uvazujme nyni libovolnou dvojici yx, y; proménnych v pfimém vztahu.
Nerovnost y, # y; prevedeme na rovnici, jejiz feSeni tuto podminku musi
splitovat. ProtoZe 4. odmocniny z jedné spliji, Ze y; = 1 = y;', pak takeé
musi splitovat rovnici yi — y;t = 0. Tento vztah nyni splituji i proménné,
pro néz plati yx, = yi, tj. kde yr—y; = 0. Abychom vylougili tuto moznost,
muzeme timto vyrazem délit a mame

yk yl
Y — Y1

0= = (yx + u0) (Wi + i)

Vezmeme-li tedy pro libovolnou dvojici proménnych yi, y; v pfimém
vztahu rovnici

(e +y) Wi + y7) =0, (1)

pak tyto rovnice zaruéi, ze proménné y; budou spliiovat vSechny poza-
davky na FeSeni shidoku.

ZaméFme se opét na hlavolam shidoku, ktery jsme studovali na obr. [3]
Jemu odpovidajici systém rovnic by vypadal nasledujicim zptsobem:

™
™

yi=1 =1 yi=1 pu=—iyi=1 yi=1 yi=1 yi=

yo=—1 ylo=1 9yl =1y=1 yhh=1yl=1y5=1yls=1

(1 +y2) (Wi +92) =0 (yr+us)(wi+v3) =0  (y10+yo)(yio +5) =0
(1 +us)(wi +43) =0 (y7+v6) (W7 +v3) =0 (Y10 +y11)(yio + yi1) =0
(1 +y) Wi +v3) =0 (yr+u8) (W7 +v2) =0 (Y10 + v12)(yio + yi2) =0
(1 + )W +93) =0 (yr+ys)(w7 +v3) =0 (y10+2)(yio +v3) =0
(1 +yo) (Wi +45) =0 (yr+y1)(W7 +y4) =0 (yio+ye)(yio+y3) =0
(1 +y13) (i + vis) = 0 (y7 + v15) (W7 + vi5) = 0 (yr1o + y1a) (yio + yia) =0
(i +y6) Wi +48) =0 (yr +ya) (W7 +v3) =0 (y10 +y13) (yio + yis) =0
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(16 +113)(Wis +¥is) =0 (ya+u2) (Wi +93) =0 (Y11 +yo)(yi1 +v3) =0
(16 + y14) (Y6 + y1a) =0 (ya+ys) (Wi +93) =0 (Y11 +y12)(yi1 +yi2) =0
(16 +v15) (Wi +¥is) =0 (ya+us) (Wi +98) =0 (yn +y3)(yir +v3) =0
(y16 +ya)(yie +¥3) =0 (ya +y12) (U3 +¥i2) =0 (y11 +y15) (Y11 +yis) =0
(16 +ys)(Wic +42) =0 (y6 +vs)(Ws +45) =0 (y1s+y1a)(yis +yis) =0
(y16 + y12) (16 + ¥i2) =0 (ye +ys) (W6 +¥5) =0 (y1s + y15) (i3 + yi5) =0
(16 +y1)(yis +9i1) =0 (Yo +v2) (e +v2) =0 (Y13 +v5)(yis +v3) =0

(yo +y14) (s +¥1) =0 (Y13 +10)(yis +45) =0

(2 +ys) (W3 +43) =0  (ys+us)(Wa +93) =0 (yo+v14)(y3 + yis) = 0
(y2+us) (W2 +45) =0 (ys +y12)(v2 +yT2) =0 (Y15 +y3)(yis +v3) =0
(2 +y10) (W3 +9ia) =0 (yo+us)(Ws +v3) =0 (Y15 + v12)(yis + ¥i2) = 0
(ys+us)(wa +93) =0 (yo+y12) (3 +9i2) =0 (y15 +y14) (s + yia) =0

Tato soustava je pomérné slozitd a nalezeni jejiho feSeni pfimym vy-
poc¢tem by jisté nebylo jednoduché. Nicméné vzpomenme si, ze soustava
byla vytvofena tak, aby korespondovala s shidoku, které je zobrazeno
na obr. [3] Soustavu nyni snadno vyfeSsime nalezenim FeSeni samotného
shidoku. Toto feSeni je

ys = —1 yg=—1 yr =1 yg =1
Yo = —1 yio = —i yn=1 ypp=i

y1 =1 yo =1 y3=—1 ys=—i

yi3=1 yuu=1i Y15 =—1 yig=—1

Ctenaf si nyni muze vyzkouset, jak by vypadala rovnice pro kla-
sické sudoku 9 x 9 nebo jeho jiné varianty 6 x 6, 16 x 16 apod. Ctenar
muze také urcit, kolik rovnic by obsahoval systém pro tyto varianty.

Zaveér

Ukolem tohoto textu bylo ukazat, jak lze sudoku spojit s feSenim sou-
stavy rovnic. Domnivame se, Ze hlavolam sudoku je dostateéné znamy,
aby nasledné mohl slouzit jako motivace pro studenty v ramci probirané
latky. Avsak zda se nam, Ze je tento problém dostateéné zajimavy sam
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0 sobé, aby slouzil vyzkumnikim k dalsimu badéni. Z historie je zndmo,
7e Fada teoretickych poznatkt byla motivovana hrami a hlavolamy [I].

Rada chybnych pokusii o nalezenf minimalniho ireducibilntho sudoku
(viz [9, [I0]) dle nas ilustruje, Ze se o téma sudoku v minulosti zajimala
také 8irsi vefejnost. Z posledniho dotaznikového Setfeni firmy YouGov
vyplyva, ze se sudoku libi 46 % dotazanych [I1].

Podé&ékovani

Tento prispévek vznikl s podporou projektu DZRO Vojenské auto-
nomni a robotické systémy.
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MATEMATIKA

Sudoku

Martina gkorpilovd, MFF UK, Praha

Reste nasledujici Sudoku, znate-li hodnoty pouze v péti polickach
a hodnoty v nékterych dalsich poli¢kach je nutné urcit jako vysledky
nize uvedenych piikladi (hodnota v poli¢ku oznafeném pismenem a je
rovna vysledku pfikladu a atd.).

a b c d e
f
9
g h ch
i j k 1
m n
8
o p q r
N t
9
u \%
4
w X y z
2

a) Urcete celociselny kofen z rovnice

g2e’—1lz+5 _ |

b) Urcete polomér kruznice, ktera je uréena rovnici
2 —do+y? +2y+4=0.
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Urcete

2v/3

T\f - (sin 60° + tg 30°) — cos 180°.
Urcete, pro které pfirozené ¢islo n plati: vnitini thel pravidelného
n-thelniku m4 velikost 140°.

Urcete, kolik prirozenych trojcifernych ¢isel délitelnych péti 1ze se-
stavit z ¢islic 1, 3,4, 5, jestlize se ¢islice v zapisu jednotlivych ¢isel
neopakuji.

Urcete celoéiselny kofen x rovnice

2-logrz + i =5
log, =

Urcete excentricitu hyperboly, ktera je uréena rovnici

-1 W+’
16 9 '

Urcete realnou ¢ast ¢isla

—2+2i
2

Urcéete kofen x rovnice

3% _ 4.3% = 45.

Necht je dana krychle. Délku jeji hrany oznac¢me h a délku jeji
télesové thlopficky oznac¢me u. Urcete

e
9ht’

7 &isel 3!; 107, 5; %; 2; —v/36 vyberte takové, které patii do oboru
hodnot funkce
f(z) =4 sinz.
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MATEMATIKA
k) Bod C je stfedem tusecky AB, kde A[5;7], B[9;7]. Uréete y-ovou
soufadnici bodu C, je-li parametrické vyjadfeni p¥imky AB nasle-

dujici:

r =14 2t,
y=3+t tek

1) Vypocitejte
1
logs 25 — (log, 2 + log, 32) + logs 45 — logs 5 — 2 - log, 7

m) Urcete funkéni hodnotu funkce f v bodé 4, je-li

(22)° - (22— 1) - Va2
(z+1) 21t ’

flw) =2

n) Urcete nezaporny kofen x rovnice
2? + 4z — 21 = 0.

0) Urcete kofen x rovnice

1 .
ﬁ-52z~22f=105.

p) Vypocitejte
3. |(cosx — sinx)® 4 (cos x + sin x)Q} .

q) Urcete kofen = rovnice

74—;E _ 7z—10.

r) UrCete kofen x rovnice

2 —6x+8

- =1.
2 — 8x + 12
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MATEMATIKA

s) Urcete z-ovou soufadnici priseciku grafu funkce f a osy x soufad-
nicového systému, je-li

f@) =le=11-2|

Existuje-li takovych prisecika vice, vyberte z nich takovy, jehoz
z-ova soufadnice je nejvetsi.

t) Urcete z-ovou soufadnici vrcholu paraboly, které je uréend rovnict

y = 622 — 24z + 25.

u) Urdete pfirozené &slo n, pro které plati

n\ _(n
3)  \4/)
v) Uréete kladny kofen x rovnice
|z +3|+|z—2|=T.

w) Urcete

’(fif 1)4’.

x) Urcete
6 - (cos45° 4 isin 45°)®.

y) UrCete soucet vSech kofent rovnice s neznamou x:

|z — 4] = 3.

z) Urcete
9 - loggy 81%.

Reseni tohoto Sudoku naleznete na str. @

Roc¢nik 99 (2024), ¢islo 2 15
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Dva ctverce ¢i obdélniky v obecném trojahelniku

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Inspirace k napsani ¢lanku muze pFichazet z nejriznéjsich zdroji.
Casto je to mala poznamka, ktera se objevila v tisku. Tak je tomu zvlasté
tehdy, kdyz takova poznamka nevycCerpava vSechny moznosti, které by
¢tenari prinesly hlubsi porozuméni danému problému. Zda se mi téz za-
sluzné poukazat na to, jak se vyhnout pfekotnému uzivani nabiflovanych
vzorecki ¢ zbyteénému (a Casto zatemilujicimu) uZzivani pojmi, jako
jsou napf. trigonometrické funkce v pfipadech, kdy v daném feSeni ne-
hraji zadnou tlohu a nepomahaji porozuméni (viz napf. [2]). Dulezitou
roli v tomto procesu hraje rozbor wlohy. Ten odhali podstatu tlohy a na-
znadi ¢asto cestu k jednodussimu feSeni mnohdy i obecnéjsi ulohy. Jeden
z vyznamnych matematiki své doby James Joseph Sylvester (1814-1897)
poukazal na to, Ze obecné 1ilohy jsou ¢asto jednodussi nez jejich konkrétni
pripady. Mohu jenom dodat, Ze mé zkuSenosti jsou obdobné.

Nasledujici jednoducha tloha ilustruje popsanou situaci zcela vérné.
Obr. 1 zobrazuje dva ¢tverce C; = ABCD a C; = BEFG, které maji
spole¢ny vrchol B a jsou polozeny tak, ze vrchol C lezi na prodlouzené
uhlopfi¢ce EG. Je-li |GC| =7 a |[EG| = 10, urcete obsah &tverce Cy.

D C

A B

Obr. 1: Jednoducha tloha E
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Urcit obsah ¢tverce C; znamena ur€it ¢tverec strany |BC|. Jaky pii-
stup k fegeni, patrné bez velkého rozmysleni, soucasného studenta/stu-
dentku gymnazia napadne? Najdeme to popséno v ¢lanku [3]. Z¥ejmeé se
soustfedi na trojuhelnik BGC, nebot vidi, ze

X BGC| = 180° — 45° = 135°, |BG|=5V2, |GC|=T.
Uzitim kosinové véty tedy ihned uréi, ze

obsah(C;) = |[BC|? =50449 —2-5V2-7- (—?) = 169.

Naskyta se ovSem bezprostredni otazka, zda je nutné pouzit pomeérné na-
rotného vzorce, ktery vyzaduje pojem goniometrické funkce? Clanek [3]
povazuje takovy postup za pfirozeny a postacujici.

E
Obr. 2: Regeni tlohy (reference: https://www.geogebra.org/m/zrazju2q)

Zamyslime-li se totiz nad tlohou pozornéji a oznacime-li pruasecik
uhlopficek ¢tverce Co pismenem H, vidime ihned, ze trojuhelnik BHC
je pravouhly (viz obr. 2) a Pythagorova véta nam dava odpovéd

|BC|? = 5% 4 122 = 169, a tedy |BC| = 13.

Tento postup nam téz usnadni zodpovédét zcela pfirozenou otazku,
pro¢ jsou zadany pro usecky |GC| a |EG| délky 7 a 10?7 Vidime totiz

Roc¢nik 99 (2024), ¢islo 2 17
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ihned, Ze tyto hodnoty mohou byt zcela libovolna nezaporné realna ¢isla
z a y. Oznacime-li stranu ¢étverce C; pismenem a, dostavame

2
S RO R
a (Jc+2 +2 a:+a:y+2.
Navic vidime, Ze velikosti thld spliwji rovnosti [XDBF| = |[<<CBE|
a [XBFD| = |[XBEC|, a tedy RKGDB| = |[XECB|, tj. trojuhelniky
BFD a BEC jsou podobné. Body F, G a D tedy lezi na pfimce. Laskavy
¢tenar jisté dokaze doplnit dalsi trojiuhelniky z obr. 2, které jsou podobné
ABFD.
Vratme se nyni k hlavnimu tématu tohoto ¢lanku, ktery je nazna-
Cen v jeho titulu a inspirovan prispévkem [I]. Ulohou je popsat situaci
zndzornénou na obr. 3.

C

A U GU P ¢ip “WWaH B

Obr. 3: Dva ¢tverce umisténé v trojuhelniku
Zde jsou v daném (libovolném) trojihelniku ABC umistény dva ¢tver-
ce DEFG a DHKL. Pfipomenime, Ze ¢tvercem umisténym v trojuhel-

niku ABC rozumime ¢tverec, jehoZ jedna strana lezi na jedné ze stran
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trojuhelnika (a tou bude pfevazné strana AB) a alespon jeden z dvou
zbylych vrcholi lezi na dalsi strané trojihelnfku.

Poloha dvojice ¢tvercii je uréena volbou bodu D. Vrcholy F a K (a
tim strany trojuhelnikil) jsou potom priseciky stran trojihelniku ABC
a useCek (thlopficek) DF a DK svirajicich se stranou AB thel 45°.
Extrémni pripady nastavaji, kdyz ¢tverec DEFG nebo ¢tverec DHKL
zaujme pozici vepsaného ¢tverce Uy Vi M1 Ny (viz obr. 4 naznacujici téz
piislusnou konstrukei). Vrcholy Uy a V; uréuji tisecku, ktera je definuji-
cim oborem pro volbu bodu D.

Zvlagtnim piipadem je téz situace, kdy vepsané ¢tverce jsou shodné
(viz obr. 5 opét naznacujici pFislusnou konstrukei).

Ay

?.\ __________________________
I\\

1

1 \\

1

1

1

1

1

: ...........
LK

-/

A Ly U, Cy Vi LaB A Uz P Ci Vo B

Obr. 4 Obr. 5

Ctverec U,V My Ny vepsany do trojihelniku ABC si zaslouzi zvlastni
pozornost. TTi konstrukce tohoto ¢tverce ilustruje obr. 6. Prvni, vyuzitim
pomocného étverce UV M N a podobnosti trojuhelniki AV M a AV My,
je zcela ziejmé. Nejvhodnéjsi je konstrukce vyuzivajici podobnosti troj-
thelnikt CEsFy a C'U;Vy. Odtud dostavame vyjadieni

|AB||CC|
UVi| =|UiN| = —/————F— 1
|UrVa| = [Ui V1| TAB[+CCh| (1)
a zahy, vyuzitim podobnosti trojiuhelnika AU Ny a AC:C,
|ABJ|AC,|
AU | = ———————. 2
|AU | AB[+CCh| (2)

Roc¢nik 99 (2024), ¢islo 2 19



MATEMATIKA

Tteti konstrukei naznacenou na obr. 6, vyuzivajici podobnosti troj-
thelnika Fy F1C; a Ay B1C5, ponechavame za tlohu popsat ¢tenéfi.

A1 Bl

|AE:| = |AE;| = |AB|

|UrVi| = Ui Ny | =

_ |AB||ccy)
[ABI+]CCH]

A E» Cs Fy Bs
Obr. 6: TTi konstrukce ¢tverce Ui V1 M1 Ny
Ozna¢me |AB| = ¢, |CCy| = h, |AC1| = 1, |BCy| = ¢ a |AD| = d.
Aplikaci vzorce (1) na pravouhly trojiuhelnik AUy Ny (obr. 4) dostavame

|K1La| = |Ly UL | = (04—]:)0(12%
Stejnym zptsobem odvodime, Ze
ceah
(c+h)(cz+h)
Vratme se nyni k obr. 3. Zde strana GD ¢&tverce DEFG spliiuje
dh

Dl =g =
|G | 51 c+h

|[KaLo| = [LoV1| =
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a strana DH ¢tverce DHKL

(c—d)h
DH| =59 = ——.
| | 52 Co +h

Prvni vztah plyne z podobnosti trojihelnika AGF a AC;C, druhy vztah
uzitim podobnosti trojahelnikt BKH a BCC}.
Ctverce DEFG a DHK L jsou shodné pro s; = so, tj. pro d spliujici

d(ca + h) = (c—d)(c1 + h),
neboli
~cler+h)
 c+2h
Soucet jejich obsahd, tj. obsah obdélniku Us Vo Ms Ny, se rovna

o< 2.
c+2h

Soucet X(d) = s? + s3 obsahit ¢étverci DEFG a DHKL je kvad-
ratickou funkci d, a tedy uZitim Al-Chorezmiho metody ,,doplnéni na
¢tverec snadno najdeme hodnotu d, pro niz méa tato funkce extrémni
(zde minimalni) hodnotu:

L Gt
G+ )2 (et h)?
=w [d*(ca + h)* + (1 + h)* — 2cd(c1 + h)? + d*(c1 + h)?],

£(d) =

kde
h2
CEROECEIOE
Definujme
w, =w [(c1 +h)* + (c2 + h)?].
Potom

X(d) = w. {dQ - Qd( cler + h)? 2(c1 + h)? }

c1+h)2+(ca+h)? (1 +h)2+ (ca+ h)?

N R CE RO P e+ h)2(ea+ h)?
o [(d (c1+h)?+ (2 + h)2> e n 4 (et h)2]2] '
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Tedy pro
c(er + h)?
N (c1+h)? 4 (c2 + h)?
mé soucet obsahi ¢tverci minimalni hodnotu
(e1+h)*(ca+h)? c2h?
"+ R+ (2 + R (et )24 (e )

Ye=w

Ctenaii doporuc¢ujeme uzit tuto metodu k vypoc¢tu minimalni hodnoty

souctu obsahii v jednodussich pfipadech rovnoramenného (c; = §) a
rovnostranného trojihelniku (¢; = § a h = <42); viz obr. 7 a 8.
C
C
N1 Ml
M,
N
i K
AT

L -
A UGUp Ci D ViVaH B A U2GU; Ci D VWWoH B
Obr. 7 Obr. 8

V zavéretné Casti ¢lanku nahradime ¢tverce dvéma podobnymi ob-
délniky. Pomér délek jejich stran oznac¢ime pismenem t. To je uz zazna-
menéno v obr. 9, ktery zobeciiuje predchozi obrazky 3, 4, 5 a 6. Obdél-
Ilﬂ(y ABYX, U1V1M1N1, f)CQZVQUvg7 PQMQ‘/Q, UlHlKlLla ‘/1H2K2L2,
AFE>F3B, DEFG a DRST jsou v8echny podobné. Jsou spjaty s podob-
nosti trojuhelniki AE>C a N1U,C, trojuhelnikia EsFoC' a U V1 C, troj-
thelnika ALlKl, AUQNQ, AU1N1 a AClC, trojﬁhelnikﬁ AUlHl, ADE,
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APQ a AViM;. Stejnym zpusobem jsou podobnosti spjaty trojihelniky
BKyLy, BMsVy, BSR, BM1V; a BCC1, a koneéné téz trojuhelniky
BH,Vy, BQP, BTD a BN,U;.
Z

[

Obr. 9: Dva podobné obdélniky v trojihelniku

Zminéné podobnosti trojihelnika vyuzijeme k odvozeni nasledujicich
vzorcu, kde m =tc+ h, my =tcy + h a mg = tcy + h:

ch tch tee
Ui = =, |[UiNi|=—, |AUj|="=, |BVi|=—2.
m m m m
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teerh t2ceih t2ec?
LUy = ——, |LiKi|= ———, |ALj|=—1.
mmaq mmgq mmi
teeah t2ceoh t2cc?
|LoVi| = = | Lo Ko| = = |BLy| = 2
mmso mmso mims

Abychom uré¢ili rozméry obdélniku Us Vo Ms Ny a vzdalenosti vrchola
Uy a Vo od A a B, pouZijeme predchozi vzorce tykajici se U Vi M1 Ny,
nyni pro obdélnik, jehoz pomér stran je % Tedy, piseme-li tc+ 2h = my,

2ch tch
|UsVa| = —, |UaNa| = |PQ| = —,
mo m

t t
AU, = S |BYy| = 2,
mo mo

Dale
AP =™ 4 |Bp| =92
mo mo

Zde si uvédomime, ze k vypoc¢tu téchto hodnot nalezneme v obr. 9 ce-
lou fadu moZnosti. P¥ikladem muZe byt podobnost trojuhelnika AU Hy,
ADE, APQ a AViM;, nebo BViHy, BPQ, BDT a BU;N;. Takové
vztahy mohou téz poslouzit k ovéfovani spravnosti obdrzenych vzorct.

Nyni se kone¢né dostavame k obecnému vnofeni obdélniki GDEF a
DRST daném volbou bodu D, |AD| = d. Ozna¢me dale s; = |GD| a
sg = |DR|. Tedy |DE| = t|GD| = ts1 a |RS| = t|DR| = ts3. Podobnost
trojuhelniki BN1U; a BT D vede k rovnosti

t(c—d)h
DT = |RS| = =D
ma
a tedy
—d)h
So9 = 7(6 ) .
ma
Podobné
dh
§1 = —.
my
Navic
tend t —d
g = fad gy < tele=d)
mq ma

24 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Soucet obsaht obou obdélnikt je funkei vzdéalenosti d (jejiz hodnota
spliiuje podminku |AU;| < d < |AV])

Eh (e — d)*h?
m@:w?m£=t< g Gl ),

my my
tj.
th?(m?2 + m2 m? m?
m@:AJ—;led%ﬁm st | =
mim; my +mj mi +msj
th?(m? 4+ m3) cm? 2 cAmi c2m?
= 2.2 d——5 2 - 2 e T2 2
mim; mi +ms; (mi +ms3) my +mj
Pro
2
goemi
T m2 4 m2

ma tedy soucet obsahtt minimélni hodnotu

tch?
B
Nyni mtzeme tyto podminky piepsat pro specialni pripady rovnoramen-
ného ¢i rovnostranného trojihelniku. Napf. pro dva ¢tverce v pravoihlém
rovnoramenném trojihelniku mame

(&

dmin = 5

a 2

C
Emin = §

Zavérem poznamenejme, ze C¢lanek poskytuje pro ¢tenare celou fadu
souvisejicich tloh. Formulujme jednu, kterou naznacuje obr. 10.
Vyuzitim predeslych vypoc¢tt postupné dostavame

tch tch? tch?
N = L No| = Nyl =
|Up N1 | e h |Ua Ny | et h)? |U3 N3| e+ B
ch ch? ch?
|U1V1\—tc+h, |U2V2|—ma |U3V3|—ma
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Uy Ni||Ux V| vepsa-

a tedy soucet stran |UyNg|, stran |Uy V| a obsaht
nych obdélniki je

) h k 00 h k h
kz_:ltc<tc+h> =h Zc(tc+h) A

k=1
o) 2k
9 h ch?
E tc = .
tc+h tc+ 2h
k=1
c
N, P
Fan
SUsi b
N3 / ; \ M3
AUg !l iCaY
/ N \
S m Y
Ny Usl” 5 C3\Va\ M
A R v
J Vo
[ \
[ A
[ \
I )
/ i \
/ u \
N1 U2 . 4 CQ j VQ M1
/ ! H \
! 1 i \
1 i \
! I ‘I
1 1 \
[ \
Vo \
1 l’ \I
[ \
1 ’ v
[ \
[ \
o v
vy \
' \
:,:
; v |
A U, Ch Vi B

Obr. 10: Posloupnost obdélniktt umisténych v trojuhelniku
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Pokryvaci systémy a soustava rovnic

Lukds Moudryj, Plzen

Abstrakt. V 19. stoleti vyslovil Alphonse de Polignac nésledujici domnénku:
Pro libovolné liché ¢islo k existuje takové pfirozené &islo n, ze 2" + k je pr-
vocislo. V minulém stoleti ji v8ak vyvratil Paul Erdés, a to za pouziti tzv.
pokryvacich systému. Jak tyto systémy funguji a jak pomoci nich tuto do-
mnénku vyvratit, si vysvétlime v tomto ¢lanku.

Pokryvaci systémy
Nezaporna cela ¢isla mizeme rozdélit na dvé skupiny, licha a suda
¢isla. V feci kongruenci || je ¢islo n sudé, pravé kdyz splhuje

n=0 mod 2,

a liché, pravé kdyz plati
n=1 mod 2.
Napf. ¢islo tfi je liché, protoze plati 3 = 1 mod 2, a ¢islo ¢tyfi sudé,
protoze 4 = 0 mod 2. Tyto dvé kongruence tvori pokryvaci systém, nebot

vSechna pfirozena ¢isla spliwji jednu z téchto kongruenci.
Pojdme zavést pojem pokryvaci systém formalnd matematicky.

Definice 1. Mé&jme d pfirozenych &isel mq, mo, ..., mg a celd nezaporna
éisla rq, ro, ..., rq takova, Ze r1 < my, ro < mao, ...,rq < mq. Rekneme,
7e pary (mq,r1), (ma,r2), ..., (mg,7q) tvoli pokrgvaci systém, pokud

ke kazdému pfirozenému ¢islu n lze nalézt par (m;,r;) takovy, Ze n ma
zbytek r; po déleni m;, tj. n = r; mod m;.

Priklad 1. Je zfejmé, Ze pary (2,0) a (2,1) tvofi pokryvaci systém.
Stejné tak pro libovolné m € N, pary (m,0), (m, 1), ..., (m,m—1) tvofi
pokryvaci systém.

DNecht a,b € Z am € N. Rekneme, ze a je kongruentni b modulo m, pokud m déli
beze zbytku rozdil a — b. PiSeme a = b mod m. Pro vice informaci o kongruencich a
praci s nimi doporucujeme [I} 2].
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Priklad 2. Existuji i pokryvaci systémy, kde nékterym pfirozenym Cis-
lam odpovida vice part. Napiiklad pro pokryvaci systém (2,0), (2,1),
(4,1) plati, ze ¢islu 5 piislusi pary (2,1) i (4,1), protoZze 5 = 1 mod 2
a také 5 =1 mod 4.

Pro prezentaci Erdgsova dikazu bude t¥eba pracovat s pokryvacim
systémem, kde jsou vSechna modula vzajemné rizna. Zkusme si pro ilu-
straci jeden takovy odvodit. Zafixujeme si kongruenci n = 0 mod 2 a
budeme postupné upravovat n = 1 mod 2 tak, aby modulo bylo u kazdé
kongruence jiné. VSechna liché ¢isla spliuji jednu z néasledujicich dvou
kongruenci:

n=1 mod 4,
n=3 mod 4.

Nyni si upravime kongruenci n = 3 mod 4. Aby bylo jasnégjsi, co se dé&je,
napiSme si nékolik prvnich pfirozenych é&isel splhujicich tuto kongruenci
3,7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, ...
Vsimnéme si, Ze pocinaje trojkou je kazdé t¥eti ¢islo délitelné tfemi (viz

nepodtrzend ¢isla). Tato ¢isla tedy pokryjeme kongruenci

n=0 mod 3.

Déle si vS§imnéme, Ze pocinaje sedmickou je kazdé tieti ¢islo o jedna vice
neZ néjaky nasobek Sestky (viz podtrzena &isla). Tato Cisla pokryjeme
kongruenci

n=1 mod 6.
A nakonec si v§imnéme, Ze od jedenactky dal je kazdé tieti ¢islo o je-
denéct vic nez néjaky nasobek dvanactky (viz dvakrat podtrzena &isla).
Tato ¢isla pokryjeme kongruenci

n=11 mod 12.
Ziskali jsme tedy pokryvaci systém, kde jsou vSechna modula rizna:
(2,0), (4,1), (3,0), (6,1), (12,11).

Co kdyby nam nékdo naopak ukézal tyto pary a chtél by po nas ovérit,
jestli jde opravdu o pokryvaci systém? Pro jaka vSechna &isla musime
ovéFit, ze splituji alespon jednu z danych kongruenci?
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Ukazeme si, ze se sta¢i podivat na vSechna ¢isla od 0 az do nejmensiho
spoleéného nasobku vSech modul zmenseného o jedna, coz je v naSem
pripadé 11.

0 =0 mod 2,
1=1 mod 4,
2 =0 mod 2,
3 =0 mod 3,
4 =0 mod 2,
5=1 mod 4,
6 =0 mod 2,
7=1 mod 6,
8 =0 mod 2,
9=0 mod 3,
10 =0 mod 2,

11 = 11 mod 12.

Co kdyz si ted vezmeme libovolné &slo n > 127 Pro takové n existuje
pfirozené ¢islo I, ze n = 121 + j, kde j je zbytek po déleni 12, tedy
0 < j < 12. Pak ale sta¢i v pokryvacim systému najit par (r, m) takovy,
ze 7 = r mod m. Takovy pér jisté existuje, protoze j < 12. Jelikoz m déli
12, plati

n=1214+j=j mod m.

Odtud dostéavame n = r mod m.
Napt. pro n = 257 lze psat n = 21 - 12 + 5. A jelikoz 5 = 1 mod 4,
plati také 257 = 1 mod 4.

Ukol 1. Ovéite sami, ze (2,1), (3,1), (4,2), (8,4), (12,8), (24,0) tvoii

pokryvaci systém.

Vyvraceni domnénky

Nyni jiz miZeme popsat, jakym elegantnim zptisobem Paul Erdés
vyvréatil Polignacovu domnénku.

Domnénka 1. Pro libovolné liché prirozené ¢islo k existuje takové pri-
rozené &islo n, ze 2™ + k je prvocislo.
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Erdé&sova strategie byla nasledujici. Uvazoval pokryvaci systém z tko-

lu[d
(2,1), (3,1), (4,2), (8,4), (12,8), (24,0). (1)

K ¢éislim mq = 2, mgy = 3, mg = 4, my = 8, ms = 12 a mg = 24 naSel
ruzné prvocisla py, pa, D3, P4, P5 & pe takova, ze p; déli 2™ — 1 pro kazdé
1€{1,2,3,4,5,6}, tj.

2™ =1 mod p;. (2)

NapiSme si rozklady 2™ — 1 na prvocisla.

2m ] =22 -1=3,

2m2 — 1 =23 -1=1,

2ms —1 =2 -1=15=3"5,

2m 1 =28 -1=255=3-5-17,

2ms =1 =212 -1=(20-1)(2+1)=(2* +1)(2* —1)65 =
=32.7-5-13,

22 —1=022-1)(2"2+1) =

=32.5-7-13-(2*+1)(28 =24 +1)=32.5.7-13-17 - 241.

2ms — 1

Lze zvolit p1 = 3, po =7, p3 =5, py = 17, p5 = 13 a pg = 241. Aby
vyvratil Polignacovu domnénku, zkonstruoval Erdés liché ¢islo £ takové,
ze pro kazdé z nalezenych prvocisel p; plati

2"+ k=0 mod p;,
pri¢emz r; jsou zbytky v pokryvacim systému , tj.ri=ro=1,7r3 =2,
7‘4:4, T5:8, ’I"6:O.

Takové ¢islo k jiz vyvraci domnénku, protoze diky tomu, Ze je
pokryvaci systém, 1ze pro kazdé pfirozené n najit par (m;,r;) takovy, ze
n =r; mod m;, tj. n = r; + Im,; pro né&jaké | nezdporné celé ¢islo. Pak
ale s vyuzitim faktu, ze 2™ =1 mod p;, mame

2"k =2ritmi L p—ori. (2m) L k=2" + k=0 mod p;.

To znamené, ze prvocislo p; déli 2™ + k, a tudiz 2" + k je &islo slozené.
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Zbyva ukézat, ze lze nalézt liché ¢islo k splhujici 2™ +k =0 mod p;.
Dosazenim konkrétnich hodnot méme pro k£ systém kongruenci
2+ k=0 mod 3,
2 +k=0 mod?7,
22+ k=0 mod 5,
22+ k=0 mod 17,
224+ k=0 mod 13,
20+ k=0 mod 241.

Takovy systém kongruenci lze fesit vyuzitim ¢inské zbytkové véty [3].

Véta 3 (Cinska véta o zbytcich). Necht pi, p2, ..., pj jsou po dvou
nesoudélnd ptirozend Cisla a necht a1, az, ..., a; jsou libovolnd celd
¢isla. Pak systém kongruenci

r = a; mod pq,

T = az mod po,

r = a; mod p;
md celociselné TeSeni. Navic kaZdé TeSeni x € Z spliiuje
p

x501£+02—+~~+cj£ mod p,
P1 b2 pj

kde p = pipa---p; a c; spliiugi pro kazdé i € {1,2,...,j}
cig =a; mod p;.
bi
Piepisme systém kongruenci ekvivalentnim zptisobem do stejného
tvaru, jako je v ¢inské zbytkové vété.

k=1 mod 3,
k=5 mod?7,
k=1 mod 5,
k=9 mod 17, )
k=4 mod 13,
= —1 mod 241.
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Ukol 2. Pro ¢tenafe, ktery hrozné rad poéita, nechame jako doméaci
cviceni nalézt pomoci ¢inské zbytkové véty &islo k, které fesi systém
kongruenci .

Ukol 3. Pro Gtenafe, ktery rad pocita, nechame jako doméci cviceni
oveéfit, ze k = 1518 781 ¥esi systém kongruenci (4)).

ZAVER tedy zni: Polignacova domnénka neplati napt. pro k = 1518 781.

Priklad 3. Ukazme pro néjaké ,nahodné vybrané“ n, ze 2" + k sku-
tené neni prvocislo. Uvazujme n = 12. Toto ¢&islo spliiuje n = 4 mod 8,
konkrétné n = 1 - 8 + 4. Jelikoz 28 = 1 mod 17, dostavame

" =24.98 =92* mod 17.

Tudiz

" +k=2"+k=0 mod17, viz (3).

Suma sumarum, 17 déli ¢islo 2™ + k = 4 096 + 1518781 = 1522877.
(Neverici Tomasové mohou zkontrolovat na kalkulacéce, ze 1522877 =
=17-89581.)

Pro vice informaci jsou k dispozici videa [I] na toto téma pFipravena
autorem c¢lanku.

Podé&ékovani

Dékuji recenzentovi a také vedouci redaktorce Lubomife Dvorakové
za vhodné dpravy, které vedly k vylepSeni ¢lanku.

Literatura

[1] https : / / www.youtube.com / watch?v = coplC14mjO8&list = PLFbx -
hq3irimXupqlAfgoWSEk1eTF3£6k

[2] https://prase.cz/library/KongruenceKK/KongruenceKK.pdf

[3] Péchouckova, S.: Armada v Kocourkové a &inska véta. Ucitel matematiky,
ro¢. 24 (2016), ¢. 3, s. 174-181.
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MATEMATIKA

Rozménovani penéz pomoci geometrie

Krystof Sedldcek, Gymndzium FEvolution, Praha

Abstrakt. V matematice se Casto stava, Ze se véta z jednoho oboru pouZije
na dikaz tvrzeni, které pochéazi iplné z jiné ¢asti matematiky. V tomto ¢lanku
si ukazeme piiklad pravé jednoho takového propojeni dvou obori, které vede
ke krasnému vzorci, ktery se vim muze tfeba hodit pfi ndkupu ve vecerce.

Pickav vzorec
Abychom mohli spravné pochopit Pickiiv vzorec, musime prvné védét,

co je to bodova mifz. Bodova miiz v R? je mnozina celoéiselnych line-
arnich kombinaci dvou bodu (zi), (72 ), které nelezi na stejné pifmece,

tj.
a o +b n , a,belZy.
x2 Y2

Mo

Nejjednodussi piiklad takové miize je Z2, kde

(-6 €)-0)

Véta 1 (Pickiv vzorec [2]). Obsah jakéhokoliv jednoduchého mnoho-
thelnikd”’| s vrcholy na obecné bodové miiZi je urcéen rovnosti

S:A<I+§—1>,

kde A je obsah jednoho pole miiZe, I je pocet mviZovych bodi leZicich

uvniti mnohothelniku a B je pocet miiZovijch bodu leZicich na strandch
mnohoihelniku.

Piiklad 1. VyzkouSejme nyni Pickiiv vzorec na mnohothelniku z obr.
Hlavni poznatek, ktery nam pomtze problém vyftesit, je ten, Ze dany
mnohothelnik neobsahuje zddné vnitini miizové body, tedy I = 0. Dale

1) Jednoduchy mnohothelnik je takovy mnohotihelnik, ve kterém se 7adné strany
navzajem neprotinaji.
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si uvédomme, ze naopak kazdy z miizovych bodi nalezicich obdélniku
15 x 27 lezi na strané tohoto mnohothelniku, a tedy B = 16 - 28. Nyni
dosadime do Pickova vzorce. Se znalosti toho, Ze obsah jednoho pole
miize je v tomto pfipadé 1, dostavame

S:1<0+$—1>:223.

0 7 8 £l 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

Obr. 1: Priklad mnohouhelniku, pro ktery pouziti Pickova vzorce velmi zjed-
nodusi praci pfi zjistovani obsahu

Jak mizeme vidét, Picktiv vzorec ndm pomohl s vypoctem obsahu pa-
radoxné ,nejednoduchého“jednoduchého mnohotiihelnfku. Tento geome-
tricky vzorec ma navic spoustu leckdy neéekanych vyuziti. Uved me nyni
problém z kombinatoriky, ktery je zobecnénou verzi problému z ¢lanku
[1], na jehoZz vyfeseni pouZijeme pravé Pickiv vzorec.

Rozmeénovani penéz

Predpokladejme, Ze mame neomezeny pocet minci se tfemi riznymi
celoCiselnymi hodnotami ni, ny, ng. Chceme zaplatit nenulovou celou
castku C| ktera je délitelnd vemi tiemi hodnotami minci. Kolika zpusoby
lze s témito mincemi zaplatit ¢astku C'?

Necht z, y, z uréuji poCty minci s hodnotami ni, ns, ng v tomto
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poradi. VSechna nezaporna celo¢iselna feSeni (z,y, z) rovnice
xny +yng + zng = C

budou pak vSechny mozné kombinace, kterymi mizeme ¢astku C za-
7

platit. Problém miizeme pfevést na dlohu pro dvé nezndmé s jednim

parametrem tpravou rovnice na tvar

rn] +yng = | — — z | ng,
ng

kde (% fz) miize byt jakékoliv celé ¢islo k z intervalu (0, n%) Staci tedy
najit nezaporné feSeni (z,y) rovnice xny + yne = kns pro kazdé k € Z,
0<k< 7%7 a poté dopocitat z ze vztahu n% —z=k.

Obsah pole mtize
Uvazujme diofantické rovnic

xny +yne = kng pro k € Z. (1)

Oznatme M mnoZinu bodi (3) € Z2%, kde (z,y) Fesi nekterou z rov-

nic (I). V nésledujicim textu vysvétlime, ze M je mriz.

Véta 2 (Bézoutova). Pro a,b,c € Z plati, Ze rovnice ax + by = ¢ md
celociselnd teseni (x,y) prdavé tehdy, pokud nsd(a,b) déli pravou stranu
c beze zbytku Navic pokud (xo,y0) je jedno Tesend, jsou pak vSechna
resent ve tvaru

a

b
(Zol,y0+ld

pi >, kdel € Z a d =nsd(a,b).

Priiklad 2. Pro lepsi predstavu o tom, jak funguje Bézoutova véta, si
zkusme najit vSechna celoéiselna FeSeni (x,y) diofantické rovnice
4z + 6y = 18.

Nejprve si viimnéme, Ze 2 = nsd(4,6) | 18, coz znamen4, Ze rovnice ma
celoCiselné FeSeni. Uvédomme si také, Ze (0,3) je jednim z nich. Bézou-
tova véta tedy fika, Ze v8echna celociselna feSeni budou tvaru

6 4
(o —15.3+ 12> = (=31,3+20), kdeleZ.

2) Polynomiélni rovnice, kde Yeseni hledame pouze v oboru celych &sel.
3)Piseme nsd(a,b) | c.
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Nyni muzeme dosazenim vyzkouSet, zda ziskané feSeni opravdu funguji
pro jakoukoliv celoé¢iselnou hodnotu [.

4(=31) + 6(3 +21) = 18.

o —na/d
det (yg gk ) = ng/D

—ng/d :Eo—nz/d
(i) (nerrd)
n3/D

(©) (vo)

Obr. 2: Transformace mfize

Vratme se k pfipadu , kde musi nutné platit nsd(nq, ng) | kng. Dale
je zfejmé, Ze plati nsd(ny, ne) | knsd(ny, ns). Tyto dva postiehy mizeme
po kratkém zamysleni spojit do vztahu

nsd(ny,nz) | nsd(kns, knsd(ni,ne)). (2)

Z definice nejvétsiho spole¢ného délitele evidentné plati

nsd(kns, knsd(ni,n2)) = knsd(ng,nsd(ny,ng)) = knsd(ny, ng, n3).
ZapiSme nyni vztah jako rovnost

knsd(ni,ne,ng) = mnsd(ny,ny) pro néjaké m € Z.

Nyni miizeme vyjadfit k a dostavame

e (3)

nsd(ny, na,n3)’
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Dostali jsme, Ze pravé pro k tvaru ma rovnice celoc¢iselné Feendi.
Pro zjednoduSeni ozna¢me

nsd(ni,n2) =d, nsd(ni,ng,ng) = D.

Dosazenim vyjadfeni do rovnice (|1)) ziskame

d
rni + Yyng = mﬁng.
Dale uvazujme (z9, yo ), ktera splituji rovnost (podle Bézoutovy véty exis-
tuji)
Toni + Yona = Dl

Pak je zfejmé, Ze bude platit i rovnost

d
(mxo)ni + (myo)ng = M.
Podle Bézoutovy véty budou tedy vSechna celoc¢iseln feSeni rovnic
ve tvaru

(mxg — l%,myo + Z%) prol € Z.

Tudiz i vS8echny body z mnoziny M budou ve tvaru

(o) =)+ ()

Tudiz M je opravdu miiz. Maticové lze body z M zapsat jako

z) _ [0 —Z m

Yy Yo F l
Body ('), kde m, 1 € 7Z, popisuji zakladni &tvercovou bodovou miiz 7>
_ny
s obsahem jednoho pole 1. Matice (z: ni ) je matici linearni transfor-

d
mace bodt (') ze Z? na body () z m¥ize M, a tedy nasobek, o ktery

se zvétsi obsah jednoho pole mfize, bude

ot 70 ) = Lo tyone
Yo 4 d
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étenéf, ktery nevi, ze obsah rovnobézniku odpovida determinantu, miize
obsah pole spocitat jinym zpiisobem (viz obr. [2]). Z rovnosti

Ton1 + Yong = 5”3

dostaneme
Toni + Yonz _ N3

d D
Obsah jednoho pole miize M je tedy roven ns/D.

Mrizové body na stranach trojuhelniku

Abychom mohli pouZit Pickiv vzorec, nyni pro zménu uvazujme troj-
thelnik XY Z lezici na nasi bodové mrizi M, jehoz vrcholy jsou po fadé

RO NONG)

Trojuhelnik jsme si vybrali pravé tak, aby soufadnice bodi (3 ) v troji-
helniku byly po ¥adé z omezenych intervali (0,C/n1) a (0,C/ng), pro-
toze nechceme mit zaporny pocet minci. Lze si tedy v8imnout, Ze sou-
fadnice vSech miizovych bodi lezicich uvnitf nebo na hranach tohoto
trojuhelniku budou pfesné viechna celo¢iselnd nezaporné feseni (z,y)
rovnice xny +yne = kng prok € Z, 0 < k < n% (viz obr. .

Vypoctéme nyni pocet téchto miizovych bodu lezicich na stranéch
trojthelniku, ktery si oznacime B:

B =B, + B, + B,

kde o
B, je pocet bodu trojihelniku, kde y = 0, kromé vrcholu (? )
B, je pocet bodi trojuhelniku, kde 2 = 0, kromé vrcholu ().
B. je pocet bodi trojuhelniku, kde xni +yns = C, kromé vrcholu ( % ) .

Pro prvni skupinu bodu plati xn; = kns, tj.

ns3

—, k .
* nsd(nn,mg)” de k, e NU{0}

Ze zfejmé nerovnosti 0 < x < T% dostavame

0<k "3

—ny < C
“nsd(ny,ng) ’
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tedy
0<k < Cnsd(nl,ng)'
ninsg

Proto muZe k, nabyvat jen celoéiselnych hodnot z <O7 %), a
tedy
~ Cnsd(ng,n3)

B, =——7—--.
ninsg
Poznamenejme, Ze celodiselnost %2’"3) plyne z piedpokladu n; | C
ang|C.
Yy

C/’ﬂg

L
2

=@

.
0 1 [

3 5

7L

Obr. 3: Priklad trojuhelniku XY Z pro vybrané hodnoty C' = 60, n; = 10,
ng = 6 a ns = 4
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Pro By lze pouzit obdobny argument a dostavame

_ Cnsd(ng, n3)

Y nang .

B

Pro t¥eti skupinu bodu plati, Ze zn; + yny = C. Pouzijeme opét Bézou-
tovu vétu. Jednim FeSenim je zjevné (xo,yo) = (T%,O) neboli v8echna
feSeni budou ve tvaru

KA S By F—.
ny “nsd(ny,n9)’ “nsd(ng,ng) )

Obé slozky TeSeni musi byt nezdporné, x musi byt dokonce kladné, a
proto k. > 0 a zaroven k. < W TudiZ k. nabyva jen celoéisel-
Cnsd(nins)

) , COZ znamena
ning

nych hodnot z intervalu <O,

BC _ Cnsd(nl, TLQ) .
ning

Zavérem dostavame, Ze pocet bodu na stranach trojihelniku je roven

C'nsd : C nsd(ng, n: C'nsd(nq,
g gus (n1,n3) L, Cns (no2,n3) 4 Cns (nq 77,2).
nins Nons nino

Propojeni vieho pomoci Pickova vzorce

Pouzijeme nyni Picktv vzorec na trojihelnik XY Z lezici na nasi miizi
s obsahem jednoho pole .

Obsah trojuhelniku bude roven

02

2n1n2 '

1
§|XZ||YZ|:

7 Pickova vzorce tedy dostavame

_c? — % (I+B 1 (Cnsd(nhn?,) + C nsd(ng,n3) + Cnsd(nl,n2)> _ 1) )

2n1n2 5 nins nans ning

Odtud mizeme vyjadrit B + I:

B+1= C? nsd(ny,na,n3) + Cnsd(ni,ns) + C nsd(ng,n3) + C nsd(ny,n2) +1.

2711712713 277,1713 2TL277,3 27’L1’I’L2
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Tato rovnice uréuje pocet viech m¥izovych bodu miize M (viz ) le-
zicich uvnitf nebo na hranach trojuhelntku XY Z. To v8ak ale zaroveii
znamena, Ze se tato hodnota rovna vSem nezéapornym feSenim rovnice
xny +yng = kng pro 0 < k < n% Neboli pocet vech moznych kombi-
naci, kterymi mtazeme zaplatit ¢astku C' tfemi mincemi s hodnotami nq,
No, N3, je roven

C? nsd(nq,na,n3) N Cnsd(nq,n3) n C'nsd(ng,n3) N Cnsd(ni,ns)

+1.
2711712713 27117’L3 27’L2’I7,3 277,1712

(4)

Priiklad 3. Zkusme nyni pouzit tento vzorec na piiklad z obr. [3| tedy
pro hodnoty C' = 60, n; = 10, ny = 6 a ng = 4. Muzete si sami spocitat,
kolik je na obrazku mfiZzovych bodi lezicich uvnitf nebo na stranach
trojuhelniku, a nebo mizete vérit, ze jich je 21. Dosadme nyni hodnoty
do vzorce a uvidime, jestli to vyjde.

3600 - 2 n 60 -2 n 60 - 2 n 60 - 2 n
2-10-6-4 2-10-4 2-6-4 2-10-6

1=21.

Pristé az si budete ve veCerce kupovat néjaky chlazeny napoj, ktery
stoji presné 60 korun, a budete mit u sebe velky pocet smyslenych 4, 6
a 10 korunovych minci, tak vézte, Ze mate pfesné 21 zpiisobi, jak napoj
zaplatit.

Podé&kovani

Na zavér bych chtél podékovat Adamu Blazkovi za velikou pomoc pii
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POP IT

Mili ¢tenari, jestlipak znate hracku POP IT? Takové ty silikonové
bublinky, s kterymi si hraji jak malé déti, aby si procvicily motoriku, tak
i dospéli, aby zahnali stres. Ov8em hraji si s ni i déti ve Skole. Prizkumem
mezi 9letymi zacky jsme zjistili, Ze pravidla jsou nasledujici

e Hraji dva hraci a pravidelné se stiidaji.
e V kazdém tahu mus{ hra¢ zmacknout jednu, dvé, nebo tii bubliny.

e Prohrava hrac, ktery zméckne posledni bublinu.

Na obréazku [I] je POP IT ve tvaru jednoroZce, ktery ma 29 bublin.

Obr. 1: POP IT ve tvaru jednorozce

Mame pro étenare nékolik otazek:

1. Je lepsi zac¢inat, nebo hrdt jako druhy v pripadé hry POP IT z obr.[1]?

2. Pokud si mizZete vybrat, kdo zacne, umite vidy vyhrdt v pripadé hry
POP IT z obr. [0?

3. Pokud si miZete vybrat, kdo zacne, umite vidy vyhrdt v pripadé hry
POP IT s libovolngm poctem bublin?

b Ale existuje i celd fada jinych pravidel.
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Minule méli ¢tenaii za tkol odpovédét na otézku tykajici se palin-
dromii, tedy slov, ktera ztistanou stejna, kdyz se pfectou pozpatku:
Kolik rizngch palindromickych faktori miZe obsahovat slovo o délce n?
Vysvétlete, pro¢ to tak je. A zaleZi na tom, zda je slovo sestaveno z pis-
men a, b nebo napfiiklad z pismen a, b, ¢, tedy na velikosti abecedy?

Resent. Odpoved je n. Vysvétleme proc.

Méjme slovo w délky n, tj. sloZzené z m ne nutné riiznych pismen.
Kazdy palindromicky faktor p se nékde ve slové w vyskytne poprvé, tedy
w = xpy pro n&jaké faktory x, y, kde prefix u = xp slova w neobsahuje p
jinak nez jako sufix. Pak p je nejdelsim palindromickym sufixem prefixu
u. Kdyby existoval delsi palindromicky sufix ¢ slova u, pak by palindrom
p byl jeho sufix, ale diky palindromicité ¢ by byl i jeho prefixem. Tudiz
by slovo u obsahovalo p alespon dvakrét, coz je spor.

Umime tedy kazdému palindromickému faktoru p slova w pfifadit
vySe popsanym zpusobem jednozna¢né prefix u, pfi¢em? riznym palin-
dromum pfifadime ruzné prefixy. Jinymi slovy, popsali jsme prosté zob-
razeni, které palindromickym faktoram slova w pfifazuje prefixy slova
w. No a jelikoz je raznych prefixii slova w pravé n, je riznych palindro-
mickych faktora slova w nejvyse n.

7 argumentu je rovnéz vidét, ze na velikosti abecedy nezalezi.

Reseni Sudoku ze str.[12:

a b c d e
513 |1 7121841916
f
81217141965 3]1
g h ch
4191651311 ]12]8]|7

olslale|1|3]7]2]8
sMel2lolsl 71574
708 lol3lal2e|1]5
6l 1ls]sl7]of34a]2
2lals|i]els|sl7]0o
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Proménné hvézdy a vyznam porizovani jejich dat
amatérsky

Daniel Kurtin, Gymndzium a SOSV”Pg Jerongmova, Liberec

Abstrakt. Clanek vychézi z ro¢nikové prace ve 3. ro¢niku na gymnaziu.
Cilem roé¢nikové préace bylo porozumét problematice proménnych hvézd, zpra-
covat napozorovana data a predat informace srozumitelnou formou ostatnim
studentim. Teoretickd ¢ast fesi fyzikalni podstatu proménnych hvézd, jejich
rozdéleni, historii pozorovani a soucasny vyzkum. Prakticka ¢ast je zalozené
na pofizeni vlastnich dat proménné zékrytové dvojhvézdy AB And. Predsta-
ven je také zpusob zpracovani téchto dat a jejich néasledny rozbor. Nakonec
je posuzovan vyznam pofizovani téchto dat v dobé, kdy za nas velkou praci
odvadéji kosmické sondy.

Proménné hvézdy jsou skupinou hvézd, jejichz jasnost se v ¢ase méni.
Miize se ménit bud periodicky, neperiodicky nebo pouze ojedinéle. Pri-
¢iny téchto zmén jsou velice slozitou a komplexni zalezitosti — mohou
zéviset na vnitinich i vnéjsich jevech, podle ¢ehoz proménné hvézdy roz-
délujeme do riznych skupin. Vyzkum proménnych hvézd se radi mezi
jedny z nejmladsich obori astronomie, jehoz skute¢nou podstatu plné
odhalujeme az v poslednich desetiletich. Je ale v dnesni dobé vibec
jesté potfeba méfit proménné hvézdy amatérsky, kdyz méme druzice,
které dokazi pozorovat velkou ¢ast oblohy najednou? A jak pfipadné
takova data pofidit?

Zakladni déleni

Abychom se vibec v systému proménnych hvézd zorientovali, pied-
stavime jejich zékladni rozdéleni. Dnes rozlisujeme dvé zakladni skupiny
proménnych hvézd podle toho, jaky ptivod jejich zmény jasnosti maji —
jsou to fyzické a geometrické proménné hvézdy.

U fyzickych proménnych hvézd dochéazi ke zméné zarivého toku. Tyto
hvézdy tak skuteéné méni svoji fyzikalni charakteristiku, ktera se na-
venek projevuje pravé zmeénou jasnosti. Tyto zmény maji ¢asto piivod
v nestabilité gravitaéni sily hvézdy a tlakové sily vyvolané termonukle-
arnimi reakcemi v jejim jadre, v disledku ¢ehoz hvézda pulzuje (prevaha
vlivu obou sil se stfid4, ale hvézda ztistava dlouhodobé stabilni), explo-

duje nebo se zhrouti (pfevaZi jedna ze sil). Zména jasnosti zde muZe
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mit ptivod také ve slozitém magnetickém poli hvézdy, ¢imZz muze docha-
zet k hvézdnym erupcim ménicim celkovou jasnost. Fyzické proménné se
proto déle déli na pulzujici, explozivni a eruptivni hvézdy.

Mezi pulzujici hvézdy patii cefeidy. U cefeid je zajimavé zavislost pe-
riody pulzaci na absolutni magnitudé, ¢imz se daji cefeidy pouzivat k
méfeni vzdalenosti ve vesmiru. Pomérné casté jsou pak hvézdy typu RR
Lyree, které mohou mit podobné svételné kiivky (graf zavislosti jasnosti
na Gase) jako cefeidy, ale jsou slabsi a tvoii je vétsinou staré hvézdy v
kulovych hvézdokupach v galaktickych halech (kulova obalka galaxif).
Existuji také promeénné hvézdy typu Delta Scuti nebo typu RV Tauri.
Druhy zminény typ ma delsi periodu a vétSinou dvé minima (jedno hlubsi
a jedno méléi), &mz se podobé zékrytovym dvojhvézdam. Tato minima
se navic v ¢ase mohou ménit, a dokonce i vyménovat. Mezi pulzujici
proménné se dale fadi dlouhoperiodické proménné typu Mira. Patii sem
pomalu pulzujici hvézdy, tedy hvézdy s dlouhou periodou pohybujici
se obvykle mezi sto dny a Ctyfmi lety, které maji velkou amplitudu v
priuméru kolem 5 mag (magnituda — jednotka jasnosti pouZivana v ast-
ronomii).

Explozivni hvézdy pak prodélavajl extrémni zménu jasnosti, ktera
¢asto nastéva jen jednou za jejich existenci. Jedna se hlavné o supernovy
a novy (u nov je zjasnovani opakujici se d&j). Supernovy mohou vznikat
nékolika zptisoby. Dvéma nejCastéjSimi typy jsou supernovy typu II a
supernovy typu Ia. Typ II vznika, kdyZz velice hmotna hvézda vycerpa
své palivo a zhrouti se. Typ Ia pak vznika v té€sné dvojhvézdé, kde bily
trpaslik nahromadi hmotu svého privodce, ¢imZ se zhrouti na neutrono-
vou hvézdu. Explozivni termonuklearni hofeni v celém objemu trpaslika
zpusobi supernovu typu Ia. Novy vznikaji podobné jako supernovy typu
Ia, ale zde se bily trpaslik udrzi a spusti se v ném termojaderna fuze.

Mezi eruptivni hvézdy pak patfi takové objekty, u nichz dochazi ke
zméné jasnosti v dusledku bouflivych d&ji v jejich atmosfére, které maji
puvod ve slozitém magnetickém poli hvézdy. Mohou to byt tedy pro-
tohvézdy, velice mladé hvézdy nebo hvézdni ob7i a veleobfi.

Dostavame se k druhé velké skupiné, kterou jsou geometrické pro-
ménné. Zména jasnosti téchto hvézd neni déna zménou jejich fyzikalni
charakteristiky, ale vnéjsimi pfi¢inami (viz dale). Celkova svitivost hvézdy
se tedy neméni a vzdy zalezi na vzajemné poloze hvézdy a pozorovatele.
Uz z podstaty se jim také 1ika ,,zdanlivé proménné hvézdy“.

Jedna se o rotacni proménné hvézdy, tedy osamocené asférické hvézdy,
které diky vlastni rotaci méni na obloze jasnost (napfiklad na sob& maji
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velké skvrny) nebo o zdkrytové dvojhvézdy, tedy hvézdy, které se na-
vzéjem z naseho pohledu zakryvaji. Zakrytové dvojhvézdy se déli na tii
skupiny: proménné hvézdy typu Algol, typu Beta Lyre a typu W UMa.
Rozlisujeme je podle vzajemné vzdélenosti a podle toho, zda u nich do-
chazi k prenosu materidlu. Do této skupiny miizeme zatradit také pre-

chody exoplanet (tedy pfechody planet v jinych soustavach pfes jejich
matefské hvézdy).

o OGLEIl CAR-SC1 5494: folded lightcurve  EA (Algol-type)
16.30 - smonkimpprmay  oranapingh st YF AP
16.40 4. e s, e '
16.50 1° e s ‘e
S 1660 2 1. e ' A
g 1670 + . . . .
£ 1680 'y . ¢ J
16.90 4 ¥ i
17.00 4 :
17.10 :
00 05 10 15 Phase 20
i OGLEIlI CAR-SC1 124846: phase plot EB (B3 Lyrae-type)
16.0 A
= ] 1 5
= 162 : \ : 1
£ 164, ‘,’ , i,'
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e OGLEIl CAR-SC2 62822; phase plot EW (W UMa-type)
16.15
& 1655 'I }’
g 16.35
16.45
16.55
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Obr. 1: Svételné kiivky jednotlivych typi zékrytovych dvojhvézd, postupné
se jedna o proménnou typu Algol, typu Beta Lyrse a typu W UMa
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Néco z historie

Proni proménné hvézdy

Hvézdy na obloze zajimaji lidstvo od nepaméti. I pravéky ¢lovék casto
vzhlédl k noc¢ni obloze a byl ocarovan nékolika tisici hvézdami a Mléc-
nou driahou. Zaroven na néj musela dolehnout tiha obrovského neznama —
o jejich podstaté totiz nemél zadné povédomi. Vznikaly prvni teorie, ze
nebeska obloha se déli na sféry a Ze vSechny stalice jsou na jedné z nich a
ostatni objekty jako Slunce, Mésic a ostatni ,,bludné hvézdy“ putuji na
sférach vlastnich. VSem objekttim kromé stalic se v fe¢ting fikalo planétés
(v prekladu pravé ,bludné hvézdy*) — tento vyraz se dochoval do dnesni
doby pro skupinu téles, kterym fikdme planety. Tato myslenka pretrva-
vala velmi dlouho. Jistou revoluci pfinesl az v prvni poloviné 16. stoleti
Mikulas Kopernik, zastavajici heliocentricky model vesmiru. Teorie, Ze
Slunce je pouze ,obyc¢ejnou” hvézdou, kterda je podobné hvézdam na
no¢ni obloze, se vSak zacala prosazovat az v 18. a 19. stoleti.

Zatimco v Evropé byla proménnost hvézd ¢asto pfehlizena, v Cing a
v Japonsku tomu tak nebylo. Mistni astronomové peclivé zaznamenavali
v8echny tkazy na obloze do kronik. Podle nich vime, Ze prvnimi uda-
lostmi, kdy lidé prokazatelné zachytili zmény jasnosti hvézd, byly super-
novy a novy. Tou viibec nejjasnéjsi supernovou byla SN 1006 v souhvézdi
Vlka na jizni obloze.

Prvni novodobé a vice zdokumentovana zména jasnosti hvézdy po-
chazi z roku 1572, kdy dansky astronom Tycho Brahe objevil v souhvézdi
Kasiopeji ,,novou hvézdu“, jejiz vyvoj v nasledujicich mésicich dikladné
sledoval a dokumentoval. Z téchto dokumentaci bylo mozné sestrojit vi-
bec prvni svételnou kiivku proménné hvézdy. Diky tomu vime, Ze se
jednalo o supernovu, jejiz jasnost pfesdhla na svém vrcholu jasnost pla-
nety VenuSe a dosdhla —4,1 mag. Hvézda nésledné postupné slabla a
v bfeznu 1574 se jeji jasnost dostala pod hranici viditelnosti pouhyma
o¢ima. Tycho Brahe rozborem vlastnich dat i dat ostatnich pozorovateli
(mezi nimi byl napfiklad i ¢esky piirodovédec Tadeas Hajek z Hajku)
zjistil, Ze ona ,nova* (jak ji tenkrat ¥ikal) musi byt minimalné Sestkrat
dal nez Mésic. Dnes vime, Ze se jednalo o supernovu typu la ve vzdéle-
nosti osm az deset tisic svételnych let.

V roce 1604 pozoroval Johannes Kepler podobnou supernovu, ktera
se stala do dneska posledni pozorovanou supernovou v Mlé¢éné draze. Uz
z dobovych svételnych kiivek se ukazuje, Ze se rovnéz jednalo o supernovu
typu Ia.
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Prvni objevenou periodicky proménnou hvézdou se stala hvézda Omi-
kron Ceti neboli Mira. Tu pozoroval némecky astronom David Fabricius
v srpnu 1596, kdyZz v souhvézdi Velryby naSel hvézdu druhé hvézdné ve-
likosti, ktera zahy (v f{jnu) prestala byt vidét. Poklada se vak za prav-
dépodobné, ze Mira byla pozorovana uz v Babylonu. Nékteré dobové
klinopisné tabulky totiz obsahuji informace o hvézdé v oblasti Velryby,
ktera ,,vybuchla a zhasla‘“. Jeji periodicitu ale dok4zal aZ v roce 1638 ast-
ronom Johannes Phocylides Holwarda. Roku 1667 francouzsky astronom
Ismaél Bouillau ur¢il jeji periodu na 333 dni (podle dnesnich mé¥eni je to
332 dui, coZ potvrzuje relativni pfesnost dobovych pozorovéani). V roce
1667 byla objevena proménnost hvézdy Algol v souhvézdi Persea. Poté
bylo objeveno jesté nékolik malo takovych proménnych, ale tyto objevy
byly stéale dost sporadické.

Rok | Typ Soufadnice Dnesni Maximélni Doba pozorovani Pozorovatel(é)
o & oznadeni hv.vel. pouhyma oéima
| [ [mag]
134 | 7 | 554 | -13 7 7 Hiparchos,Cifians
185 | SN | 1412 —60 -8 7.12.185-¢ervenec 186
369 7 0+ | 460+ ? 6 mésicii
386 | SN | 1830 -25 +1 3 mésice
393 | SN | 16 48 -38 -1 8 mésicil
1006 | SN | 1513 —45 -8 aZ -10 28.4.1006-13.8.1006 arab., jap., éin.,
jihoevr. poz.
1054 | SN 5 30 +22 | CM Tau —4 az -5 4.7.1054-17.4.1056 Jang Wej-Te aj.
1181 | SN -1 Zervenec 1181-7
1203 N 16 48 -38 -2
1230 | N | 1620 +20 fijen 1230-bfezen 1231 | S. Fujivara aj.
1430 | N 724 +7 1 mésic
15672 | 5N 019 +64 B Cas -4 6.11.1572~inor 1574 Schiiller,Brahe,
Hijek aj.
1600 | N7 | 2012 +38 P Cyg +3 18.8.1600-16267 Blaen®
1604 | SN | 1T 25 —21 | V843 Oph -25 9.10.1604-podzim 1605 | Kepler,Fabricius,
Brunowski
1667 N 6 420 | V529 Ori
1670 N 19 42 +28 +2,7 20.6.1670-7 Anthelm, Picard

Obr. 2: Historické novy a supernovy [I} str. 10]

Pruni systematickd pozorovdni

Vyznamnym milnikem se stala 80. léta 18. stoleti, do kdy se datuje
zacatek vrcholové kariéry britsko-némeckého astronoma Williama Hers-
chela, ktery zavedl prvni systematickou metodiku pro srovnavani jasnosti
hvézd. Do stejného obdobi se fadi také prvni snahy o vysvétleni pficiny
zmény jasnosti hvézdy Algol. Podle téchto teorii méla byt hvézda zasti-
novéana slab$im objektem, ktery pfes ni pravidelné prechazel (dnes vime,
Ze se jedna o zakrytovou dvojhvézdu).
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Historickym meznikem byl rok 1844, kdy némecky astronom Fried-
rich Argelander v dile ,,Vyzva pratelim astronomie® publikoval jedno-
duchou, ale relativné presnou metodu pozorovani proménnych hveézd,
¢imz v tomto ohledu prekonal Williama Herschela. Ve stejném roce na-
vrhl zptasob oznac¢ovani proménnych hvézd. Podle ného se proménnym
prifadila pismena v abecedé po¢inaje pismenem R, po nichz nasledovala
latinsk4 zkratka souhvézdi, ve kterém se hvézda nachazela (napi. R Cep).
Kazdému souhvézdi tak nalezelo maximéalné 9 proménnych hvézd, coz se
zéhy ukazalo jako velmi naivni predstava o po¢tu proménnych hvézd.

S objevy a s pozorovanimi jiz objevenych proménnych hvézd se roz-
trhl pytel v poloviné 19. stoleti. V této dobé bylo znamo kolem stovky
proménnych. Vznikaly rtzné spolky, byly vydavany hvézdné katalogy a
dila popisujici nejlepsi strategie pfi pozorovani a astronomie se rozsitila
do dalgich zemi. Pocet znamych proménnych tak zacal bezprecedentné
narustat, a to také diky rozmachu fotografie.

Proni polovina 20. stoleti

Americkd astronomka H. S. Leavittova se v roce 1903 zaméfila na
Magallanovy oblaky, ve kterych bylo po tfech letech jeji prace zndmo
1 777 proménnych hvézd. V témze roce objevila také zavislost periody
cefeid na jejich absolutni magnitudé.

Hlavnim centrem ve vyzkumu proménnych hvézd se ale stalo N&-
mecko. V té dobé byl asi viibec nejiispésnéjsim pozorovatelem promeén-
nych hvézd Cuno Hoffmeister, ktery v roce 1925 zalozil hvézdarnu v Son-
nebergu. Inicioval tam fotografickou prehlidku oblohy a s jeji pomoci
objevil skoro 10 000 proménnych hvézd. Po celém svété pribyvali astro-
nomové, kteff tyto proménné hvézdy prométovali a ziskavali i desetitisice
jednotlivych odhadt jasnosti.

V roce 1911 vznikla v USA Americkd asociace pozorovateld promeén-
nych hvézd (AAVSO), ktera je dnes nejvétsi a nejaktivngjsi v celosvéto-
vém méfitku. Jejim hlavnim tucelem byla a je dlouhodoba mezinarodni
spolupréice v pozorovani proménnych hvézd a koordinace v ramci zis-
kavani novych dat a poznatki. V roce 1917 byla zalozena Ceskd as-
tronomickd spolecnost (CAS). O sedm let pozd&ji, v roce 1924, byla
v rameci CAS zaloZena také Sekce pozorovatelit hvézd ménlivych (od
roku 2008 znamé jako Sekce proménnych hvézd a exoplanet). Ve Francii
vznikla v roce 1921 Francouzskd asociace pozorovateli proménnijch hvézd
(AFOEV), ktera je dnes asi nejvyznamnéjsi skupinou v Evropé.

V ¢Cervenci 1919 vyvrcholila snaha zalozit astronomickou spole¢nost
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svétového charakteru. Vznikla tak Mezindrodni astronomickd unie (IAU).
Ta sestava z riznych komisi zastiesujicich vzdy uréitou oblast astrono-
mie. Jednou z prvnich byla i 27. komise ,,Proménné hvézdy“. Ta rozhodla
v roce 1925 mimo jiné i o novém zpusobu katalogizace proménnych hvézd
za pomoci oznaceni po¢inaje V335 (pokracovalo se V336 atd.).

Po valce se koordinace védeckych praci opét ujala Mezinarodni ast-
ronomicka unie, ktera pfesunula v roce 1946 centralni evidenci promén-
nych hvézd z Némecka do SSSR. Zde se tak zacala pfipisovat proménnym
hvézdam jejich definitivni oznaceni, v disledku ¢ehoz vzniklo nékolik vy-
dani Generdlniho katalogu proménngch hvézd (GCVS) a Katalogu hvézd
podezielyjch z proménnosti (CSV).

Ur¢itou revoluci v pozorovani pfineslo pouzivani CCD ¢ip1, které jsou
velice citlivé na svétlo a dokazi pfesné rozpoznat jasnost kazdého pixelu
a tim poskytnout presnéjsi méfeni. S jejich nastupem byl zaznamenan
veliky narast po¢tu pozorovani. V 90. letech existovalo po svété uz pres
200 spole¢nosti zabyvajici se proménnymi hvézdami.

Soucasny vyzkum promeénnigch hvézd

V roce 2010 bylo celkem znédmo asi 200 000 proménnych hvézd, v roce
2020 uz to byly dva miliony a v roce 2022 po uvefejnéni dat z druzice
Gaia to bylo 10,5 miliont proménnych hvézd. To poukazuje na extrémni
narust objevi, ktery je dany stale presnéjsimi pristroji a druzicemi, které
jsou schopné zachycovat i minimalni odchylky jasnosti, a dale pak celoob-
lohovymi prehlidkami (kamery snimaji automaticky a dlouhodobé ¢asto
i celou oblohu).

Dvé hlavni druzice, které nam v poslednich letech poskytuji nejvice
informaci, jsou TESS a jiz zminéna Gaia. Primarnim cilem amerického
satelitu TESS je vyzkum tranzitujicich exoplanet. Data z této druzice
ale obsahuji pfesné informace o jasnostech hvézd, a daji se tudiz vyuzit
také ke studiu binarnich systémii nebo pulzujicich hvézd. TESS pozoruje
oblohu po ¢astech, je tedy dulezity hlavné pii vyzkumu hvézd s kratsimi
periodami. V ramci priméarni mise bylo pomoci TESS identifikovéno (ne
viak objeveno) 46 tisic periodicky proménnych hvézd s vysokou spoleh-
livosti a dalsich 38 tisic jich bylo identifikovano se stiedni spolehlivosti.
Mise v8ak byla prodlouzena, takze se da ocekivat, Zze nam satelit v bu-
doucnu nabidne pohled i na dalsi hvézdy a poskytne ndm spoustu dalsich
informaci.

Evropska observator Gaia pozoruje a zaznamenava mimo jiné presné
polohy a pohyby objekti. Cilem této mise, ktera zapocala v roce 2013,

50 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

je vytvorit trojrozmérnou mapu celé Mlééné drahy s tim, Ze tato mapa
by méla obsahovat vice nez jednu miliardu objekti do 20 mag emituji-
cich zafeni v 8iroké oblasti spektra od blizké UV oblasti po blizkou IR
oblast. Balik dat zvefejnény v ¢ervnu 2022 uz v8ak obsahoval informace
0 téméf dvou miliardéch objekti. Mimo jiné se jednalo o méfeni 10,5 mi-
lionti proménnych hvézd, konkrétné tieba vice jak 15 tisic cefeid, témér
2,2 miliona zakrytovych dvojhvézd, 1,7 miliont dlouhoperiodickych pro-
ménnych, 270 tisic proménnych typu RR Lyrze.

Da4 se tedy fici, ze kosmické sondy dnes utvaii budoucnost vyzkumu
vesmiru. PFipravovanou sondou je dnes napiiklad PLATO, ktera by méla
byt do vesmiru vynesena v roce 2026 a jejiz hlavnim cilem bude hledani
exoplanet.

Praktické amatérské pozorovani

Zakladem studia proménnych hvézd je vytvoreni tzv. svételné kiivky,
ktera zaznamenava zmény jasnosti v Case. Ze svételné kiivky se daji
vy¢ist informace o povaze sledovanych objektd. Jedna se o amplitudu
zmény jasnosti (rozdil mezi nejmensi a nejvyssi jasnosti), minimalni a
maximélni jasnost, prubéh zmény jasnosti, a pokud je zména perio-
dicka, tak i jeji frekvenci. Z téchto informaci se da nasledné odvodit
ptivod téchto zmén (vnitrni — fyzické proménné a vnéjsi — geometrické
proménné), z ¢ehoZ muZeme pochopit fungovani sledovanych objekti.
Vyzkumem proménnych hvézd ale také ziskdme ¢asto unikatni informace
o jejich vykonech, hmotnostech i o vnitinim slozeni. Navic nAm mohou
prozradit také svoji vzdalenost od Zemé, ¢imz se vyznacuji hlavné su-
pernovy typu la, ale obcas také pulzujici proménné hvézdy a za urcitych
podminek i zékrytové dvojhvézdy. Pomoci téchto informaci se tak daji
upfesiiovat a rozvijet dosud znamé informace a védomosti i o obecné
fyzice a jejich ostatnich oborech.

Vybavent

JelikoZ pozorovani proménné hvézdy zabere vétsinou celou noc, je
potifeba mit zejména pevny stativ a kvalitn{ montéz. Montaz slouzi ke
kompenzaci rotace Zemé a je tak velice dilezita pro pofizovani dlouhych
expozic. Mezi potfebné vybaveni déale patii dalekohled, ktery nemusi
byt nutné velky — na jasnéjsi proménné si vystacime i s teleobjektivem.
V neposledni fadé je dulezity také fotoaparat nebo astronomické kamera.
JelikoZ za jednu noc poridime stovky expozic a dilezité je pro nas hlavné
informace o jasnosti jednotlivych pixelt a nikoli rozliseni, vystac¢ime si i
s pomérné jednoduchou astronomickou kamerkou s malym CCD ¢ipem.
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J4& jsem pouzil montaz Sky-Watcher EQ-5 Pro, dalekohled Vixen ED
81S IT a kameru Meade DSI Pro MC. Zminény dalekohled mé pramér 81
mm a ohniskovou vzdélenost 625 mm. Asi viubec nejdilezitéjsi je vsak
pravé kamera, kterd v mém pripadé disponuje CCD ¢ipem znacky Sony
o velikosti 4,9 mm x 3,69 mm a rozliSenim 0,25 Mpx. To je v porovnani
s modernimi zobrazovacimi zafizenimi pomérné maélo, ale na fotometrii
proménnych hvézd to zcela sta¢i — mensi velikost vystupnich snimkt je
naopak vyhodou pii zpracovani. Na hodnotu ziskané amplitudy bude
mit nemaly vliv tzv. spektralni citlivost (to, jak je kamera citlivd na
zafeni o urc¢itych vlnovych délkach). Mnou pouzita kamera je nejcitlivejsi
na zafeni o vlnové délce asi 600 nm. To vysvétluje maly rozdil v mych

delsf vlnové délky (pfiblizné od 600 nm od 1 000 nm).

Cilovy objekt

Pro svou préci jsem potfeboval vybrat proménnou hvézdu, ktera bude
mit dostateéné velkou amplitudu a naopak kratsi periodu, abych byl
schopen ziskat co nejkvalitnéjsi data. Pii malé amplitudé by totiz hrozilo,
7e kamera nebude schopna zachytit zménu jasnosti. Pfi dlouhé periodé
bych zase musel poridit takové mnozstvi dat, které neni v mych moznos-
tech. Idealni hvézda musi byt navic od nas dobfe pozorovatelna a musi
stoupat co moznéa nejvyse nad jizni obzor, aby ji bylo mozno souvisle po-
zorovat co nejdéle, nebo musi byt cirkumpolarni (nikdy nezapadajici).
Pfi vybéru jsem tedy musel uvazit veskeré tyto aspekty. Nakonec jsem
zvolil proménnou hvézdu AB And, nachéazejici se v souhvézdi Andro-
medy. Jedna se o zakrytovou dvojhvézdu typu W UMa.

Ziskavdni dat proménné hvézdy

Obecné mé v astrofotografii veliky vliv na kvalitu pozorovani svételné
znecisténi. Je tedy dobré zvolit si lokalitu co nejméné postizenou neza-
doucim vlivem umélych svétel z mést.

Abychom méli méfenou hvézdu spravné exponovanou, musime pouzit
spravné nastaveni kamery. Délku expozice vybereme tak, abychom ne-
méli snimky v disledku nepfesné prace montaze rozmazané. V zavislosti
na pouzité kamefe pak nastavime také citlivost tak, aby byla hvézda
spravné exponovana. Idealné se vSak snaZzime navolit co nejmensi hod-
notu, abychom zbyteéné nepodpofili sum na snimcich. Vlastnosti CCD
kamer v8ak je, ze disponuji pouze jednim nastavenim citlivosti, takze
v mém pfipadé stacilo nastavit pouze délku expozice — pii tmavé obloze
to bylo 30 sekund, a kdyz svitil Mésic v prvni ¢tvrti 20 sekund. Pak sta-
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¢ilo fotit tak dlouho, dokud to jen podminky dovolily. Bylo ale pfitom
dilezité obcas kontrolovat, zda je nas ciflovy objekt v zorném poli, nebo
zda se nerosi objektiv.

V astrofotografii je vzdy dobré nasnimat i takzvané kalibra¢ni snimky,
které nam pomohou zvysit pomér signalu k Sumu (signal-to-noise ratio
— SNR) a eliminovat nezadouci jevy v naSich datech. V noci, kdyZ je
malo svétla, je totiz SNR maly a my musime potfizovat dlouhé expozice,
které jsou pak zaSuméné. Senzor kamery na sobé také muze obsahovat
prachova zrnka, ktera se na fotografiich také projevi negativné. Od toho
nam v8ak pomohou praveé kalibra¢ni snimky — dark, flat a bias framy. Zis-
kani co nejlepsich kalibrac¢nich snimki je pomérné slozité. Na internetu
vSak najdete spoustu uzite¢nych navodi, které s tim pomohou.

Obr. 3: Snimek ukazujici polohu proménné hvézdy AB And (oznadeni var —
Gervené, nahote), srovnavaci hvézdy (comp — zelené, dole) a kontrolni hvézdy
(check #1 — modre, vpravo)

Zpracovdni dat

Zpracovani dat je slozitou, ale velice dulezitou ¢asti celé préace. Vy-
tvofit svételné kiivky nam pomuze ¢esky program Muniwin. MiZeme
v ném také vytvorit vysledné kalibra¢ni snimky. Pfi zpracovani dat je

nejdulezitéjsi vybrat spravnou srovnavaci hvézdu v poli, kterd nam po-
slouzi k porovnani s jasnosti nasi proménné. Tato hvézda by tedy méla
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mit konstantni jasnost, idealné by také méla byt podobné jasnd a méla
by byt podobnym spektralnim typem.

Fotil jsem &tyfi noci, takZze jsem musel v programu Muniwin vytvorit
Ctyti diléi svételné kiivky — z kazdé noci jednu. Zde je piiklad jedné
takové k¥ivky z noci ze 14. na 15. fijna 2023. Jak je vidét, podafilo se
zachytit obé minima najednou, nejprve primarni a poté i sekundarni.
Neblahy vliv v8ak v zavéru méla obla¢nost, ktera obcas mou cilovou
hvézdu zakryvala.
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Obr. 4: Svételna kiivka hvézdy AB And z noci ze 14. na 15. 10. 2023

Vgechny diléi kiivky jsem néasledné musel slozit do jedné vysledné fa-
zové kiivky, coz jsem udélal v programu SILICUPS. Tuto fazovou kiivku
miizete vidét na obr. Bl

o

Obr. 5: Vysledna fazova svételna kiivka

54 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

Celkem jsem ziskal asi 16 hodin dat, coz pokrylo celou periodu do-
konce dvakrat. Vzdy je dobré poridit co nejvice dat, i kdyz se tfeba
opakuji. Zlepsi to totiz kvalitu naseho pozorovani a hlavné presnost zis-
kanych informaci.

Rozbor dat

Nakonec muzeme z fazové k¥ivky vycist spoustu informaci. Za prvé
se jasnost méni v pribéhu celé periody a primarni a sekundarni minima
jsou podobné, coz naznacuje, ze se skuteéné jedna o typ tésné zakrytové
dvojhvézdy, ve kterém se obé hvézdy vzajemné témér dotykaji. Mohlo by
se tedy jednat o proménnou typu W UMa, jak jsme predpokladali. Z pro-
gramil jednoduSe vyc¢teme periodu proménné hvézdy 0,331 9075 dne, coz
je 7 hodin 57 minut 56,808 sekundy (bez zaokrouhleni). Tabulkova hod-
nota ¢ini 0,331 89 dne. Mizeme urcit piresnost méfeni 0,000 01 dne neboli
0,86 s. Amplitudu jasnosti jednoduse odecteme z kiivky: 0,62 mag. Po
porovnani se srovnavaci hvézdou také mizeme zjistit minimalni a maxi-
malni jasnost ,nasi“ hvézdy 9,87 mag az 10,49 mag. Jsme schopni také
urc¢it presny okamzik primérniho minima, coz se v astronomii zpravidla
uvadi v Julidnském datu 2460232.4346513.

O-C diagram

To ale nenf vSe, co muzeme zjistit. U zédkrytovych proménnych hvézd
k zakrytim nemusi vZdy dochazet pfesné periodicky, ale perioda se muze
v prubéhu dnf az let ménit. Tento rozdil nam udavaji tzv. O-C diagramy.
Cas je zde definovan pomoci tzv. ,epoch”, které znaci pocet zdkrytt. Ves-
kerd minima by se tak méla dat vypocitat, pokud pFi¢teme k okamziku
referenéniho minima Mg nasobek periody a ur¢itého poc¢tu epoch. Ve
skutecnosti vSak tato vypoc¢itanad minima (C — computed) ¢asto nekore-
sponduji pfesné s pozorovanymi minimy (O — observed). A pravé tento
rozdil se zakresluje do tzv. O-C diagrami, které nam tedy fikaji, jak se
v ¢ase méni perioda nebo nam ji na zakladé dlouhodobych pozorovani
umoznuji zpresnit.

Na vyse uvedeném O-C diagramu hvézdy AB And je moje pozorovéni
oznacené Cervenou teckou. Jak vidime, od roku 1902 doglo u hvézdy
k poklesu hodnoty O-C, ktery vyvrcholil kolem doku 1960 a poté zase
hodnota O-C stoupala. To miZe znamenat, Ze se s hvézdou dé&je néco,
co neumime s jistotou vysvétlit. Napiiklad muze kolem této dvojhvézdy
obihat jesté tfeti hvézda nebo mezi hvézdami pretéka velké mmnozstvi
materialu, coz ovliviiuje jeji periodu.
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Obr. 6: O-C diagram hvézdy AB And vytvofeny z primarniho minima z druhé
noci, ¢ervenym bodem je oznac¢eny mij vysledek

Zaveér

Je potifeba pfipomenout, ze prestoze se miize zdat, ze praci ohledné
vyzkumu proménnych hvézd uz plné prevzaly kosmické sondy, schopné
najednou sledovat velkou ¢ast oblohy mimo zemskou atmosféru, ama-
térskd pozorovani maji v tomto oboru stale své misto. I amatér muze
prispét k védecké ¢innosti a pomoci s hledanim souvislosti mezi promén-
nymi hvézdami. A nejlepsi je, pokud ho to navic i bavi.
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Robert Andrews Millikan (1868-1953) — stanovil
hodnoty dvou zakladnich fyzikalnich konstant

Frantisek Jachim, Zdkladni Skola Dukelskd, Strakonice

Abstrakt. Clanek pojednéava o zakladnich vysledcich prace amerického fyzika
Roberta Millikana — metodach uréeni velikosti naboje elektronu a hodnoty
Planckovy konstanty. Jsou zminéni i nékteri Millikanovi spolupracovnici.

Ve druhé poloviné 19. stoleti dostali fyzikové do rukou nékolik pozoruhod-
nych pomiicek umoziujicich provadét fadu novych pokusi. Jednou z nich byl
Ruhmkorffav induktor produkujici vysoké napéti v Ffadu desetitisici volti.
V kombinaci se sklenénymi trubicemi se zatavenymi elektrodami a naplnénymi
riznymi plyny, popft. pouze velmi zfedénym vzduchem, nabizel vyuziti ke zcela
novym fyzikalnim pokusim. Protoze elektrické vyboje v téchto trubicich pro-
bihaly snéze nez za normélniho tlaku plynu a byly doprovizené viditelnym
z&éfenim mezi elektrodami, prace s takovymi pomtickami fyziky velice zaujala.

Mezi nad8enymi experimentatory byl i anglicky fyzik Joseph John Thomson
(1856-1940), obr. 1.

Obr. 1: Joseph John Thomson (1856-1940) ve své laboratofi pfi praci s Ruhm-
korffovym induktorem a trubicemi

Roku 1897 pokusy zjistil, ze zafeni v trubici vychézejici z katody je prou-
dem zaporné nabitych Gastic. Ve své prednasce v londynské Royal Institution
30. dubna 1897 tuto ¢astici nazval corpuscule. DneSni nazev elektron ji dal
az roku 1900 irsky fyzik George Johnstone Stoney (1823-1911). J. Thomson
se usilovné snazil odhalit i dalsi vlastnosti elektronu. Ve své badatelské praci
ale pouze zjistil, Ze pomér velikosti ndboje této astice k jeji hmotnosti je asi
1000krat vétsi nez stejné pocitany pomér pro vodikovy kladny iont. Usoudil,
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ze méa-li mit nové objevend ¢astice stejné velky zaporny naboj jako kladny iont
vodiku, bude tedy asi 1 000krat lehéi nez zbytek vodikového atomu. Zustéavala
tu tedy otazka, jak velky elektricky naboj mé&. Jeho velikost uréil americky
fyzik Robert Andrews Millikan (obr. 2).

Obr. 2: Robert Andrews Millikan, r. 1932 [5]

Robert Millikan (22. 3. 1868-19. 12. 1953) studoval puvodné fyziku na Ko-
lumbijské univerzité v New Yorku. V letech 1895 az 1896 pobyval v Evropé
na univerzitdch v Berliné a Gottingenu. V roce 1896 se stal asistentem pro-
fesora Alberta Abrahama Michelsona (1852-1931) na chicagské univerzité, na
které pak od roku 1910 pusobil jako profesor. Od roku 1921 piesel na Kaliforn-
sky technologicky institut (CALTECH) v Pasaden&. Robert Millikan byl velice
zruény experimentator. Mél jistou vaSen pro obzvlasté jemné préce, o nichz
hovoril, Ze je provadi ,,s velmi vysokou presnosti.

Velikost naboje elektronu

Pro urceni velikosti elektrického naboje elektronu Millikan sestavil apara-
turu, jejiz schéma je na obr. 3.
. -4
€ kvyvévé

Obr. 3: Schéma Millikanovy aparatury, jiz urcil velikost naboje elektronu

58 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

V uzaviené nadobé vyplnéné vodou G byl za stalého tlaku vzduchu sledo-
van dést olejovych kapek z rezervoaru A propadajicich deskou M na desku N.
Prostor mezi deskami byl ozafovan zprava RTG zafenim. Pozorovani a mé-
Feni probihalo mikroskopem umisténym vlevo (a). Hlavni soucasti aparatury
byly dvé 1,5 cm od sebe vzdalené rovnobézné desky M, N o priméru 22 cm
(horni perforovana), mezi nimiz vytvoril homogenni elektrické pole s potencia-
lem 5000 V. Otvory v horni desce nechal prochazet olejovy dést ze ,sprchy* B
s kapickami o priméru asi 0,01 mm. Prostor mezi deskami byl z jedné strany
ozafovan rentgenovou lampou, ¢imz se vzduch mezi nimi ionizoval. Déj v pro-
storu mezi deskami je znazornén na obr. 4.
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Obr. 4: Detail déje mezi deskami M a N

Kapicky pii padu na sebe nabalovaly elektricky naboj a jejich pohyb byl
pfitom sledovan z druhé strany dalekohledem. Celé zafizeni bylo uzavieno
v nadobé se stalou teplotou a tlakem (obr. 5).

Obr. 5: Millikantiv originaln{ pFistroj na mé¥eni naboje elektronu [5]

Millikan vzal v avahu vSechny sily, které na kapicky oleje pisobily, tzn.
jejich hmotnost, silu odporu vzduchu i silu vyvolanou elektrickym polem. Kdyz
méril dobu padu kapicek mezi deskami, zjistil, Ze ¢asy se kumuluji do urcitych

Roénik 99 (2024), ¢islo 2 59



FYZIKA

skupin, a to 15,45 s, 16,0 s, 21,85 s, 34,72 s a 85,0 s. Jakmile porovnal jejich
pFevracené hodnoty, tj. 0,0803 s~ 1, 0,0625 s~ !, 0,04458 s~', 0,0288 s~! a
0,0118 s, zjistil, Ze rozdily mezi nimi jsou vzdy stejné, a to 0,017 s~ 1. Z toho
usoudil, Ze jde zfejmé o skokové ziskavani ndboje padajici kapickou. Peclivym
méfFenim ziskal Millikan hodnoty, které se lisily o pouhé jedno procento od
v soucasnosti pfijimané platné hodnoty 1,602 - 10~%°

Velikost Planckovy konstanty

Druhou oblasti Millikanova fyzikalniho zajmu byl fotoelektricky jev. Jeho
podstata tkvi ve vyrazeni elektront z povrchu kovi dopadajicim svétlem, p¥i-
¢emz mnozstvi uvolnénych elektront nezavisi na intenzité svétla, nybrz na jeho
frekvenci. Jev spravné vysvétlil Albert Einstein v roce 1905, avSak soucasti jeho
teorie byla jisté fyzikalni konstanta — dnes nazyvana Planckova. Pravé jejimu
meéfeni se Millikan nékolik let vénoval. K rozhodujicimu pokusu doslo na ptidé
Ryersonovy fyzikalni laboratofe na chicagské univerzité. Velmi zruény mecha-
nik dstavu Julius Parson k tomu aéelu na Millikaniv navrh vyrobil zafizeni, je-
hoz schéma je na obr. 6, o némz Millikan hovoril jako o ,strojni dilné ve vakuu®.

Obr. 6: Millikanova méfici aparatura (,dilna ve vakuu®)

V duting zbavené vzduchu byly umistény tii vzorky kovi (sodik, draslik a
lithium). ProtoZe pro pokus musel byt jejich povrch stale ¢isty, vzorky byly

DDnes je uvadéna velikost naboje elektronu 1,602 176 634 - 10~ 12 C. Tato hodnota
je také vyuzita k definici zakladnich jednotek.
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nepfetrzité stirany nozem (na obrazku v ¢asti s pruzinou). Na vzorky koviu
dopadalo okénkem O monochromatické zafeni z kfemenno-rtutové vybojky,
nastavitelné v rozmezi vlnovych délek 240 nm aZz 540 nm (za¥eni Castecné
z oboru ultrafialového i viditelného svétla) a fotoelektrony byly zachycovany
sbérnymi valci B a C

Rozpéti vinovych délek uzitého zareni Millikanovi umoznilo ur¢it vztah mezi
pohybovou energii elektronu a frekvenci svétla s presnosti asi 0,5 %. S vyu-
zitim jim dfive nalezeného naboje elektronu mohl uréit energii dopadajicich
elektronii a z toho velikost Planckovy konstanty 6,57 - 1073* J Vysledky
svych méfeni uvedl v roce 1916 v ¢lanku Fotoelektrické urceni Planckovy kon-
stanty.

Precizni Millikanova teoretickd i technickd prace na experimentech umoz-
fiujicich nalezeni velikosti dvou fundamentalnich konstant byla v roce 1923
ocenéna Nobelovou cenou za jeho prdci o elementdrnim elektrickém ndaboji
i fotoelektrickém efektu.

Obr. 7: Millikan a Albert Einstein v Kalifornském technologickém institutu,
r. 1932 [5]

2)Pozn. redakce: Béhem svého ptisobeni na Caltechu Millikan sniZil vlnovou délku
az na 0,14 nm, tedy od UV presel az k RT'G zafeni.

3)Dnes uvadéna hodnota Planckovy konstanty pro pot¥eby definice zakladnich jed-
notek je 6,626 07015 - 1034 Js.
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Kosmické zareni

Kosmické zafeni, jemuz je Zemé nepretrzité vystavena, tvori prevazné ja-
dra atomu vodiku, ¢astecné i hélia. Tyto elektricky nabité ¢astice se pohybuji
rychlosti blizkou rychlosti svétla a jejich velkd pohybova energie jim umoziuje
pronikat celou atmosférou az na povrch Zemé. Jedny z prvnich vyzkumi pa-
vodné tajemného zafeni provadél rakousky fyzik Viktor Hess (1883-1958). Po
ziskani grantu Cisafské akademie ve spolupraci s rakouskym aeronautickym
klubem vykonal nékolik balénovych leti (jeden az do vysky 5 kilometri) za
méFenim dosud neznamého zareni, které i na povrchu Zemé vybijelo konden-
zatory. Hess pro proud neznamych paprski zavedl nazev ultrazdren

Nékolik let po Hessové objevu Robert Millikan vyrobil elektroskop, ktery
dokézal zachytit pribéh méfeni na film, coz umoznilo vypoustét nepilotované
balény, pfirozené do vétsich vysek. Robert Millikan a jeho kolega Ira Bowen
(1898-1973) mérili takto ionizaci vzduchu az do vysky 15 km nad povrchem
Zemé. Béhem deseti let balénovych lett doslo k zasadnimu vyvoji Millikano-
vych nazort na toto zareni. Nejprve se totiz domnival, Ze je ptivodu zemského.
Soustavnymi mérenimi vSak zjistil, ze zafeni je pomérné slozité — osahuje alfa
Castice, protony i neutrony a i zafeni gama a jeho intenzita roste se vzdalenosti
od povrchu Zemé. Byla tu tedy domnénka, Ze je jeho zdrojem Slunce. Ale mé-
feni v riznych dennich dobach — i v noci — potvrdila jeho mimosluneé¢ni ptvod.
Pomoci vodotésnych elektroskopt ponotfenych do vysokohorskych jezer Milli-
kan zjistoval energii tohoto zafeni, resp. miru jeho pohlcovani vodou. Zjistil,
Ze intenzita zareni se ve vysokohorskych jezerech projevuje asi ¢tyrikrat silnéji
nez ve stejné hloubce pod hladinou na trovni mote. Do vynalezeni detektori
Hansem Geigrem (1882-1945) a Waltherem Miillerem (1905-1979) roku 1928
bylo méreni pomoci elektroskopt jedinou metodou.

Robert Millikan se velmi zaslouzil o rozvoj Kalifornského technologického
institutu (obvykle oznacovaného jako Caltech), jehoz spravni radu vedl v letech
1921 az 1945, kdy odesel do dichodu. Zemfel 19. prosince 1953 na infarkt.
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4)Za objev tohoto zafeni obdrzel v roce 1936 Nobelovu cenu.
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Ohlédnuti za krajskymi koly
Matematické olympiady v Praze

Zbynék Sir, predseda krajské komise MO

V pondéli 17. éervna 2024 ve 14:00 se v baroknim refektari Univerzity Kar-
lovy v budové Matematicko-fyzikalni fakulty na Malostranském namésti konalo
slavnostni zakonéeni letogniho jiz 73. roéniku Matematické olympiady (obr.1).

Pocet ucastnikia se v Praze kazdoro¢né zvySuje a letos dosahl celkového
poctu 360 soutézicich. Byly predany diplomy a ceny vitéziim a usp&snym fesi-
telim prazskych krajskych kol vSech kategorii. Kategorie urcené pro studenty
stfednich §kol a vyssich gymnazii byly tradi¢né nejpocetnéji zastoupeny: v ka-
tegorii A bylo ocenéno 65 uspé&snych soutézicich, v kategorii B 28 studenta
a v kategorii C jich bylo 48. Programatorska kategorie P je pocetné mensi,
ale hraje v nasi soutézi vyznamnou roli, letos v ni uspélo 20 soutézicich. Kaz-
doro¢né probihaji také kategorie urcéené pro zakladni skoly ¢i nizsi gymnazia.
V nejvyssi z téchto kategorii Z9 je poradano krajské kolo, ve kterém bylo oce-
néno 32 soutézicich.
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Slavnostniho vyhlaseni byli pfitomni také zastupci organizaci, které se ze-
jména podileji na organizaci a bezproblémovém chodu Matematické olympi-
ady. Jedna se o Jednotu Ceskych matematikt a fyziki, Dim déti a mladeze
Praha 2 a dvé fakulty, které velmi vyznamné a dlouhodobé MO podporuji,
totiz Matematicko-fyzikalni fakulta UK v Praze a Fakulta jaderna a fyzikalné
inZenyrska CVUT v Praze.

Na zavér uvedme, Ze nejlepsi soutdzici vSech kategorii se kvalifikovali na
celostatni soustfedéni a soutéze, ve kterych préavé Praha dosahuje tradi¢né
vynikajicich vysledkii. Zejména v prestiznim celostatnim kole kategorie A sou-
t&zici z Prahy obsadili v8ech 5 prvnich mist (obr. 2).
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.Nadace
Qminers

Matika Cesku

program pro podporu uéitell

a ucitelek matematiky

Pomozte nam
vratit matematiku Cesku!

Prihlaste se od skolniho roku 2024/2025
do programu Matika Cesku a ziskejte
rocni finanéni podporu. MUzete se o ni uchézet,
pokud spliujete nasledujici kriteria.
e Ucite matematiku, fyziku nebo informatiku
e Ve Skolstvi neplsobite déle nez 5 let
e Aktivné s détmi pracujete
e \énujete se sebevzdélavani
a profesnimu rozvoji

Zaujal vas nas projekt?

Kontaktujte nejpozdéji do 30. 6. 2024
manazerku projektu Terezu Spalkovou
(tereza.spalkova@qminers.com), ktera vas
bude informovat o pribéhu vybérového fizeni.
Pocet ucastnikd do programu je omezen.

Milujeme poznani, milujeme matematiku!

Projekt Matika Cesku
zmapoval, Ze v Cesku
chybi stovky uciteld
matematiky. Vysoke skoly
neprodukuji dostatecny
pocet novych mladych
vyucujicich a pramérny
vek ucitel matematiky
se neustale zvysuje.
Veérime, Ze prima
podpora motivovanym
mladym pedagogim
pomuze k tomu, aby

se situace zlepsila.
Kvalitni a moderni vyuka
matematiky je klicem

k budoucnosti nasich
déti i konkurence-
schopnosti Ceskal
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