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Pythagorejské praméry, kontraharmonicky priimér
a zlaty rez v pravouhlém trojahelniku

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Postupy ur¢ovani priméra (pramérnych hodnot) byly pravdépodobné
vynalezeny brzy poté, co lidé zacali poécitat. Ac¢koliv je puvod téchto vy-
poctu Casto pripisovan starovékym feckym matematiktm, jejich historie
sahé patrné mnohem déle.

Neni snad nikoho, kdo by neznal pojem aritmetického priméru, na-
priklad p¥i vypoétu primérné mzdy. Geometricky a harmonicky pramér,
oznacované Casto spoleéné s primérem aritmetickym jako pythagorejské
prumeéry, jsou mozné o néco méné znamé. Geometricky prameér je ovSem
ve skute¢nosti vhodnym néstrojem pro popis proporcionalniho ristu,
a to jak exponencialniho ristu, kdy je mira ristu konstantni, tak promén-
livého rastu. Harmonicky primér je vhodnéjsi nez aritmeticky primér
v pripadech, kdy pracujeme s poméry. Miize se jednat napf. o stano-
veni primérné rychlosti nebo odporu v elektrickém obvodu s paralelné
zapojenymi odpory.

Piipomenme si definice aritmetického (A), geometrického (G) a har-
monického (H) priméru kladnych realnych ¢isel a, b

Afa,b) = 52,
G(a,b) = Vab,
Hla,b) = aQ—T—bb’
pro které déle plati, ze
H<SG<A, (1
G® = AN. (2)
Recky matematik Eudoxos z Knidu (asi 408 pf. n. l—asi 355 pf. n. 1.)

doplnil vySe uvedenou trojici o tzv. kontraharmonicky primeér, pro ktery
plati
a? +v?

a+b’

C(a,b) =
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Kontraharmonicky primér jako méné bézny typ stfedni hodnoty naléza
pouziti napf. pii filtrovani Sumu (redukei zrnéni) na obrézcich [12].

B F G I C

Obr. 1: Konstrukce pythagorejskych priméra A, G, H a kontraharmonického
praméru C [7]

Problém 1. Ukazte, Ze pro soucet harmonického a kontraharmonického
pruméru Cisel a, b plati
H+C=a+bd.

Vyse uvedené prumeéry jesté pro potieby ¢lanku doplnime o kvadra-
ticky primer Q ¢&isel a, b, pro ktery plati
a? 4+ b2

5

Q(av b) =

Kvadraticky primeér naléza uplatnéni v takovych oblastech, jako je napf.
statistika, fyzika (akustika) ¢i elektrotechnika

Zlaty fez (zlaty pomér, zlaty pramér) je &islo, které oznacuje pomér,
kdy se tisecka déli do dvou ¢asti takovym zptisobem, ze pomér délky celé

DVe statistice hraje dileZitou roli p¥i analyze dat a pochopeni rozlozeni hodnot
v datovych souborech (napf. rozptyl ¢ smérodatna odchylka). V oblasti elektrotech-
niky muazeme zminit napf. vypocet efektivni hodnoty stfidavého napéti nebo stiida-
vého proudu.
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usecky vici délee jeji vetsi Casti se rovna pomeéru délky vetsi casti k délee
té mensi [I]. Ciselnou hodnotu zlatého fezu ziskdme z FeSeni rovnice
r+y
xr oy
kde z, y (z > y) jsou ¢asti tsecky o délce x 4+ y. Pokud dale poloZime
y = 1, pak po zjednodusSeni dostdvame rovnici

-2z —-1=0, (3)

pro jejiz koFeny plati

T1,2 =

Zlatym Fezem ¢ je kladny koten

Pythagorejské primeéry a kontraharmonicky pramér v pravo-
thlém trojihelniku

Domenico v ¢lanku [2] dokazal nasledujici zajimavou vétu (obr. 2
vlevo).

g g
Obr. 2: Pythagorejské pruméry A, G, H v pravoihlém trojihelniku, kde
A/H =

Véta. Aritmeticky, geometricky a harmonicky primér dvou kladnijch
redlnyjch c¢isel jsou délky stran pravothlého trojihelniku prdavé tehdy, kdyz
je pomeér aritmetického a harmonického primeéru roven zlatému tezu.

Roénik 99 (2024), &islo 3 3



MATEMATIKA

Podle Pythagorovy véty plati
H:+ G = A
Pouzitim rovnosti ([2)) dostavame
H? + AN = A%,
kde pro kladny koten plati

1
A= +2\/5’H = @H.

Opacnou implikaci bychom dokézali obriacenim uvedeného postupu.

Klademe si za cil uvést vySe zminénou vétu do SirSich souvislosti,
kde zahrneme do tvah rovnéz kontraharmonicky prtmér, kvadraticky
prumér a tzv. Keplerovy trojihelniky.

Pro nékteré dale zminéné dvahy miize byt uzitecné vyjadrit vztah
mezi Cisly a a b v pFipads, Zze A/H = . ZjednoduSenim rovnice

a+b  2ab
2 _a—&—b%

dostavame (a + b)? = 4pab, a dél

b b
E:2+\/S:290+1, nebo 52\/5—222(,0—3.

s >z

Ve zbyvajici ¢asti textu budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat,
7eb> a,tj. b/a =245 = 2p+1, kde pro pythagorejské priméry ¢isel
a, b plati

Afa,h) = 50 =

G(a,b) = Vab = ap\/,
2ab

H(a,b) = m = UIQD.

2)Kofen 2 + /5 je soucasné FeSenim rovnice 22 — 4z — 1 = 0. Rovnice ve tvaru
22 —pr — 1 =0 (p € N) maji kofeny z1,2 = (p & /p? + 4)/2. Kladné kofeny (op) se
obvykle oznacuji jako kovové Fezy (popi. kovové priméry), napt. o1 = (1++/5)/2 je
vySe zminény zlaty Fez, oo = 1 4+ /2 je stitbrny Fez, o3 = (3 + v/13)/2 je bronzovy
Fez, 04 = 2+ /5 je médéng Fez atd. 18, @].
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Problém 2. Ukazte, ze plati
204+ 1= ¢>.
Problém 3. Ukazte, Ze plati
C(a,b) = a(p +2).
Problém 4. Ukazte, Ze plati
Q(a,b) = apy/o +2.
Vyse uvedenou vétu muzeme nyni doplnit o nésledujici dusledek.

Dausledek. Jestlize aritmeticky, geometricky a harmonicky primér dvou
kladnijch redlnijch cisel jsou délky stran pravouhlého trojihelniku, kde
pomér aritmetického a harmonického pruméru je zlaty vez, pak vyska
deli preponu o délce A na useky o délkdch H a A — H.

Diisledek (obr. 2 vpravo) plati, jestlize
H? — (A—H)? =G% - H~

Pouzitim substituce A/H = ¢ a dalsim zjednodusenim déle dostavame
rovnici ve tvaru

1+¢=¢?%
které je ekvivalentni s rovnici . Pro délku vysky déle podle Euklidovy
véty o vySce plati

H H?
VHA-H) = VHOH -—H)=H /o — 1= — = — =a /o
N Al
Nasledujici tvrzeni shrnuje nékteré dalsi vztahy mezi vyse zminénymi
priaméry v pravouhlém trojahelniku, kde A/H = ¢. Dikazy jednotlivych
tvrzeni prenechavame laskavému ¢tenafi jako cviceni.

Tvrzeni 1. Jestlize A/H = ¢, pak

1. A-H=a,
2. A+H =0
8. C—A=a,

4. C+A=2a+b.
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Keplerovy trojihelniky
Pokud plati, ze A/H = ¢, pak A/G = G/H = ,/p. Délky stran
pravothlého trojuhelniku tvoif geometrickou posloupnost, kde pro pomér
délek stran plati
1:yp:ep.

Pravoihlé trojuhelniky spliujici uvedeny pomér délek stran se oznacuji
jako Keplerovy trojihelnikyl?)| Z vlastnosti t&chto trojuhelnikd miiZzeme
zminit, ze pokud vezmeme dvé kopie Keplerova trojihelniku a pfilozime
je k sobé druhou nejdelsi stranou, pak vysledny rovnoramenny troju-
helnik méa nejvétsi polomér vepsané kruznice ze vSech rovnoramennych
trojuhelnikd s danou délkou ramen [IT].

id

A E A
Kch g
H
D

Obr. 3: KruZnice opsana a vepsané (vlevo: trojuhelnik ABD tvofeny dvéma
kopiemi Keplerova trojuhelniku, vpravo: pravouhly deltoid ABED; A/H = ¢,
|AC| = G)

Vzhledem k situaci znazornéné na obr. 3 (vlevo) miizeme konstruovat
kruZnici opsanou a vepsanou trojihelniku ABD, ktery tvoii dvé shodné
kopie Keplerova trojihelniku. Snadno lze ovéfit, ze obsah a obvod troj-
dhelniku ABD je S = HG, o = 2(H + A) a pro poloméry vepsané (p;) a

3) Johannes Kepler (1571-1630) se o trojuhelnicich v roce 1597 zminuje v dopise
svému uciteli Michaelu Méstlinovi. Priufez Velké pyramidy v Gize je podle Keplera
tvoren rovnoramennym trojihelnikem sloZzenym ze dvou pravouhlych trojuhelnika,
jejichz strany jsou v poméru 1 : /¢ : . Existuji oviem i starsi zminky o téchto
trojahelnicich, nap¥. v knize Liber mensurationum perského matematika Aba Bakr al-
Karajiho (953-1029) nebo knize Practica geometriae italského matematika Leonarda
Pisanského zvaného Fibonacci (okolo 1170 —okolo 1240) [10].
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. “ s 1
opsané (r) kruznice proto plat

HG  a

H+A /o

_MA A P
4HG 26 2

Pt =

tj. pomér jejich poloméru je

Stiedy kruznic lezi na vysce rovnoramenného trojuhelniku ABD, pro
vzdalenosti st¥edi kruznic od zakladny plati |K,C| = py = a/\/¢ ,

2 2
|K.C| = /12 —H? = g \/ —a2p? =

ap @3 =4 apy2p —

2 2

Pomér vzdalenosti st¥edii kruznic od zakladny trojihelniku je konstantni
a roven

|K.C| 2
[K.Cl o293
kde
VP20 =3 =120 —3) = /(20 + 1)(20 - 3) =
= VA2 —dp-3=/A(p+1)—dp-3=1,
proto
[KCl 9
|K.Cl

Na obr. 3 (vpravo) pfimka AC protina kruznici opsanou trojihelniku
ABD v bodé E, kde délka usetka AE je prumérem opsané kruznice.

YPxi odvozeni jsme vyuzili znamé vzorce pro polomér kruznice trojuhelniku ve-
psané a opsané.
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Body ABED tvoii pravouhly te¢novy ¢tyfihelnik (deltoid) s pary shod-
nych stran A, G a thlopfickami délek |AE| = 2r a |BD| = 2H. Podle
Pythagorovy véty pro délku delsi dhlopticky AFE plati

|AE| = VA2 + G2 = /G2 + G2 = G\/p + 1 = ©G.

Délka usecky AC (JAC| = G) je tedy zlatym fezem délky asecky AFE.

Polomér kruznice vepsané deltoidu, ktery uréime jako pomér obsahu
deltoidu a poloviny jeho obvodu, je pg = a(¢+1)/(\/¢+1). Z podobnosti
trojuhelniki ABE a ARK, plyne, Ze

p+1
¢E+I

Vzdalenost stfedu Ky kruznice vepsané deltoidu ABED od priseciku
uhlopfricek C je

|[AK,4| = ayp

p+1 Veo—1
K ,C| = |AC| — |AK | = a —a =a .
|KaC| = [AC| = [AK4| = ap\/p VSR
Pomér vzdalenosti stfedu kruznice opsané a vepsané deltoidu od prise-
¢iku C' je konstantni a roven pfiblizné

KOl _ VIPBEHD
|KaC| 2(y/p 1) ’

Vzdalenosti st¥edt kruznic (obr. 3) od bodu C jsou tedy pfiblizné v po-
mérul:2:4.

V nasledujicim tvrzeni popiSeme vztah mezi pythagorejskymi prua-
méry v pravothlych trojahelnicich tvoticich deltoid ABED (obr. 3 vpra-
Vo).

Tvrzeni 2. Necht A/H = . Aritmeticky a geometricky primér tvori
délky odvésen pravoiuhlého trojuhelniku prdavé tehdy, kdyZ harmonicky
prameér tvori délku vysky nad preponou trojihelniku.

Tvrzeni dokdzeme pro obé& implikace.
"=" Useky piepony ¢G maji délky G a G(p — 1). Pouzitim Euklidovy
véty o vySce dostavame AE délky

gZ B QDH2 B

Glo—1)== H2.
(p—1) - "
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"<=" 'V pravouhlém trojihelniku s odvésnami o délkach z, y, pfeponou
o délce z a vysSkou nad pfeponou o délce H plati xy = zH. Podle pfed-
pokladu je trojuhelnik keplerovsky (z = y,/@, y = x./9), proto

r=H/p=G, y=Gyp=A

Na obr. 4 je ke dvojici Keplerovych trojahelniki zakladnou pfiloZen rov-
noramenny trojuhelnik DBF,| jehoz ramena maji délku C a vysku k z&-

kladné o délce
|CF| =+/C? —H? =2ap = 2H,

kde posledni rovnost vyplyva z tvrzeni 1.

B
C
H A
Pb Pt
F A
2H K, C K, g
H A
C
D

Obr. 4: Pythagorejské priméry A, G, H a kontraharmonicky primér C v del-
toidu (A/H = ¢, |CF| =2H)

Slozenim vznika deltoid s pary shodnych stran o délkach A a C. Kratsi
thlopficka ma délku 274, delsi pak G 4+ 2H. Kruznice vepsané trojihelni-
kim ABD a DBF tvoiicich deltoid ABFD maji poloméry p; = a/\/¢
a

2H? 2a%p? 2
= = = Qa =
H+C ap+alp+2) p+1

Pb )

tj. jejich poloméry jsou v poméru 1: /.
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Posledni poznamku v této sekci vénujeme vztahu mezi pythagorej-
skymi primeéry a pramérem kvadratickym opét v piipads, kdy A/H = .
Laskavy Ctenaf si sém muze snadno ovéfit, Ze v daném piipadé plati na-
sledujici tvrzeni (obr. 5).

g A
Obr. 5: Pythagorejské pruméry A, G a prumér kvadraticky Q v trojuhelniku
s vyskou H (A/H = @)
Tvrzeni 3. Jestlize A/H = ¢, pak A* + H* = Q2.

Na obr. 6 (vlevo) je doplnén do konstrukce priméra rovnéz priameér
kontraharmonicky.

Q Q
C-A
G Y, A—H G H A—H

Obr. 6: Pythagorejské praméry A, G, H, kontraharmonicky C a kvadraticky
primér O (A/H = )

Problém 5. Ukazte (obr. 6 vpravo), Ze kvadraticky pramér déli pramér
kontraharmonicky na tseky o délkach A = ap? a C—A = a, tj. v poméru
druhé mocniny (¢tverce) zlatého Fezu.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Zaveér

Mezi pravoihlymi trojihelniky, pythagorejskymi priméry, primérem
kontraharmonickym, kvadratickym a zlatym fezem je jisté mnoho dalsich
vztahli a souvislosti a nabizi se tak moznost k dalsim tavaham. Nékteré
pékné piiklady vztahti mezi pravotuhlymi trojuhelniky a zlatym fezem
1ze nalézt naptiklad v ¢lanku [6].

Ukazme nyni na zavér, jakym zptsobem Pythagoras uvazoval o vyse
zminénych primérech. Metoda proporci, kterou pouzil k jejich konstrukei,
je nasledujici. Uvazujme ¢isla a > b > ¢ > 0, pro ktera vypocitame roz-
dily a — b a b — ¢ a jejich pomér (a — b)/(b — ¢) postupné porovname
s poméry pivodnich &sel. Cislo b je pak [3]

e aritmetickym pramérem ¢&isel a a c, jestlize

a—b a b ¢

e geometrickym pramérem ¢&isel a a c, jestlize

a—bia b

b—c b ¢

e harmonickym primérem ¢&isel a a ¢, jestlize

a—b_g
b—c ¢’

e kontraharmonickym primeérem ¢&isel a a c, jestlize

a—b
b—c

ST

Kvadraticky prameér ¢isel a a ¢, jehoz puvod lze vysledovat az k Py-
thagorové vété, lze zavést jako rovnost poméri
a—b b+c
b—c a+b

K vy8e uvedenym pomérim by bylo mozné doplnit i dalsi, které zde
neuvadime, nebot nenalezly v moderni matematice konkrétni uplatnéni
(vice napt. [4]).
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Néktera vyuziti harmonického priiméru ve vyuce
matematiky na stfedni skole

Jan Fiala, Marika Hrubesovd, Tomds Roskovec

Pedagogickd fakulta, Jihoceskd univerzita, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Clanek predstavuje zakladni poznatky o harmonickém priméru a
demonstruje jeho moZzné vyuziti pfi feSeni stfedoskolskych tloh z matematiky.
V navazujicim pfispévku se zaméfime na vyuziti harmonického priméru ve
fyzice a finan¢nictvi.

Harmonicky primér
Definice 1. Prosty harmonicky primér, oznaéeny Ty, n kladnyc} re-
alnych ¢isel (hodnot sledovaného kvantitativniho znaku x) 1, zo, ..., x,
je definovan jako podil po¢tu hodnot n a souctu n pievracenych hodnot
k hodnotam x1, xo, ..., x,, tj.

_ n n

T = 3 1 1 = n 1 - (1>

E+£++E Zi:lE
Vzorec lze volné slovy vyjadrit tak, ze harmonicky prumér je

,prevracenad hodnota aritmetického prameéru prevracenych hodnot znaku*.
To je patrné z nasledujiciho vzorce

_ 1 1
TH = ~— I 1
1 (1 1 1 s L
Specialné pro n = 2 bude mit vzorec tvar
— 2 1 2:(,‘1.]3‘2
TH= T 7177/, N\ 2+ a2y (2)
1 | a2 5 (H + E) 1 2
Vzorec lze snadno pfevést do tvaru
1 1/1 1
— =3 ( + > . (3)
Ty 2\x1 X9
DBIfzi-li se aspon jedna z hodnot x;, i = 1,2,...,n, nule, blizf se také hodnota

harmonického priméru nule.

Roénik 99 (2024), &islo 3 13
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Vazeny harmonicky pramér
Jsou-li data jiz setfidéna do tabulky rozdéleni ¢etnosti, tj. hodnota x;
se vyskytuje ki-krat, xo se vyskytuje ko-krat atd., mizeme vzorec
psat ve tvaru
Z?:l 4

T = -

Zi=1 x.

i
i

o

; (4)

=

kde k; jsou Cetnosti jednotlivych hodnot, a mluvime o vazeném harmo-
nickém pruméru. Na rozdil od vzorce je celkovy pocet dat Y . | k;
a nikoli n, n znac¢i pocet riznych hodnot dat, ktera se v sadé vyskytuji.
Obecné: prifadime-li hodnotam z; vahy w; > 0, i = 1,2,...,n, pak je
vazeny harmonicky primér definovan jako podil

wy +wy 4.t w, Yo w

TH = w w Wn noow; " (5)
il SRR - -
Pro w; = wy = ... = w, dostaneme vzorec (/1)) a pro w; = k; vzorec .

Rozdil mezi vzorcem a je ten, ze vahy w; mohou byt na rozdil
od cCetnosti k; necelociselné, coz je vyhodné naptiklad pfi feSeni tloh na
vypocet pramérné hustoty pfi michéni raznych latek.

Geometricka interpretace

Harmonicky priamér dvou ¢&isel z1 a zo lze geometricky interpretovat.
K tomuto tcelu upravime vztah do tvaru

211 T1 + X9

TrH T3

Tento vztah vyjadfuje pomér odpovidajicich si stran v podobnych troj-
thelnicich ACD a BCF na obr. [I| se shodnym thlem u vrcholu C, kde
délky odvésen trojahelniku AC'D jsou rovny 2z a x1 + Zs.

Geometricka interpretace harmonického primeéru dvou kladnych reél-
nych hodnot x; a x5 se Casto uvadi spolu se znazornénim aritmetického
a geometrického priméru. Oznaéme T jako aritmeticky pramér hodnot
T1 a Ty a Tg jako geometricky prumér téchto hodnot. Jedna z moznych
interpretaci je na obr.

Priklad 1. Vypoctem ovéite, Ze pro harmonicky prumér ¢isel xq, xo
plati na obr. [2 vztah .
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Obr. 1: Geometricka interpretace harmonického praméru ¢&isel x1, z2

Obr. 2: Geometricka interpretace aritmetického, geometrického a harmonic-
kého praméru ¢isel x1, x2

Regeni. Mame ukazat, ze v obr. [2 plati 7y = 2n22 Podle Euklidovy
véty o vysce je na obr. [2 geometricky pramér délek useéek 1, xo roven
|PC| = T¢ = \/T1x2. Aritmeticky primér délek z1, z2 je roven |SC| =
T = % Uvazujme pravouhly trojihelnik SPC' s pravym thlem u
vrcholu P. Z Eukleidovy véty o odvésné vyplyva T2 = Ty - 7, tedy
Ty = é Z toho po dosazeni a drobné tupravé dostaneme ovérovany

vztah .

Priklad 2. Upravte vzorec pro harmonicky pramér tii ¢isel 1, xo,
x3.

Resend. Pro tii kladna realna &sla 1, o, 23 plati vztah

3$1$2.’173

r1To + Ir1x3 + ToX3
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Neékteré vlastnosti harmonického priméru

Harmonicky pramér je na rozdil od aritmetického priméru definovan
pouze pro kladna redlné ¢isla xq, s, ..., x,. Jeho uréujici vlastnosti
je stalost souctu prevracenych hodnot pfi jejich nahrazeni harmonickym
prumeérem, coz je vlastnost kazdého pruméru. Plati totiz

1 1 1 1 1 1
—t =+, ==t =+ .
xr1 o Ty Ty rg TH

n-Krét

Tento vzorec lze strucné zapsat ve tvaru

z néhoZ po vyjadiéni Ty ziskdme vyse uvedeny vzorec (1) pro vypocet
prostého harmonického praméru.

Nasobime-li v8echny hodnoty z; libovolnou konstantou k, k # 0, pak
se hodnota harmonického priaméru také vynasobi k-krat (podobné plati
i pro aritmeticky a geometricky primér). Plati tedy

_ n k-n
TH = 73 1 i -\ 1
k-x1 + k-xo +...t k-xn Zi:l zi
Uvazujme vazeny aritmeticky prameér s vahami k1, ko, ..., k,, ktery

je definovan vzorcem

f_o:l-w1+xg-w2+...+xn~wn_Z?:la?i-wi (©)
w; +Fwe 4+ ...+ wy Z?:lwi ’

kde w; je véha i-té hodnoty a n je pocet vSech hodnot. Snadno 1ze ovéfit,
7e nasobime-li vahy w; ve vzorci pro vazeny harmonicky primér stej-
nou konstantou k, k£ > 0, hodnota vysledného harmonického priameéru se
nezméni, stejné jako v pripadé vazeného aritmetického priméru, defino-
vaného vzorcem @

Ziejmou vyhodou harmonického priméru je skute¢nost, ze hodnota
harmonického priaméru neni — na rozdil od aritmetického praméru —
vyraznou mérou ovlivnéna jednou nenulovou hodnotou (¢ nékolika mélo
hodnotami), ktera je vyrazné vétsi nez vSechny zbylé hodnoty ze souboru.
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Harmonicky primér je vhodny pii vypocétu stfedni hodnoty nerov-
nomérné rozlozenych dat kolem aritmetického priaméru, nebo kdyz jsou
v souboru dat nékteré hodnoty extrémné vysoké. Vyuziti harmonického
prumeéru je v8ak zna¢né omezené jeho definici a vychazi z povahy otazky,
kterou v tloze fesime. Harmonicky pramér lze pouZzit pouze tehdy, kdyz
ma smysl uvazovat o sou¢tu prevracenych hodnot znaku. I kdyz je uziti
harmonického prameéru ¢asto prezentovano jako zna¢né omezené ([4)
s. 34]), ukdZeme nejprve jeho vyuziti pfi FeSeni matematickych tloh,
v pokracovani ¢lanku pak predstavime, jak lze harmonicky pramér pou-
zit napiriklad ve fyzice, finan¢nictvi a ekonometrii.

Vztah mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym pri-
meérem

V prikladu [I] jsme uvedli vztah mezi aritmetickym, geometrickym a
harmonickym primeérem ¢isel x; a xo. Pro dvé kladné cisla xq, xo 1ze

psat
_ 2 2r1To (\/1'1.%2)2 fQG
TH = = = = —
=t itz (i) T

)

kde Z¢ je geometricky a 7 je aritmeticky primér ¢isel x1, x5. Tento vztah
je unikatn{ pro sadu dvou ¢&isel, pro vétsi sady obecné neplati.
Pro aritmeticky a geometricky primér definovany piedpisem
1+ T+ ...+,

T = a Tg=YT1 - Tg ... Ty
n

plati tzv. AGH-nerovnost:
T>Tqg>7TH. (7)

Rovnost zde nastava, pravé kdyz x1 =z = ... = z,. Pro Ty, Zg a
T plati, Zze jsou vétsi nez minimum hodnot z; a sou¢asné mensi nez ma-
ximum hodnot z;, ¢ = 1,2, ..., n. Dikaz nerovnosti zde kvili svému
rozsahu neuvadime, lze vSak nalézt v ¢etnych literarnich pramenech, na-
piiklad [8, s. 17]. Platnost vztahu (7)) pro n = 2 lze snadno geometricky
ovéfit napiiklad na obr. [2l Hned &tyfi rtizné geometrické ditkazy beze
slov slozené nerovnosti (7)) pro n = 2 uvadi Nelsen ([7, s. 63—67]). Z nich
za didakticky vhodny do vyuky na stfedni skole 1ze povazovat nasledujici
dikaz vztahu @ Prestoze jde o ,,dikaz beze slov*, odvozujeme s vyu-
zitim obr. [3] postupné délky tsecek SB, DB a EB, které jsou po fadé
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Obr. 3: Geometrickd interpretace nerovnosti harmonického, geometrického a
aritmetického primeéru dvou &isel z1, z2 (podle [7) s. 63])

aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem tsecek délek x;
a X9g.

UvaZujme tusecku AB délky x1, usec¢ku BC délky xo, 0 < o < x71.

Je-li |[AB| = z1 a |BC| = xa, pak |AC| = x1 — 29, |SC| nsrz
a tedy hledané délka tsetky SB je |SB| = xp + £15%2 = 21t coz Je
aritmeticky pramér délek tiseéek AB a BC.

Délku tsecky DB lze odvodit takto: predné plati |SC| = |SD| =
#1572 pak z Pythagorovy véty pro pravoihly trojihelnik SBD s pravym
uhlem pfi vrcholu D vyplyva

|DB|* = |SB|*> — |SC|?.

Po dosazeni dostaneme

A 2 T — T 2
|DB|2 _ 1 2 _ 1 2
2 2
a po upravach |DB| = /z1x2, coZ je geometricky prameér délek usecek
AB a BC.

Usetka EB je tusekem pfepony SB v pravouhlém trojuhelniku SBD.
Z Eukleidovy véty o odvésné pro délku E'B plati

|DBJ?
|SB|

|EB| =
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Po dosazeni dostaneme

T1X9 2.23133‘2
Titxo ’
) 1+ T2

|EB| =

coZ je harmonicky pramér délek tseek AB a BC. Z obr. [3]tedy vyplyva
nerovnost .

Priiklad 3. Pro dvé libovolna kladna realn4 ¢isla 1 a x5 dokazte alge-
braickymi tpravami nerovnost .

Resend. Pro kazdé dvé kladné redlné proménné x;, xo méme fesit sou-

stavu nerovnic

20129 1+ o

< Vo < 02 (8)

Nerovnici vlevo sta¢i umocnit na druhou, vydélit celou nerovnici nenu-
_ 2

lovym soudinem z1x2 a po tpravach dostaneme nerovnici % >0,

které plati vzdy. Nerovnici vpravo také umocnime na druhou a po upra-

(301—362)2
4

X1 +l‘2

vach dostaneme nerovnici > 0, kterd rovnéz plati pro libovolna
1, To. Rovnosti u soustavy nerovnic nastavaji pro 1 = xs.

Aplikace harmonického priameéru v matematice

Priklad 4. Ovéite, ze v kazdém pravoihlém trojuhelniku ABC' s pra-
vym thlem pfi vrcholu C' (obr. [4]) je druhd mocnina velikosti vysky v,
vedené bodem C' na pieponu c¢ rovna poloviné harmonického priméru
druhych mocnin odvésen a, b.

C

Obr. 4: Trojuhelnik ABC' s vyznacenou vyskou v,
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Reseni. Mame ukazat, ze plati

1 ) 2b2 2b2
0 S L AR (9)
2 a?24+b2 a2 +0b?

V pravouhlém trojihelniku na obr. ] podle Eukleidovy véty o vySce plati
V2 =cq-Cp (10)

a dale podle Eukleidovy véty o odvésné plati

a’ =c-cq, b =c-c. (11)

Z vyjadiime postupné c, a cp, které dosadime do a s vyuzitim
Pythagorovy véty dostaneme hledany vztah @D

a?b?

¢ ¢ 2 a4

9 a? b? a’b?
UC

Priklad 5. Pomoci délek zékladen a, ¢ vypocitejte délku h pricky li-
chobé&zniku ABCD (AB || CD), ktera prochazi prisecikem jeho thlo-
piicek S (viz obr.

Obr. 5: Lichobéznik ABCD s vyznacenou pfickou h

Resent. Trojahelniky ABS a CDS jsou podobné podle véty (uu) a pro
poméry odpovidajicich si stran tedy plati

|CD| |SC| _|SD|

|AB| — |SA]  |SB|

Oznac¢me u pricky & jeji krajni body E, F'. Délka pricky EF je souctem
délek tseéek ES a SF. Trojahelniky BE'S a BCD a trojihelniky ASE

2)Pfickami v lichob&Zniku se podrobné zabyvaji Vallo a Leischner v [9].
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a ACD jsou dvojice podobnych trojahelnikii podle véty (uu). Z podob-
|SF| _ |SB|

nosti trojuhelnika prvni dvojice vyplyva icD] = 1pB] 2 toho po dpravé
dostaneme SB[ |CD|
SF| =11
7 druhé dvojice podobnych trojihelnikii obdobné plyne H ‘A—S\ a
po upravé dostaneme
|AS| - |CD|
ES| = ———.

S ohledem na vySe zminénou podobnost trojihelnikai ABS a C'DS na-
hradime poméry

|SC| |DS| |CD|
|AS|  |BS| |AB|’
Pro celkovou délku pticky FF tedy plati
|AS| - |CD| n |BS| - |CD|
|AC| |BD|

|[EF| =

Po vydeéleni |AS| a |SB| a protoze je |[AC| = |AS| + |SC| a |BD| =
= |BS| + |SD|, dostaneme

|CD| |CD| |CD| |CD| |CD]| |CD|
|[EF| = + = + = +
|AC| |BD]| |[AS|+|CS| |BS|+|DS| 1+ €S| 14+ |DS| "
[AS] [BS] [AS] [BS] [AS] ZE]
Pomoci oznaceni délek stran dostaneme
c c ac ac 2ac

h: = =
1+§+1+§ a+c+a+c a+c’

coZ je harmonicky pramér délek zakladen a, ¢ lichobézniku ABCD.

Priklad 6. Problém zkfizenych Zebiika: Dva Zebiiky délek a, b jsou
umistény ve vykopu §itky d tak, Ze jejich paty jsou vzdy v krajnim misté
vykopu a jejich druhé konce se opiraji o konce protilehlych stén, jejichz
vysky jsou vy a vg (obr. @ Zebiiky se v fezu protinaji v bodé P. Pomoci
délek vy a vy vyjadiete vzdéalenost h priseciku P od vodorovné zakladny
dna vykopu.

3)Podrobné se feseni ulohy vénuje Leischner v [6].

Roénik 99 (2024), &islo 3 21



MATEMATIKA

Obr. 6: Model situace zkfizenych Zebiiki s vyznacenou vzdalenosti h

Resend. Predstavime-li si na obr. |§| spojnici BD, vznikne pravouhly li-
chobéznik CDBA, v némz jsou Zebfiky jeho thlopricky. K feSent tlohy [f]
tedy lze vyuzit poznatky z pfedchozi lohy 5] z jejihoz FeSeni vyplyva, Ze
bod S rozdéluje usetku EF na obr. 5 na dvé stejné dlouhé ¢asti. Tedy
hledana délka h v obr. [f] je polovinou harmonického priméru délek v;
a V2.

Priklad 7. ,Archimédova dvojcata” (nazyvané také Archimédovy kru-
hy) je pojmenovanim dvou kruZnic l; a Iy téhoZ poloméru r, které jsou
vepsany do tzv. arbel APB, kterym se rozumi rovinny utvar ohrani-
¢eny polokruZnicemi ki, ko a k3 po fadé nad prumeéry AP, PB a AB
v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB, kde P je vnitini bod usecky
AB (|2, s. 513], [5, s. 88], [10]), pfi¢emz kruznice I; se dotyka polokruz-
nic k1 (vnéjsi dotyk) a ks (vnitini dotyk) a pfimky PC a kruznice lo
se dotyka polokruznic ko (vnéjsi dotyk) a ks (vnitini dotyk) a pfimky
PC, kde PC' je vyska na pfeponu AB v pravouhlém trojuhelniku ABC,
jemuz je opsana Thaletova kruznice k3 (obr. Ovéite, ze pramér 2r
kruznic I a lo je harmonickym pramérem poloméra ry a ro kruznic po
radé k1 a ko, a tedy lze psat

2rir
2r = 12

: 12
R (12)

4 Slovo arbelos znamena, v Fecting Sevcovsky niz, knejp.
5) Applet v [I] vystizné demonstruje polohu archimedovskych dvojéat v zavislosti
na velikosti poloméru polokruznic k1 a ka.
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Obr. 7: Arbelos APB (atvar zvyraznény Sedou barvou) s vepsanymi kruzni-
cemi l1 a ls

Resend. Platnost vztahu ovéfime nejdiive pro kruznici ;. Vyjdeme
z pravouhlého trojihelniku S170; s odvésnami délek ry —r a h a s pfe-
ponou délky r; +r a dale z pravouhlého trojuhelniku S37°0; s odvésnami
délek 71 — r — ro a h a preponou délky r; — r 4+ ro. Pro poloméry 71,72
a rg plati: 71 + ro = r3. Proto maji odvésny trojuhelniku S37°0; délky
rg — 2ro — r a h a pfepona ma délku r3 — r. Pro oba trojuhelniky plati
Pythagorova véta, 1ze tedy psat

(ri+r)2=h2+(1—7)?2 a (rs—7r)2=h>+(rs —2ry — 1)
Po odeéteni obou rovnic eliminujeme h? a ze soustavy vyjadiime 7:

:7‘2'(7‘3—1“2)
T‘1+7"2 '

Vynasobime-li celou rovnici dvéma, dostaneme hledany vzorec )@
KruzZnice [; a Il jsou shodné. Dikaz této skutecnosti uvadi napiiklad
Bedvar a Svréek ([2Z s. 517, 518]), proto ové&feni vztahu pro kruZnici
lo zde neprovadime, probiha vSak podobné jako pro kruznici /;.

6) Obdobny dikaz lze nalézt napf¥. v [3l s. 210]. TamtéZ je mnoho informaci k dalsim
specifickym kruznicim vzniklym v arbelu.
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Zavér

U¢ivo o harmonickém prumeéru je zajimavym a uziteénym nastrojem,

ktery nachéazi své nezastupitelné uplatnéni pii feSeni specifickych vypo-
Getnich dloh z matematiky a ktery pfispiva k rozvoji mnohych mate-
matickych znalosti a dovednosti z&ki stfedni skoly. Harmonicky pramér
byvé ¢asto naivné a chybné nahrazovan aritmetickym priamérem. Tato
chyba neni specificki jen pro Zakovska feSeni, ale objevuje se i v apli-
kacich a vyjimecéné i v ucebnicich. Jsou-li vstupni data podobné, davaji
aritmeticky, geometricky a harmonicky primér podobné vysledky. Roz-
dily v hodnotéach jednotlivych priméra se projevi az pii vétsich rozdilech
v praumeérovanych hodnotach.
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Transcendentni Cisla a konstrukce pravitkem
a kruzitkem

Pavel Gajdos, student FSI VUT, Brno

Abstrakt. Transcendentni ¢isla jsou vysoce teoreticky a vcelku obtizné ucho-
pitelny matematicky koncept a po staletich od jejich objevu stale skytaji
mnoho nezodpovézenych otazek. Cilem tohoto ¢lanku je ukazat jejich spojitost
s takovou banalitou, jako jsou konstrukce pravitkem a kruzitkem.

Reknéme, Ze se jednou rano probudite s nepotlacitelnou touhou pro-
vést néjakou geometrickou konstrukci. Pfirozené se rozbéhnete pro své
oblibené rysovaci pomiicky — ale v8echny jsou pry¢! Zuastalo jen staré pra-
vitko (a to jesté bez stupnice!) a kruzitko. Je to konec, nebo se ve svété
konstrukei pravitkem a kruzitkem ukryva néco velkolepého?

Nez se vydame hledat odpovéd na tuto otédzku, méli bychom se pfesné
domluvit, které kroky muzeme provadét. Kazdou konstrukci za¢neme
s néjakou mnozinou vychozich vijznacnijch bodi a v kazdém kroku kon-

strukce smime provést jeden ze t¥i tukonu (obr. :

(a) Sestroj pfimku prochazejici dvéma vyzna¢nymi body.

(b) Sestroj kruZnici se stfedem ve vyzna¢ném bodé& prochézejici jinym
vyznaénym bodem.

(c) Prisecik dvou riznobéznych pfimek, dvou kruznic, nebo pifmky a
kruznice pridej k vyznaénym bodim.

(a) (b) ()

Obr. 1: Povolené kroky pfi konstrukci pravitkem a kruzitkem

Priklad 8. Pomoci pravitka a kruzitka mizeme sestrojit naptiklad stied
libovolné tsecky AB (obr. [2)).
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Zatneme s mnoZinou vyznaénych boda V = {A, B}. Nejprve zkon-
struujeme kruznici se stfedem v bodé A prochézejici bodem B, poté
kruznici se stfedem v bodé B prochazejici bodem A. Oba pruseciky
téchto kruznic pridame k vyznaénym bodim a sestrojime piimku, ktera
jimi prochazi. Hledany stfed S potom ziskame jako prusecik této pifimky
a useCky AB.

Ae——eB

(1)

Obr. 2: Konstrukce stfedu tise¢ky pomoci pravitka a kruzitka

Pro usnadnéni manipulace s geometrickymi objekty zasadime prové-
déné konstrukce do kartézské soustavy soufadnic Ozy. Kazdy bod tedy
popiSeme dvojici redlnych ¢&isel a kazdou primku nebo kruznici jejich
odpovidajici rovnici.

Antické problémy

Za dob antiky se vyprofilovala trojice konstrukci, jejichz proveditel-
nost pravitkem a kruzitkem byla po tisice let zdhadou: zdvojeni krychle,
trisekce ihlu a kvadratura kruhu (obr. . Antické ulohy byly vyfeSeny
az v 19. stoleti pomoci teorie transcendentnich &isel.

v 2 P —
a0 L L O
- 3
(b)

trisekce dhlu (c) kvadratura kruhu

(a) zdvojeni krychle

Obr. 3: Antické alohy

Zdvojeni krychle. Je mozné k libovolné krychli pravitkem a kruzit-
kem sestrojit krychli dvojnasobného objemu?
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Prestoze je uloha formulovana v prostoru, muZeme ji snadno prevést
na obycéejnou rovinnou konstrukei. Reknéme, Ze dana krychle ma stranu
délky a, tedy objem a®. Krychle, o jejiz konstrukei usilujeme, ma potom
objem 2a3, tedy délku strany a+/2. Jde tedy o to, zda miizeme v roviné
k usecce libovolné délky a sestrojit tsecku délky a+/2.

Pro jednotkovou krychli bychom tedy mohli za¢it s mnozinou vyznac-
nych boda V = {[0,0],[1,0]} a snazit se sestrojit bod [{/2,0] (obr. .

(a) zdvojeni krychle (b) trisekce ahlu (c) kvadratura kruhu

Obr. 4: Rozbor antickych problémi.

Trisekce tihlu. Lze libovolny thel pomoci pravitka a kruzitka rozdélit
na tfretiny?

Kazdy thel miizeme pomoci pravitka a kruzitka znAmym postupem
rozdélit na poloviny. Dale je zfejmé, Ze nékteré thly (napt. 90°) roztietit
lze. Obtiznéjsi je rozhodnout, zda existuje néjaky thel, ktery roztfetit
nelze.

Rozeberme naptiklad situaci pro ihel 60° = . Staci, kdyZ zacneme
s dvouprvkovou mnoZinou vyznaénych bodi V' = {[0, 0], [1, 0]}, ponévadz
tfeti bod urcujici thel snadno sestrojime jako vrchol rovnostranného
trojuhelniku. Nasim cilem je pak nad osou z sestrojit dhel 20° = 5.

Kdyby se nam podafilo ziskat libovolny bod jeho hrani¢ni pifimky,
v dalgich krocich mizeme sestrojit jeji priseéik s kruznici z2 + y? = 1,

jimz je bod [cos §,sin 5] (obr. .

Kvadratura kruhu. Muzeme k libovolnému kruhu pomoci pravitka
a kruzitka sestrojit ¢tverec o stejném obsahu?

Ma4-li dany kruh polomér r, je jeho obsah roven nr2. Ctverec o stejném
obsahu by pak mél stranu délky /.

Roénik 99 (2024), &islo 3 27



MATEMATIKA

Jedné-li se o jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, mizeme zacit s
mnozinou vyzna¢nych bodia V = {[0,0],[0,1]}. KyZeny bod by potom
mél soutadnice [y/7,0] (obr. [id).

Exkurze do svéta algebry

V nésledujicim textu budeme velmi ¢asto pracovat s ¢iselnymi télesy.

Definice 2. Rekneme, Ze mnozina T C C s operacemi + (séitani) a
- (n&sobeni) tvoii ¢iselné téleso, jestlize

(a) 0,1 €T,

(b) prokazda x,y e Tjex+y € T,z —y €T, xz-y € T, a pokud
navic y # 0, taki%ET.

Naprtiklad mnozina celych ¢&isel Z téleso netvoii, ponévadz napiiklad
1,2 € Z, ale % ¢ 7. Z uvedenych podminek neni tézké si domyslet, ze
kazdé ¢iselné téleso T" musi nutné obsahovat vSechna racionalni ¢&isla.
Mezi nejznaméjsi télesa patii racionalni ¢isla @Q, redlna ¢isla R nebo
komplexni ¢isla C.

Priklad 9. Zajimavéjsim prikladem télesa je mnozina
QV2] = {a + bV?2, kde a,b € Q}.

Ziejmé 0 = 0+ 0v2 € Q[v2] a 1 = 1+ 0v/2 € Q[v2]. Dale ozna¢me
r=x1+12v2 ay =1y + 122, kde x1,72,y1,y2 € Q. Potom

g4y =(r1+y)+ (22 +12)V2 € Q[V?2]
a podobné ovéifme, 7e x — y € Q[v/2]. Déle
Ty ==T1y1 + T1Y2V2 + 22V2y1 + 22V 2y2V2 =
= (z1y1 + 22292) + (7192 + 7291)V2 € Q[V2].
Koneéné pokud y # 0, plati
1 1 y1—y2\/§_y1—y2ﬂ:

y_y1+y2\/§ yl_y2\/§_ y%_Qy%
_ Y1 Y2 \/56@[\/5]

v —2y5 Y —2y5

Z toho v kombinaci s pfedchozi rovnosti plyne

sz.leQ[ﬁ],
Y Y
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Definice 3. Polynomem f nad télesem T rozumime kazdy vyraz

f=Jo+ hizt-+ fua”,

kde fo, f1,--+,fn € T an € N. Jestlize f,, # 0, fekneme, Ze stuperi

polynomu f je roven n. Stupeii polynomu f = 0 definujeme jako —oo.
Pro z € C oznacme f(z) = fo+ fiz+ -+ fnz™ hodnotu polynomu f

v bodg 2. Jestlize f(z) = 0, fekneme, Ze z je koFenem polynomu f.
Mnozinu v8ech polynomt nad T oznac¢ime T[z].

Napiiklad p = 22 — 5z + 6 je polynom nad Q druhého stupné. Plati
kuptikladu p(4) = 42 — 5.4+ 6 = 2. Polynom p ma pravé dva koteny,
ato2a 3.

Transcendentni ¢isla

Definice 4. Rekneme, ze Cislo a € C je algebraické nad télesem T,
jestlize je kofenem néjakého polynomu nad T. Cislo o nazveme alge-
braické, je-li algebraické nad télesem Q. Cislo nazveme transcendentns,
jestlize neni algebraické.

Kazdé racionalni ¢islo p € Q je zfejmé algebraické (nad Q), ponévadz
je kofenem polynomu x — p € Q[z]. Algebraickd jsou vSak i néktera
iracionalni ¢isla, napiiklad v/2 je kofenem polynomu z2 — 2. Mimo realna
C¢isla je algebraicka naptiklad imaginarni jednotka i € C, je totiz kofenem
polynomu z? + 1.

S trochou teorie polynomu neni tézké dokazat, Zze pro kazdé alge-
braické a nad T existuje jediny normovany ireducibiln polynom nad T,
jehoz kotfenem je a. Budeme ho oznacovat minimding polynom daného
algebraického ¢isla a jeho stupen nazveme stuperi daného ¢isla. VSechny
polynomy uvedené v pfedchozim odstavci jsou minimalni. To znamena,
7e viechna racionalni &isla jsou algebraickd (nad Q) stupné 1 a &isla /2
a i stupné 2. Nad R je v8ak i v/2 algebraicka stupné 1, ponévadz jejim
minimalnim polynomem je z — /2 € R[z].

Lze dokazat, Ze soucet, rozdil, soucin i podil (pokud je definovan) dvou
algebraickych ¢isel nad T je opét algebraicky nad T'.

1) Normovany polynom ma u nejvyssi mocniny z &islo 1. Polynom z2 — 1 je normo-
vany, zatimco 2z + 1 ne. Ireducibilni nad T je takovy polynom, ktery nelze vyjadrit
jako soudin dvou nekonstantnich polynomu nad 7. Polynom z2 — 2 je ireducibilni
nad Q, aviak nikoli nad R, nebot 22 — 2 = (z — v/2)(z + v2).
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Pfirozené si nyni muzeme polozit otazku, zda viibec néjaka transcen-
dentni ¢&isla existuji. Trvalo témér dvé stoleti, nez bylo néjaké takové
¢islo zkonstruovano. To se povedlo francouzskému matematikovi Josephu
Liouvilleovi (1809—1892). Jim objevené transcendentni ¢islo bylo tvaru

1
L= Z o7 = 0,110 001 000 000 000 000 000 001 000 0000 . . .
k=1

Vzhledem k tomu, jak umélé toto ¢islo je, bychom mohli usoudit, Ze
transcendentni ¢isla budou velmi tuzka skupina podivnych ¢&isel. Roku
1874 vsak némecky matematik Georg Cantor (1845-1918) dokazal Soku-
jici tvrzeni, podle kterého je v jistém smysl vice transcendentnich ¢isel
nez Cisel algebraickych. Dnes je jiz znamo, Ze mezi transcendentni ¢isla
pat¥i napiiklad &isla e, , sin a nebo In « pro kazdé algebraické o € R,

a# 1.

Souvislost s konstrukcemi

Nejprve pro jednoduchost zavedeme nové znaceni. Je-li V' mnozina
vyznacnych bodi, oznacime

TV)2 U {=.9}

[z,y]eV

nejmensi ¢iselné téleso, které obsahuje x-ové i y-ové sourfadnice vSech
bodu z V.

Je-li naptiklad V' = {[0,0], [1, 0]}, je 7(V) nejmensi t&leso, které ob-
sahuje ¢isla 0 a 1, tedy 7(V) = Q. Jestlize V = {[0,0],[1,0], [v/2,0]},
je T(V) = Q[v2] = {a + bv/2, kde a,b € Q}.

Vsimnéme si, ze mizeme na dané mnoziné vyznacénych bodu elegantné
vyjadrit v8echny objekty zkonstruovatelné pravitkem a kruzitkem:

Véta 1. Bud V mnoZina vijznacngch bodi. Potom kaZdou primku se-
strojitelnou v jednom kroku lze vyjddrit ve tvaru ax+by+c =0 a kaZdou
kruznici sestrojitelnou v jednom kroku ve tvaru (x —m)? + (y —n)? = w,
kde a,b,c,m,n,w € T(V).

2)Cantor konkrétng dokazal, Ze mnoZina algebraickych &isel je spodetna (tzn. alge-
braicka &isla lze jednozna&né ocislovat prirozenymi &isly). Mnozina transcendentnich
Cisel je potom nutné nespocetné.
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Dikaz. Predpoklddejme nejprve, ze konstruujeme pifmku kolmou na
osu z, kterd osu x protind v bodsé [, 0], potom ¢ € T (V). Jeji rovnici
napiSeme jako r — ¢ = 0.

Dale uvazme pfimku p vedenou body uluy,us],v[v1,vs] € V, ktera
neni kolmé na osu z. Rovnici pfimky p lze zapsat ve tvaru y = ax + ¢,
pricemz us = auy +c a vo = avy +c¢. Odeétenim téchto rovnic dostaneme
vy — ug = a(vy — uq). JelikoZ p neni kolma k ose z, plati v1 —u; # 0, a
tedy

V2 — U2

a= eT(V) adale ¢=up — 2

U1 —u1 U1 —ux

Tim je dokdzana prvni ¢ast tvrzeni.
Nyni predpokladejme, Ze sestrojime kruznici k£ se stfedem v bodé
S[m,n] € V prochézejici bodem wufuy, us] € V. M4 polomér

|Sul = v/(m —u1)? + (n — uz)?,
a tedy jeji rovnici mizeme napsat jako
(= m)® + (y —n)* = [Sul* = (m — w1)* + (n — uz)*.

Jelikoz m,n,u1,uz € T(V),jeiw = (m—u1)?+ (n—uz)? € T(V), émz
jsme dokazali i druhou ¢ast véty.

Pro feSeni antickych problémi v8ak vyuzijeme zejména nasledujici
vlastnosti.

Véta 2. Bud V wijchozi mnoZina vijznaénijch bodi a V' mnoZina
vyznacngch bodi po provedeni jednoho kroku. Potom kaZdé t € T (V')
je algebraické nad T (V') stupné nejugse 2.

Diikaz. Prvni dva dkony (a), (b) zadné vyznacné body nepfidavaji. Po-
sledni tkon (¢) pfidava vyznaény bod, ktery je prisecikem dvou piimek,
dvou kruznic, nebo kruznice a p¥imky.

Piedpokladejme, 7ze pfidame priseéik Plxg,yo] dvou riznobéznych
primek

p:p1r+py+p3=0 a q qar+ey+qg=0

kde p1,p2,ps3,q1,92,93 € T(V). Alespon jedno z ¢isel qq, go je pritom
nenulové, jinak by ¢ nebyla pfimka. Pfedpokladejme, Ze g1 # 0, druhy
piipad se dokaze analogicky.
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Oznaéme r; = %, potom 7r1q; = p; a soucasné riqs # pa, nebot
primky p, g jsou riznobézné. Protoze P € p, q, plati

0= (p1zo + p2yo + p3) — ri(qizo + q2yo + q3) =
= (p2 — 711q2)yo + (p3 — 7143).

Jelikoz pa — r1g2 € T(V), p3 —r1g3 € T(V) a pa —rig2 # 0, je yo
algebraické nad 7 (V') stupné 1.

Pokud g2 = 0, z rovnice pfimky ¢ ihned dostavime q1xg + g3 = 0,
pricemz 0 # ¢1 € T(V). Jestlize go # 0, pro ro = 2—; plati rogs = po
a raqi # pi1, tedy

0 = (p1xo + p2yo + p3) — r2(q1xo + ¢2yo + ¢3) =
= (p1 — r2q1)x0 + (p3 — r2q3),

kde opét p1 —raqn € T(V), p3 — 12935 € T(V) a p1 —r2g1 # 0. V obou
piipadech tak dostavame, Ze ¢ je algebraické nad T (V') stupné 1.

Tvrzeni pro prisecik dvou kruznic nebo pfimky a kruZznice dokazeme
podobné. Pii tom vyuzijeme fakt, Ze rovnice kruznice je kvadraticka,
tedy druhého stupné.

strukce pravitkem a kruzitkem o libovolném poctu krokii. Tento vysledek
bude stézejni pii feSeni antickych problémad.

Véta 3. Bud V' wvyjchozi mnoZina vyznacénijch bodi a V,, mnoZina vy-
znacngch bodi po aplikacin konstrukénich kroki. Potom kazdét € T (Vy,)
je algebraické nad T (V) a jeho stuperi déli 2™.

(Ne)feseni antickych problému

Nyni se mizeme vratit k antickym problémtm. Pi tom budeme praco-
vat s pifpady rozebranymi vyse (obr. . Vzdy tak za¢neme s mnoZinou
vyzna¢nych bodua V = {][0,0],[1,0]}, ¢emuz odpovida nejmensi téleso
T(V) = Q. Kazdy bod zkonstruovatelny v n krocich ma tedy dle vty
algebraické soufadnice (nad Q) stupné, ktery déli vyraz 2.

V piipadé zdvojeni krychle se snazime sestrojit bod [v/2,0]. Kdyby
se nam to podafilo v n krocich, musel by stupen algebraického &isla /2
delit 27, Vime vsak, ze stupeii v/2 je 3, coz je spor, tedy zkonstruovat
dany bod neni mozné.

32 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Pii trisekci whlu § konstruujeme bod [cos §,sin §]. Kdyby se nam to
podafilo v n krocich, pak by ¢islo cos § bylo algebraické a jeho stupen
by délil vyraz 2™.

Vsimnéme si, ze ze znamych goniometrickych identit mizeme odvodit
rovnost

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2z cos & — sin 2x sinx =

= (cos? z — sin® x) cosz — (2sinz cos ) sinz =

= cos® x — 3sin® x cosz = cos® x — 3(1 — cos® ) cos & =

=4cos®z — 3cosz.

Potom B} B} B} .
3
1 =2cos 3= 2cos3 - 9= 8 cos 9 6 cos 9
To znamend, Ze cos g je kofenem polynomu f = 8x3 — 6 — 1. Z teo-
rie polynomu vyplyva, ze f nema zadné racionélni kofeny, z ¢ehoz déle
plyne jeho ireducibilita nad Q. Cislo cos g je tak sice algebraické, avsak
stupné 3, coz je spor, a konstrukce tak neni proveditelna.

U kvadratury kruhu chceme ziskat bod [/, 0]. Kdyby se nam to poda-
filo v n krocich, pak by 1/r bylo algebraickeé ¢islo (jehoz stupen déli 2™).
To by v8ak znamenalo, Ze i &slo 1 = /% - /% je algebraické. Je vSak
dokazano, Ze ¢islo ©t je transcendentni, coZ je spor, takZe ani kvadratura
kruhu nenfi sestrojitelné.

Pomoci teorie transcendentnich ¢isel jsme tak dokazali, Ze vSechny tii
antické problémy jsou obecné neproveditelné.

Zavér

Teorie transcendentnich &isel je dodnes plné nezodpovézenych otazek
a od svého vzniku potrapila fadu proslulych matematiki. Na druhou
stranu konstrukce pravitkem a kruzitkem jsou jednim z historicky prv-
nich matematickych koncepti a v8ichni se s nimi seznamujeme uz na
zacatku zakladni skoly. Je zajimavé, Ze mezi témito dvéma oblastmi do-
kadzeme najit tak tzkou souvislost.
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Prirozena ¢isla ve zlomcich

José Marcial Ndjares Romero, z8 Gutova, Praha 10

Abstrakt. V tomto textu rozvijime myslenky z ¢lanku Neparne ¢isla v zlom-
koch od V. Cernanové. Zamyslime se nad tim, co se déje, kdyz licha ¢isla
nahradime pfirozenymi &isly.

Uvod
Tento ¢lanek se inspiruje ¢lankem [I], kde se autorka vénuje lichym

¢isltim ve zlomcich. V§ima si, Zze zlomek jedna tfetina se da zapsat neko-
ne¢né mnoha zpusoby pomoci lichych ¢&isel takto:

1 143  1+3+45 1+3+5+ -+ (2n—1) 1)
3 547 TH9+11 2n+1)+2n+3)+---+ (dn—1)’

tedy v Citateli je n prvnich lichych &isel a ve jmenovateli je n bezpro-
stfedné nasledujicich lichych ¢isel.

Dale autorka ukazuje, ze pokud bude pomér poétu s¢itanci v Citateli
a jmenovateli 1 : (m — 1), kde m je pFirozené Cislo v&tsi nez jedna, pak
pro zlomek bude platit:

Y (k-1 1 @
21:7171-&-1(2]{ -1) m?-1

coz pro m = 2 skute¢né dava jednu tretinu.

V naSem ¢lanku se nejprve podivame, co se stane se rovnosti , kdyz
nahradime licha &isla vSemi prirozenymi ¢isly pfi jinak stejném zptisobu
s¢itani. Zjistime, Ze se zlomku 1/ (m2 — 1) pouze blizime s rostoucim
poctem ¢lent. Poté pfedstavime dva zpiisoby, jak generovat presné jednu
tfetinu pomoci zlomkt z pfFirozenych &isel, které se podobaji . Tyto
zpusoby na zavér zobecnime i pro ziskani soucti 1/ (m2 — 1).

K apravam vyrazi budeme pouzivat vzorec pro soucet ¢leni aritme-
tické posloupnosti

(a1 + ap)n

ar+ag+ -+ a, = 5
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Prirozena ¢isla misto lichych
Podivejme se, co se stane se vzorcem , kdyz nahradime licha ¢&isla
prirozenymi:
1 1+2 3 14243 6 2
2" 3+4 7 44546 15 57
Na prvni pohled to vypada, ze jsme nedostali nic souvisejiciho s jednou
tfetinou. Ale piece!

1424---4n B W 1+n

(Rt 1)+ (n+2)+-+2n FE2n ~ 14 3n

1
e 3

Podobné tvrzeni plati i obecné pii ndhradé lichych ¢isel prirozenymi ve
vzorci .

Véta 1. Necht m je prirozené c¢islo, m > 2. Pak plati:
Dk k 1

lim = .
n— oo ZZZ«LH k m2—1

Diikaz. Opét pouzijeme vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti a do-
staneme:

n 14+n)n
e k _ ( 2) _ L+n .

S b e~ (T (m o Dn)(m = 1) o
1 1

— .
nsoo (m+1)(m—1) m?2-—1

Generovani jedné tietiny pomoci prirozenych cisel
Nyni ukdzeme dva zpusoby, jak generovat presné jednu tfetinu pomoci
prirozenych ¢&isel.

e 1. zpiisob: Pro libovolné pfirozené ¢islo n budeme v citateli séitat
prvnich n prirozenych &isel a ve jmenovateli budeme séitat hodnotu n
a dale n bezprostifedné nésledujicich prirozenych é&isel, tj. ve jmeno-
vateli bude se¢teno n + 1 ¢&isel. Skuteéné pron =1,2,3:
1 1 142 1+2+43

- = = = . 3
3 1+2 2+3+4 3+4+5+6 )

Podivejme se na znazornéni pomoci trojthelnikovych &sel na obr. [I]
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Obr. 1: Znazornéni rovnosti pomoci trojihelnikovych ¢isel

Tvrzeni nyni zapiSme forméalné.
Véta 2. Pro kazZdé prirozené ¢islo n plati

1424 +n 1

n+n+1)+--+2n 3

Diikaz. Tvrzeni okamzité plyne pouzitim souctu pro aritmetickou
posloupnost.
142440  4pr g

e 2. zptusob: Opét budeme pro libovolné pfirozené ¢islo n v Citateli
s¢itat prvnich n pfirozenych ¢isel a ve jmenovateli budeme séitat hod-
notu n po sobé jdoucich ¢isel pocinaje n+ 2, tedy ¢islo n+1 tentokrat
vynechame. Skute¢né pron =1,2,3:

1 1+2 1+2+3

Z = = . 4
3 445 54647 )

Podivejme se i tentokrat na znazornéni pomoci trojihelnikovych &isel
na obr. P

Tvrzeni opét zapisSme forméalné.
Véta 3. Pro kazdé prirozené éislo n plati

1+2+---+n 1

(n+2)+n+3)+---+2n+2n+1) 3
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Obr. 2: Znéazornéni rovnosti pomoci trojuhelnikovych ¢isel

Drikaz. Tvrzeni plyne z véty |2 sta¢i si uvédomit, Ze nejen Citatelé,
ale i jmenovatelé zlomku jsou ve v&t& 21 ve vété [3] stejni.

n+n+1)+m+2)+--+2n=
=(Mn+2)+n+3)+-+2n+2n+1).

Generovani dalsich zlomkd pomoci pfrirozenych Eisel

Nyni se budeme snazit zobecnit vysledek pro pfirozena ¢isla. Roz-
délime si zpisoby pro m sudé a m liché, m > 3.

e m sudé: Pokud v ¢itateli se¢teme n prvnich pfirozenych ¢&isel a do
jmenovatele dame (m — 1)n ¢&isel oviem tak, Ze vynechame m/2 bez-
prostiedné nasledujicich po n, pak dostaneme 1/(m? — 1).

Véta 4. Pro vSechna pfirozend c¢isla n, m, kde m je navic sudé,

plati:
1+2+--+n B
(n+m/24+1)+n+m/2+2)+ -+ (n+m/2+ (m—1)n)
1
S om2 -1

Driikaz. 1 tady si znovu vystacime se souttem aritmetické posloup-

nosti.
1424---4n _
(n+m/24+1)+(n+m/2+2)+ -+ (n+m/2+ (m—1)n)
(I14+n)n
_ - _ 1
(n+m/2+1+n+m/2+(mfl)n)(m—l)n_ m2—1
2
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Vsimnéme si, ze pro m = 2 odpovida véta [4 druhému zpiisobu gene-
rovani ¢isla jedna tfetina, jak byl popsan v prfedchozi ¢asti.

e m liché: Pokud v ¢itateli seCteme n prvnich pFirozenych ¢&isel a ve
jmenovateli se¢teme (m — 1)n nasledujicich &isel, oviem posledni séi-
tanec mn opakujeme navic (m — 1)/2-krat, pak dostaneme soucet
1/(m? —1).

Véta 5. Pro vSechna pfirozend ¢&isla n,m, kde m je navic liché
am >3, plati

1+2+---4n 1

(n—|—1)+(n+2)+-~'+nm+nm7(m;1) Com2 =1

Ditikaz posledni véty nechavame jako cviceni pro ¢tenare. I tentokrét
bude stacit znalost vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti a Si-
kovné tprava algebraickych vyrazi.

Podé&kovani

Rad bych podékoval doc. Ing. Lubomire Dvoiédkové, Ph.D., za jazyko-
vou korekturu, zkréceni a zjednoduSeni ¢lanku a vylepsSeni jeho formatu.
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Priiméry, kam se podivas

Mili ¢tenéfi, v tomto &isle se vyskytuji hned dva ¢lanky o primérech:
aritmetickém, geometrickém, harmonickém, ale také kontraharmonickém
a kvadratickém. Proto i my v dnesnich tulohach pro ¢tenéfe ziistaneme u
praméra.

Zacneme s tlohou snazsi:

e BéZec ubehl proni polovinu drdhy (400 m) primérnou rychlosti
10 km/h. Jakou primérnou rychlosti musi ubéhnout druhou po-
lovinu drdhy (tedy dalsich 400 m), aby primérnd rychlost celého
béhu byla dvojndsobnd, tedy 20 km/h?

Nyni dloha tézsi:

o Urcete primérnou vzddlenost dvou bodi na kruznici.

Na zavér uloha nematematicka:

o V cestiné pouZivdme termin prameér pro prumeéry aritmetické, geo-
metrické apod., ale také pro primer kruznice. V anglicting se stejnd
slova nepouZivaji (mean vs. diameter). Pro¢ zvolila ceStina stejnd
pojmenovdani?

Minule méli ¢tenafi za kol odpovédét na otazku tykajici se hracky
POP IT. Pfipomeiime, Ze jde o hrac¢ku se silikonovymi bublinami, které
se mackaji podle nésledujicich pravidel:

e Hraji dva hraci a pravidelné se st¥idaji.

e V kazdém tahu mus{ hra¢ zmacknout jednu, dvé, nebo tii bubliny.

e Prohrava hrac, ktery zméckne posledni bublinu.
Ctenaii meli odpovédét na nésledujici otazky:

(a) Jelepsi zacinat, nebo hrdt jako druhy v piipadé hry POP IT s 29 bub-
linami?

(b) Pokud si miZete vybrat, kdo zacne, umite vidy vyhrdt v pripadé hry
POP IT s 29 bublinami?
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(¢) Pokud si mizete vybrat, kdo zacéne, umite vZdy vyhrdt v pFipadé hry
POP IT s libovolnym poctem bublin?

Resent J. M. Najarese Romera:
Ukazme, Ze pokud pocet bublin & po mém tahu spliiuje podminku

kmod4 =1,

pak vyhraji.

Ptedpokladejme, Ze po mém tahu zistane pocet bublin, ktery splhuje
pfedchozi podminku. Pak druhy hra¢ zmackne jednu, dvé nebo t¥i bub-
liny. V néasledujicim tahu zmécknu t¥i, dvé nebo jednu bublinu tak, aby
celkem v téchto dvou tazich ubyly ¢tyti bubliny. Tim se dostanu do stavu
s poctem bublin k — 4, ktery rovnéz spliiuje podminku

(k—4)mod 4 =1.

Takto pokracuji dal, dokud nezbude posledni bublina pro mého proti-
hrace. Nyni miizeme odpovédét na otédzky pro ¢tenafe.

(a) Jelikoz 29 mod 4 = 1, je vhodné, abych hral jako druhy.
(b) Ano, pokud si muzu vybrat, tak si vyberu, Ze budu hrat jako druhy
a vzdy vyhraji.

(¢) Ano, oznaéme si n pocet bublin. Je-li n mod 4 = 1, volim, Ze budu
hrat jako druhy. Je-li » mod 4 # 1, pak si zvolim, Ze budu hrat
jako prvni. Muj prvni tah bude takovy, aby (n—p) mod 4 = 1, kde
p je pocet bublin, ktery zmacknu v prvnim tahu.
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Astronomicka soutéz Supernova umoziuje
studentlim proniknout do taji astrofyziky

Jan Herzig, herzig@astro.cz

1. Motivace

Astronomie a astrofyzika jsou velmi zajimavé obory, které maji velky
potencial zaujmout studenty zakladnich a st¥ednich Skol a pfivést je
k zajmu o prirodni védy. Vyuka fyziky ve Skolach se v8ak témto té-
matim vénuje bohuzel jen velmi okrajové. Pokud se n€kdo chce zacit
témto obortim vénovat, mize se zucastnit napfiklad Astronomické olym-
piady. Priprava na ni v8ak neni jednoducha a nabidka studijnich mate-
riali priméfené obtiznosti studentiim zminénych vékovych kategorii je
velmi omezena.

Sam jsem se na cestu za poznanim vesmiru vydal jiz ptfed nékolika
lety. Nyni, kdyz jsem ziskal néjaké zakladni znalosti, jsem se rozhodl
pomoci svym vrstevniktm, ktefi projevi zadjem o stejny obor, vytvorenim
novych studijnich textt a astronomické soutéze. Vérim, ze prave rozsirent
nabidky astronomického vzdélavani mize vést ke zvySeni zdjmu nejen o
tento obor, ale v disledku i o exaktni védy jako celek. Astronomie totiz
svoji komplexnosti dokaze zajemci pfinést dostate¢ny vhled do oblasti
matematiky, fyziky i informatiky a je pak jen na ném, zdali zistane
u zkoumani vesmiru, nebo si pro svou budouci kariéru vybere néktery
z pribuznych obort.

2. Projekt Supernova

Zalozil jsem tedy vzdélavaci web a soutéz se jménem Supernova. Pro-
jekt byl spustén v listopadu roku 2023. Soutéz probihala ve ¢tyrech ko-
lech. V prvnich tfech kolech byli soutézici seznameni se tfemi zaklad-
nimi oblastmi astronomie, findlové kolo pak kombinovalo otézky ze vSech
téchto oblasti. TTi tivodni kola sestévala vzdy z péti tloh, prvni tloha
se zameéfovala pouze na teoretické znalosti v podobé otazek ANO/NE,
zbylé jiz vyzadovaly jednoduché vypoc¢ty. Finalové kolo mélo podobu
jedné velké tlohy s deviti po¢etnimi podotazkami, z kazdé oblasti tii.

Prvni série uloh se zamérovala na nebeskou mechaniku, druhé na fo-
tometrii a tfeti na sférickou astronomii. Ke kazdé z téchto oblasti vznikl
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pomérné obsahly studijni text. Veskeré znalosti potiebné k vyfeseni tloh
mohli zadjemci najit pravé v ném. Ve studijnich textech jsem se snazil pti-
blizit zejména rovnice stojici za popisem astronomickych jevi, kterym
se popularni publikace striktné vyhybaji. Proto tuto trojici studijnich
text doplnil i struénéjsi text o zédkladnich matematickych konceptech
potfebnych k pochopeni danych astronomickych témat. Diky tomu neni
soutéz zavisla na Skolni vyuce matematiky, tudiz napfiklad zajemce ze
7. tfidy nemusi ¢ekat do devaté, aby se naucil goniometrické funkce a
mohl za¢it soutéz fesit.

3. Uplatnéni ve vzdélavani

Tyto studijni texty jsou vSak dostupné vefejné viem zajemctim o ast-
ronomii jakéhokoliv v&ku. Kdokoliv tedy muze prijit na webové stranky,
precist si studijni text a nasledné si procvicit nové nabyté znalosti diky
tlohdm z minulého roéniku soutéze, které jsou na webu rovnéz volné
zvefejnény i se vzorovym FeSenim. Web takto muze poslouzit i k rozsi-
feni skolni vyuky fyziky. U¢itel muze dat studentiim pfi hodiné prostor
prostudovat si néjaky studijni text nebo alespon jeho Cast, popfipadé
ji 1 doplnit vlastnim vykladem a nésledné otestovat znalosti studentii
prostiednictvim zminénych soutéZznich tloh.

4. Budoucnost

V nové za¢inajicim Skolnim roce se uskuteéni druhy ro¢nik soutéze.
Organiza¢ni tym byl rozsifen o dalsi tspésné ucastniky oborovych sou-
tézi. Oproti lofiskému roku budou stévajici studijni texty rozsifeny o nova
témata a soutézici se samoziejmé mizou tésit i na nové zajimavé tlohy.
Prvni kolo bude spusténo v pribéhu listopadu. Studijni texty navic pla-
nuji shrnout i do jedné piehledné publikace ,,Uvod do astrofyziky*, ktera

bude zverejnéna v nejbliz§ich mésicich.

5. Ukazkova uloha: Sestra Zemé

Exoplaneta Gliese 667 Cc je asi Zemi vibec nejpodobnéjsi exopla-
neta, kterou kdy astronomové objevili. Rozmeérové i hmotnostné je s nasi
planetou srovnatelna a svou matefskou hvézdu obiha v tzv. obyvatelné
z6mé, tudiz by se na jejim povrchu mohla nachazet kapalna voda. Hvézda
Gliese 667 C je 3,23krat méné hmotna nez Slunce a jeden obé&h kolem ni
zabere zminéné planeté 28,155 dni. Jaké je velkd poloosa drahy Gliese
667 Cc v astronomickych jednotkach?
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ResSeni
Pouzijeme treti Kepleruv zédkon

a3

7 néj vyjadiime hledanou velkou poloosu:
a® = MT?,

a tedy ‘
a=VMT2.

Pokud do tohoto vyrazu dosadime ¢as v rocich a hmotnost v nésob-
cich hmotnosti Slunce, ziskame velikost velké poloosy v astronomickych
jednotkach. Periodu prevedeme z dni na roky:

28,155
365

rokd = 0,077 rok.

Hmotnost v nasobcich hmotnosti Slunce Mg miiZzeme jednoduse zjis-
tit:
Mg

M =
3,23

= 0,31 M.
Na zavér ¢iselné dosadime:

a=3/0,31-0,0772 au = 0,123 au.
Velka poloosa drahy Gliese 667 Cc je tedy 0,123 au.

Odkazy

Webové stranky naleznete na adrese:
https://www.astrosupernova.cz/

Aktualni informace muZete sledovat i na instagramu:
@supernova_soutez
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Pristi zastavka: Vesmir

Veéra Krajéova

Zajiméa Té vesmir? Pak si udélej volné odpoledne v patek 8. listopadu
2024 a vyraz do Hvézdarny Brno. Tydenni festival Czech Space Week
https://www.czechspaceweek.com/ je jiz tradi¢ni akci. Od roku 2018 se
vizdy na podzim po celé Ceské republice odehravaji akce pro odbornou i
Sirokou vefejnost, studenty, seniory i rodiny s détmi. Jde totiz o nejvétsi
festival kosmickych aktivit v Cesku.

Soucésti Czech Space Weeku je i konference Pristi zastavka: Vesmir.
Jedn4 se o akci pro studenty stfednich a vysokych Skol, ktefi se zaji-
maji o moznosti spojené s kosmickym pramyslem v Ceské republice a
o aktivity, které mohou zlepsit jejich rozvoj timto smérem.

Hlavnim cilem konference je predstavit studentim pfilezitosti béhem
studia i po ném, aktualni problematiky a motivovat je se v tomto sméru
déle vzdélavat a propojovat se s lidmi s podobnymi zdjmy. Mezi fe¢niky
budou zastupci z oblasti védy, primyslu a vzdélani (univerzity, vysoké
a stfedni skoly).

V ramci konference budou mit studenti moznost navazat kontakt
s hosty a dalsimi tcastniky b&hem pfestavek na obcerstveni a na konci
hlavniho programu. Souc¢asti konference bude také job fair, kde si stu-
denti budou moci popovidat s personalisty a prohlédnout aktuélné vy-
psané pozice.

Je to akce pro Tebe? Registrace probihé piimo na strankach akce,
kam se dostanes pres tento QR kod.
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Modelovani rozptylu svétla v mlhovinach v ramci
Talentové akademie ELI Beamlines a HiLASE

Natdlie Faryadovd

Abstrakt. Tento ¢lanek se zabyva modelovanim rozptylu svétla v reflexnich
mlhovinach. Cilem je popsat experiment provedeny v laserovych centrech ELI
Beamlines a HiLASE v za#i 2023 béhem akce Talentova akademie. Uelem této
akce bylo umoznit stfedogkolskym studentiim pracovat v profesionalnim védec-
kém prostedi a poskytnout jim nové dovednosti. Clanek je rozdélen do dvou
Céasti: v vodni teoretické ¢asti jsou popsany jevy emise a rozptylu svétla, prin-
cip laseru a objekt, jehoz chovani se snazime modelovat — mlhovina. V druhé
praktické Casti je popsan postup experimentu, ktery mlhovinu simuloval po-
moci zlatych nanocastic a laseru.

Uvod

Talentové akademie je soutéz urcené talentovanym stredoskolakim,
kterou poradaji laserova centra ELI Beamlines (The Extreme Light
Infrastructure ERIC) a HiLASE (Fyzikalni astav AV CR). Finalisté Ta-
lentové akademie maji moZznost vyzkouset si skute¢nou praci védect v la-
serovych centrech a ziskat tak realné zkuSenosti s praci v laboratofich i
s odbornymi pocitacovymi programy.

1. Teoretickad vychodiska experimentu

1.1. Emise svétla

Svétlo lze definovat dvéma zpusoby. Jednou z moznosti je popisovat
svétlo jako elektromagnetické vinéni o vinové délce asi 390 az 750 nm.
Druhou moznosti je povazovat svétlo za proud ¢astic nazyvanych fotony.
V obou piipadech se jednd o pfenos energie, a to bud ve formé viny,
nebo castice.

K emisi takové energie dochéazi napiiklad tehdy, kdyz elektron v atomu
preskodi na nizsi energetickou hladinu. Tento jev popsal Niels Bohr, kdyz
se snazil vytvorit model vodiku, ktery vysvétloval jeho emisni spektrum.
Bohruv model ukézal, Ze atom absorbuje nebo vyzafuje energii pouze
tehdy, kdyz se elektron presouvd mezi energetickymi hladinami, a ze
energie odevzdana elektronem odpovidé energii vyzarfovaného kvanta
svétla, tedy fotonu.
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Tomuto druhu emise se ¥ika spontanni. Spontanni emise je chaoticky
déj, protoze kazdy elektron skace sdm a ne vzdy ve stejnou chvili. Kdyz
je potieba, aby vyzarené svétlo mélo konkrétni vlastnosti, napiiklad aby
bylo koherentni (viz dale), pouziva se tzv. stimulovand emise, ktera je
zékladnim principem fungovani laseru.

1.2. Laser

Laser je piistroj, ktery funguje na principu stimulované emise. Stimu-
lovana emise nastavé, kdyz foton interaguje s excitovanym elektronem
v atomu, ktery se nachézi ve vyssi energetické hladiné. Tento foton stimu-
luje elektron k tomu, aby pfeskokem do nizsi energetické hladiny uvolnil
svou prebyte¢nou energii ve formé nového fotonu. Kli¢ové je, Ze noveé
uvolnény foton mé zcela shodné vlastnosti jako foton, ktery elektron
excitoval — mé stejnou energii (vlnovou délku), fazi, polarizaci i smér
sifeni [1].

Tento proces umoznuje vytvorit souvislé svételné paprsky s vysokou
intenzitou, coZ je zakladnim principem fungovéni laseru. V praxi to zna-
mené, Ze viechny fotony vzniklé stimulovanou emisi jsou identické. Tento
jev se oznacuje jako koherence svétla. Vystupnim otvorem laseru pak
proud koherentnich fotonii vychézi. Svétlo vychézejici z laseru muze byt
uvoliiovano s riznou frekvenci, coz je ¢asto vyuzivano zejména u velmi
vykonnych, tzv. pulsnich laserti. Jeden z nejsilnéjsich laserti na svéteé,
BIVOJ v HiLASE v Ceské republice, je pulsni laser, ktery pracuje s frek-
venci 1 az 10 Hz.

1.3. Rozptyl svétla

Rozptyl svétla je jev, pii kterém se svétlo odchyluje od ptvodniho
sméru kvili interakei s riznymi ¢asticemi. Existuji dvé zakladni varianty
rozptylu: Rayleightiv a Mietiv.

Rayleighiv rozptyl popisuje situaci, kdy se svétlo rozptyluje na ¢asti-
cich, které jsou mensi nez desetina vlnové délky zareni, coz plati zejména
pro kratké modré viny. Tento jev vysvétluje naptiklad modrou barvu ob-
lohy — svétlo dopadajici na malé ¢astice ve vzduchu (jako jsou molekuly)
se nejvice rozptyluje v modré ¢asti spektra. Proto je obloha modra a
Slunce zluté. Kdyby Zemé nemeéla atmosféru, vidéli bychom skute¢nou,
bilou barvu Slunce. Protoze ale ¢astice v atmosfére rozptyluji zejména
modré fotony, vidime modrou barvu vSude na obloze. Tato barva pak
ve spektru Slunce neni tak vyrazna a slozenim zbylych barev bez modré
vznikne Zzluta barva Slunce.
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Mietv rozptyl pozorujeme, kdyz jsou Castice vétsi nez desetina vlnové
délky svétla. Tento rozptyl je obecnéjsi, protoze nezavisi na velikosti
¢astice a funguje i pro ¢astice, které svétlo absorbuji — na rozdil od Ray-
leighova rozptylu. Vypoc¢ty podle Mieovy teorie jsou vsak slozitéjsi, a
proto se, pokud to podminky dovoluji, pfi vypoctech intenzity rozptyle-

ného svétla Gasto upfednostiiuje jednodussi Rayleighova teorie [2].

Obr. 1: Mieuv rozptyl Obr. 2: Rayleighiiv rozptyl

Kazda castice rozptyluje svétlo s jinou intenzitou a v riiznych thlech.
U Rayleighova rozptylu dochazi k symetrickému rozptylu smérem do-
predu i dozadu. Naproti tomu Mietuv rozptyl se vyznacuje silnéjSim roz-
ptylem ve sméru dopredu, pri¢emz dochazi k tzv. doprednému rozptylu.
Tento efekt je vyraznéjsi u vétsich Castic. Miedv rozptyl také zahrnuje
rozptyl v mnoha smérech, véetné urc¢itého mnozstvi zpétného rozptylu,
ale vétSina energie je smérovana dopfedu [3].

1.4. Mezihvézdna latka

Velka ¢ast vesmiru je zaplnéna mezihvézdnou latkou, kterou tvoii
plyn a CGéstice prachu. Ptestoze zabirda obrovské oblasti prostoru v ga-
laxii, mezihvézdna latka predstavuje jen malé procento z celkové hmot-
nosti — v pripadé nasi Galaxie tvori asi 5 % hmotnosti. Nejvétsi podil
v téchto péti procentech ma vodik v plynném stavu, primérnéa hustota
mezihvézdné latky je kolem milionu atomt na metr krychlovy.

Mezihvézdny plyn absorbuje svétlo vzdalenéjsich hvézd. Absorpce pro-
biha rtznymi ionty, atomy ¢i molekulami. Vodik v této oblasti vSak vét-
Sinou zustava nepozorovatelny, protoze se ve vesmiru obvykle vyskytuje
v neutrilnim stavu a jeho absorpéni ¢ary lezi v ultrafialové ¢asti spek-
tra [4, s. 108-109]. Svétlo jesté vice tlumi mezihvézdny prach, ktery se
sklad4 z Gastic riizného ptivodu (napf. kovy a mineraly) o velikosti kolem
jednoho mikrometru.

Tyto ¢astice rozptyluji svétlo Rayleighovym rozptylem, takze ovliviuji
prevazné modré svétlo. Proto prachovym oblakem proniki hlavné svétlo
s delsimi vlnovymi délkami, tedy Cervené svétlo. V diisledku toho pisobi
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mezihvézdné oblaky nebo hvézdy zahalené prachem cCervenéji, nez jaké
jsou ve skute¢nosti [5].

1.5. Mlhoviny

KdyZ je hustota mezihvézdného oblaku (prachu a plynu) v uréité ob-
lasti dostate¢né vysoka, mohou zde vznikat hvézdy. Oblak se sklada pre-
vazné z vodiku, pfi¢emz az deset procent jeho hmotnosti tvoii prach.
Aby se oblak zac¢al smr§tovat pod vlivem gravitacni sily, musi mit do-
statetné velkou hmotnost. Céstice z vnéjsich oblasti oblaku ziskavaji vy-
sokou rychlost a pfi prichodu hustsimi vnitifnimi oblastmi tak dochazi
ke zvySeni teploty. Pokud teplota dosdhne trovné potiebné k zazehnuti
faznich reakci, zrodi se hvézda. Nejjednodussim zpusobem, jak vyvolat
smrsténi oblaku mezihvézdné latky, je vybuch nedaleké supernovy. Ten
vytvaii razovou vinu, které zvySuje hustotu prachu a plynu v oblaku [4,
s. 116-118]

Témto mezihvézdnym oblakim se také rika mlhoviny. Nejsou dule-
7ité jen pfi vzniku hvézd, jsou pritomny i pfi jejich zaniku. Zbytky po
vybuchu supernovy (coz je jedno z moZnych koneénych stadii Zivota
hvézdy) jsou totiz také mlhoviny, konkrétné vrchni plynné vrstvy, které
supernova pii svém vybuchu odhodi do okoli [6].

Existuje nékolik druht mlhovin. V zakladu se déli na tmavé a diftzni.
Tmavé se na fotkach jevi jako tmavé fleky, jelikoz nejsou osvicené zad-
nou hvézdou [7]. Diftazni mlhoviny maji vlastni zdroj svétla, ktery ozaiuje
latku zevnitf. Dalsi kategorii jsou mlhoviny reflexni. Ty odrazeji svétlo
z nedaleké hvézdy. Plyn, ktery obsahuji, je studeny a neionizovany, tudiz
bez nedaleké hvézdy by patfily mezi tmavé mlhoviny. Absorpéni spek-
trum mlhoviny mé stejné absorpéni linie jako hvézda, kterd ji osvétluje.
Tyto mlhoviny odrazeji az 60 % svétla, které na n& dopada [8].

2. Prakticka ¢éast

Prakticka ¢ast této prace byla realizovana béhem finale Talentové aka-
demie 2023 ve vyzkumnych laserovych centrech HILASE a ELI Beamli-
nes. Cilem bylo vytvofit laboratorni model reflexni mlhoviny pomoci
zlatych nanocastic a mérit jeji rozptyl pomoci nékolika laserd s riznymi
vlnovymi délkami.

Pracovni skupinu tvorfili ¢tyfi ¢lenové, z nichz kazdy mél specifickou
roli. Chemik pripravoval zlaté nano¢astice, které byly pouzity jako mate-
rial rozptylujici svétlo. Konstruktér navrhl a sestavil zafizeni pro méfeni.
Programdtor se staral o automatizaci méreni a programovani krokovych
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motord a svételnych senzorti méficiho zafizeni. Nakonec teoretik analy-
zoval namérena data a vytvarel jejich grafické znazornéni.

Priprava | workshopy PLinovini Konstrukee - fize 1 Konstrukee - fize 2 Mefeni 2Zpracovini vysledkl

Konstrukce optické
drahy

Piiprava programu
Bro zpracovani dat

Obr. 3: Diagram experimentu

Na obr. 3 je znazornén postup prace naseho tymu. Prvni odpoledne
absolvoval kazdy ¢len workshop, kde se naucil zaklady potfebné k tspés-
nému zvladnuti jeho Gasti experimentu. Vecer jsme si v8ichni sdélili zis-
kané zkuSenosti a zacali planovat konstrukci méfictho piistroje.

Abychom mohli méFit rozptyl svétla, rozhodli jsme se, Ze budeme mé-
it intenzitu svétla v thlu 270° kolem kyvety s roztokem zlatych nano-
Gastic, ktery modeloval chovani mlhoviny, tedy v thlu +135° na kazdou
stranu od osy kolem kyvety.

Jakmile jsme se dohodli na postupu, dva ¢lenové tymu zacali pracovat
na 3D modelovani a tisku konstrukce drzici kyvetu, zatimco zbyvajici
dva Clenové se vénovali programovani ovladaciho software pro krokové
motory a snimace svétla. Nésledujici den odesel jeden ¢len do chemické
laboratofe pripravovat roztoky s nanocésticemi, zatimco zbytek tymu
pfipravoval optickou drahu v laboratofi.

Jakmile byly nanocéstice vlozeny do kyvety, zacalo samotné méreni
pomoci pripravené konstrukce. Méfeni trvalo pfiblizné t#i hodiny; béhem
té doby jeden ¢len tymu pfipravoval grafy a chemik provadél spektrosko-
pii na pfipravenych roztocich. Nakonec jsme se vSichni zapojili do prace
na grafech a pfipravili prezentaci vysledkt méfeni.

Cely experiment trval necelé t¥i dny. Na nésledujicich strankach bude
podrobné vysvétleno, jaké ikoly jednotlivé specializace mély a jak jejich
prace probihala.
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2.1. Konstrukce mériciho pristroje

Za tento aspekt prace zodpovidal konstruktér. Navrhl mé¥ici zafizeni,
které bylo sestaveno ze zavitovych ty¢i a ¢asti vytisténych pomoci 3D
tiskarny, pri¢emz jednotlivé soucésti nejprve vymodeloval v programu
Autodesk Inventor. Model zafizeni je zobrazen na obr. 4. Oranzové je
znézornén drzak krokového motoru, ktery je prisroubovan k optické desce

(opticky breadboard — deska s pravidelnou miizkou otvorii se zavitem,
na kterou se upeviiuji rtizné optické prvky, viz obr. 5).

Obr. 4: Model mériciho pristroje vy-

tvofeny pomoci AutoDesk Inventor Obr. 5: Finalni vzhled konstrukce

Krokovy motor ota¢i ramenem, na némz jsou umistény dva digitalni
snimace svétla: TLS2591, ktery mé¥i intenzitu v celém viditelném spek-
tru spoleéné s ¢asti infracerveného, a AS7341, ktery umoznuje méfit in-
tenzitu pro jednotlivé ¢asti spektra. Spektrum je rozdéleno do intervala
o 8ifce 20 nm a vystupem senzoru je intenzita svétla pro kazdy interval
zvI14st.

Rameno se pohybuje v zadaném intervalu a je tak mozné méfit in-
tenzitu svétla, které prochazi kyvetou se vzorkem (drzék kyvety je na
obr. 4 vyznaden zelenou barvou). Vzorek v kyveté je pres ¢ocku osvétlo-
van svétlem laseru.

2.2. Program pro méieni

Jako programdtor jsem méla za kol vytvorit program pro snimace
svétla a krokovy motor v prostfedi Arduino a zajistit uloZeni naméfenych
dat do tabulky. Arduino je jednoducha programovatelna elektronicka
deska, ktera slouzi k ovladani riznych elektronickych zafizeni, senzort
a motort. Je oblibené pro svou snadnou pouZitelnost a Siroké moznosti
vyuziti v projektech pro zacatecniky i pokrocilé.

Organizatori nam poskytli zakladni verze tfi programii napsanych
v jazyce pro Arduino — jeden pro motor a po jednom pro kazdy snimac.
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Nejprve bylo nutné upravit tyto programy tak, aby vyhovovaly potie-
bam naseho tymu a zkombinovat je do jednoho. Arduino totiz neumoz-
fiuje soucasny béh dvou programu a vzajemna synchronizace (napiiklad
krok, ¢ekani 1 sekundy, méFeni atd.) by byla jinak nemoZné. Schéma
vytvoreného feSeni je na obr. 6.

Obr. 6: Diagram toku dat

Deska Arduino jednak ovladala krokovy motor, jednak zasilala digi-
talni data ze snima¢t pres virtualni sériovy port do pocitace, kde je
prebiral skript vytvoreny v jazyce Python, jenz ziskana data ukladal ve
formatu CSV. Po kazdém méfeni byly tyto soubory nahrany na Google
drive, odkud si je stahli ¢lenové tymu, ktefi pracovali na grafech. Ti méli
dalsi pythonovy skript, ktery z dat vytvarel grafy. Ty se potom také
pridaly na Google drive, aby k nim méli p¥istup v8ichni ¢lenové tymu.

2.3. Pfiprava nanocastic

Clen tymu se specializaci chemik mél za tkol pfipravit roztok s nano-
Casticemi zlata, které v naSem experimentu predstavovaly prach v mlho-
viné. Také provadél spektrofotometrii vysledného roztoku.

Zlaté nanocastice byly vytvofeny smési t¥i roztoki: citratu trisodného
(NagCit), jodidu draselného (KI) a kyseliny chlorzlatité H(AuCly). Zlaté
nanocastice musely byt kulaté a musely mit spravnou velikost, coz byla
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nejvétsi prekazka, jelikoZ nanocastice tvorily v8echny mozné tvary, a po-
kud se nedodrzel piesny pomér latek, nemély spravnou velikost. Velikost
¢astic byla méfena pomoci elektronového mikroskop

Podle velikosti se nanocastice rozdélily do kyvet s vodou tak, aby
vS8echny nanocastice v jedné kyveté mély stejnou hodnotu absorpce. Ta
byla zjisténa pomoci spektrofotometrig?| diky které se také dala dokazat
jejich pritomnost v roztoku.

Obr. 7: Graf absorbance v8ech pfipravenych roztokt podle vinové délky svétla
zé&riciho na roztok

Obr. 8: Zlaté ¢astice s riznymi tvary zkoumané elektronovym mikroskopem

1 Mikroskop, ktery pouziva proud elektront jako zdroj svétla.
2) Analyticka metoda, ktera zjistuje vlastnosti vzorku podle jeho absorpéni hodnoty.
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Tyto pfipravené roztoky slouZily jako model reflexni mlhoviny, kde
zlaté nanocastice predstavovaly prach a Castice ve vesmiru.

2.4. Teorie a zpracovani dat

Osoba se specializaci teoretik méla za kol pochopit zkoumané fyzi-
kalni jevy, vysvétlit je svému tymu a nakonec vizualizovat ziskana data
ve formé graft. Zatimco probihala prvni méfeni, byl teoretikem vytvaren
program v Pythonu, ktery analyzoval naméfené vysledky a vizualizoval
je pomoci grafu.

2.5. Méreni

V laboratofi bylo nejprve nutné sestavit celé zafizeni na optické desce.
Sestéavalo ze dvou zrcadel, laseru, dvou irisovych clon a zastifiovacich de-
sek. Sestaveni trvalo pfiblizné dvé hodiny kvili feSeni rtiznych problémii,
které se pribézné objevovaly. Proto se zafizeni na obr. 5 mirné lisi od
ptavodniho navrhu na obr. 4.

Samotné méteni trvalo asi t¥i hodiny. K dispozici byly lasery se ¢tyimi
vinovymi délkami: fialovy (415 nm), zeleny (530 nm), ¢erveny (630 nm)
a infracerveny (930 nm). Mé&Feni se zelenym laserem se vSak nestihlo do-
konéit a data z Cerveného laseru se viibec nezacala sbirat. Grafy byly
proto vytvoreny pouze z dat ziskanych s fialovym a infracervenym lase-
rem.

2.6. Vysledky méreni

Naméfena data byla pfevedena do polarnich graf, kde je zazname-
nana intenzita svétla v daném thlu. Polarni graf nepouziva kartézskou
soufadnicovou soustavu, tedy osy x a y, ale zobrazuje data v kruhovém
forméatu pomoci Ghla a vzdalenosti od stfedu. Kazdy bod na grafu je
uréen thlem (ve stupnich nebo radidnech) a vzdalenosti od stiedu, coz
umoziuje znézornit hodnoty, které zavisi na sméru nebo thlu.

Na nasich grafech jsou vidét u kiivky malé ¢isla. Ta indikuji specific-
kou radialni hodnotu, tj. velikost radiusu (poloméru), kdyZ se pouzivaji
polarni soufadnice, na daném bodé. Také diky tomu, Ze méfeni bylo
provedeno dvakrat na obé strany, je mozné obcas vidét dvé kiivky vedle
sebe. Pokud se na grafu objevi, znamena to, Zze nastal mezi méfenimi
rozdil.

Graft bylo celkem dohromady 32: pracovali jsme s osmi roztoky s rizné
velkymi nanocasticemi a pro kazdé méfeni jsme vytvorili ¢tyti grafy —
dva pro kazdy laser. Ukazka naméfenych hodnot je na obr. 9 a 10.

V grafech je vynesena intenzita rozptyleného svétla, které je tim veétsi,
¢im je datovy bod dale od stfedu. Kruh je ocejchovan ve stupnich — nula
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stupiit odpovida spojnici kyvety s roztokem a laseru. Méfeni bylo pro-
vadéno v oblouku o velikosti 270°, coZ je na grafech zobrazeno v oblasti
od 0° do 135° proti sméru hodinovych rucicek a 0° az 135° ve sméru
hodinovych ruci¢ek (na stupnici 0° az 225°).

Obr. 10: Vysledné grafy série G (nanocastice o primeéru 34 nm) s laserem
930 nm

Na obr. 9 a 10 je patrné, ze stejné roztoky rozptyluji dvé rizné vinové
délky odlisnym zptisobem. NejenZe je v nékterych mistech vétsi intenzita
svétla, ale riizné vinové délky se rozptyluji v riiznych smérech (na obr. 10
je napiiklad silngjsi Rayleighiv rozptyl nez na obr. 9).

Jak jiz bylo zminéno, Mietiv a Rayleightiv rozptyl se lis{ také sméro-

vym rozlozenim rozptyleného svétla. Na grafech je zFetelnéjsi Rayleightav
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rozptyl, ktery je symetricky ve sméru dopiedu a dozadu. Tato symetrie
se v8ak Castéji objevuje v pfiblizenych grafech vpravo. Rozptyl svétla by
byl méné patrny, pokud bychom graf nezvétsili, protoze intenzita roz-
ptyleného svétla nebyla dostateéné silna.

Nékolik méfeni, a tim i grafi, bylo bohuZel ovlivnéno rtznymi pro-
blémy. Casto se v nékterych mistech objevoval extrémni skok intenzity,
zejména tam, kde se svétlo pfibliZilo ke konstrukci. Dalsi nepfesnost miize
byt zptsobena tim, Ze od naméfené intenzity nebyla ode¢tena intenzita
okolntho svétla v laboratofi.

Zaveér

Cilem experimentu bylo simulovat reflexni mlhovinu a ovérit, ze v ta-
kovém prostfedi dochazi k Rayleighovu rozptylu svétla. Tento cil se
podafilo splnit, jak je vidét z grafi naméfenych dat. Experiment byl
uspésny nejen sam o sobé, ale také umoznil tcastnikim pracovat na vé-
deckém problému, seznamit se s novymi technologiemi, navrhnout feSeni
a analyzovat vysledky. Na konci akce byly vysledky prezentovany pied
zaméstnanci laserovych center a zastupci Akademie véd.

Je v8ak tfeba podotknout, Zze dosazené vysledky nebyly vzdy zcela
presné, protoze experiment byl provadén pod ¢asovym tlakem. Cile se
podarilo dosdhnout diky spolupraci a nadSeni vSech ¢lent tymu. Ex-
periment by se navic neuskute¢nil bez podpory organizatori Talentové

akademie, ktefi ucastnikim tuto piilezitost poskytli.

Na dalsi ro¢niky Talentové akademie se lze prihlasit prostiednictvim
jejich webovych stranek https://www.hilase.cz/o-nas/popularizace-
vedy/talentova-akademie/l Soutéz je urcena pro stfedoskolské stu-
denty, a to i bez predchozich védeckych zkusenosti. Nabizi moZznost pro-
vést experiment v profesionalnich podminkach s pomoci védcu.
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Opravdu kratky zablesk

Veéra Krajcovd

Laser neni jen ukazovatko. Je to zdroj svétla s naprosto ojedinélymi
vlastnostmi, ktery umoznil napiiklad sestrojeni hologramu. Jeho vyji-
mecnost tkvi v tom, Ze jde o zdroj koherentni (,,u¢esané” vinéni o stejné
frekvenci, fazi a o stejném sméru kmitani) a monochromaticky (o jedné
vlnové délce). Navic je toto svétlo vyzafovano ve formé tizkého svazku i
na velké vzdalenosti. Prvni laser byl sestrojen v roce 1960.

Zjednodugené si muzeme laser (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation) predstavit jako né&jaké aktivni prost¥edi (napii-
klad krystal rubinu, plyn COs, He-Ne), které je mezi dvéma rovnobéz-
nymi zrcadly. Pomoci vybojky (nebo chemickou reakei nebo elektrono-
vym svazkem. ..) doddme do aktivniho prostiedi energii, ktera vybudi
vétsinu elektront aktivniho prostiedi ze zakladni energetické hladiny do
vyssi energetické hladiny (excitace elektronti). Z ni ale v mziku sestupuji
do tzv. metastabilni hladiny, kde vyckavaji. V okamziku, kdy se objevi
stimulujici foton, vrati se elektron do zakladni energetické hladiny, pii-
¢emz dojde k vyzafeni (emisi) kvanta energie ve formé stejného fotonu
jako byl ten stimulujici. Tento foton poté interaguje s dalsim excitova-
nym elektronem, ¢imz se spousti lavinovita stimulované emise fotonu se
stejnou frekvenci a fazi. Diky zrcadlum fotony opakované prochazi pro-
stfedim a interaguji s dalsimi elektrony, a tim exponencialné narista tok
fotoni. Jakmile intenzita svétla presdhne urcitou mez, je svazek fotonu
vyzafen pfes polopropustné zrcadlo ven. Podle toho, jaké mame aktivni
prostiedi, muze byt tento paprsek z oblasti infracerveného, viditelného
svétla i ultrafialového zareni.

Druht laserii je spousta. Nezévisi jen na aktivnim prostiedi, ale i na
tom, jestli laser pracuje v pulsech nebo kontinualné a jaky vykon pii
svém vyzafovani vydava. A vykon laseru tzce souvisi pravé s dobou vy-
zafovani. Vzdyt vykon je definovan jako energie vyzafena za cas. Tedy
logicky: ¢im krat$i je doba zablesku pii stejném mnozZstvi vyzarené ener-
gie, tim mé laser vétsi vykon.

Jak vyznamny tento néstroj je, dokazuje i to, Zze v roce 2023 byla
za vygenerovani a vyzkumnou praci s lasery s attosekundovymi impulsy
udélena Nobelova cena za fyziku, a to tfem védcim: Ferenci Krauszovi,
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Pierru Agostinimu a Anne Geneviéve L’Huillierové (teprve 5. Zena, ktera
ziskala Nobelovu cenu za fyziku). Tymu Anne Geneviéve L’Huillierové se
v roce 2003 podarilo ziskat nejkratsi laserovy pulz o délce 170 attosekund.
Dnes jiz i ¢eska odborna pracovisté pracuji s lasery, jejichz pulsy trvaji
pikosekundy (10712 s). V centru ELI Beamlines v Dolnich BieZzanech
dokonce vyvijeji lasery s pulsy az attosekundovymi (107'% ). Vykony
téchto lasert se udavaji v petawattech (10® W). Vzhledem k opravdu
kratké délce jejich impulst je konstrukce téchto lasertt pomérné slozita,
vice si 0 tom miZete piecist piimo na strankach ELI Beamlines:
https://www.eli-beams.eu/cs/vyzkum/lasery/

Ukol

Zkuste vypocitat, jak dlouhy, resp. kratky, je zablesk laseru (v met-
rech). Jak dlouhy bude u lasert pikosekundovych, resp. laserd attosekun-
dovych? S jakymi objekty byste mohli tyto délky porovnat?
Reseni

Laserovy paprsek je proud fotonti pohybujici se rovnomérné piimocaie
rychlosti svétla ¢ = 3-10% m-s~!, dobu pulsu zname. Délku pulsu s tedy

vypocéteme podle vzorce pro drahu rovnomérného piimocarého pohybu
s =c-t, kde t je doba pulsu. U pikosekundovych lasert

$=3-10-1072 m=3-10"* m,
u attosekundovych lasert
5=3-10-107® m=3-10"" m.

Délku pulsu 0,3 mm si asi pfedstavit dokdZeme (napf. primér tuhy
do mikrotuzky), ale zablesk o délce prameéru jednoho atomu?

Obr. 1: Zdroj: Lasery v metrologii a interferometrii (J. Lazar, Ustav p¥istrojové
techniky AV CR)
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Astro Pi Challenge — Posli sviij kéd do vesmiru

Veéra Krajcovd

Pokud uz jsi objevil radost z programovani v Pythonu nebo naopak
potifebujes néjaky impuls k tomu, abys zac¢al programovat, je tu pro
tebe soutéz Astro Pi, kterd ti umozni provadét experimenty na palubé
Mezinarodni vesmirné stanice ISS na obé&zné draze Zemé. Vyuzivat pii-
tom budete Astro Pi VIS a Astro Pi IR, dva mikropocitace Astro Pi
(Raspberry Pi) umisténé na ISS, které jsou vybavené sadou senzori mo-
nitorujicich okolni prostiedi.

Nejdfive je potieba vytvorit maly tym kamaradi ve véku do 19 let,
a poté se rozhodnout, jestli se zii¢astnit jen jednodussi nebo i obtiznéjsi
kategorie.

Prvni Astro Pi: Mise Zero je urené uplnym zacateénikim a zabere
maximalné jednotky hodin. Ukolem je pobavit astronauty na Mezina-
rodni vesmirné stanici tim, Ze jim pomoci programu, ktery napiSete,
zobrazite vzkaz a obrazek se svym jménem.
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Druha Astro Pi: Mise Space Lab je uréena tymum starSich zaka s pro-
gramovacimi zkuSenostmi a jejim cilem je zméfit rychlost pohybu stanice
v dobé, kdy jejich kéd bézi na pocitaci na ISS. Béhem maximéalné t¥i mi-
nut musi program poridit snimky zemského povrchu ¢i obla¢nosti a ze
zaznamenanych zmeén vypocitat rychlost. Analyza ziskanych snimku a
vypoCty musi prob&hnout v pocitaci Astro Pi na palubé ISS (tedy neni
mozné stahnout data a analyzu provést na zemi). Kod musi konéit ulo-
zenim zmérené hodnoty rychlosti. Vitézem se stane tym, jehoz vysledek

o

se nejvice priblizi skute¢né hodnoté rychlosti stanice.

Astro Pi Challenge porada ESA Education a ESERO ve spolupréaci
s Raspberry Pi Foundation. Leto$ni ro¢nik probihé od 16. 9. 2024 s kon-
cem béhem tnora aZ brezna 2025. Vice informaci a aktuality najdete na
strankach https://www.eserocz.cz/astro-pil
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Setkani nad matematikou

Ahoj!
Bavi vas matika?
A bydlite pobliz Plzné&?
Pak mame akci pfimo pro vas.

Piijd’te na setkani nad matematikou,
ktera se konaji kazdy péatek vecer od 18.00 hod.

Jsme skupinka kamaradu, takZe atmosféra je zcela neforméalni
a nemusite se ni¢im stresovat.
V pripadé zajmu se podivejte na nasi stranku
https://mathsessions.klusik.cz/

a kontaktuje nas pres odkaz na strance.
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