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MATEMATIKA

O jednom mytickém trojahelniku

Dalibor Martisek, S’lapam‘ce

Motto

La mathématique est l’art de donner
le méme nom a des choses différentes.

Matematika je uméni davat stejné
jméno riznym vécem.

Henri Poincaré (1908)

Co maji rostliny spoleéného s bloudici Zelvou, hraci kostkou, chré-
movymi vézemi, koncem svéta a binomickym rozvojem? Pokud vibec
néjaka spolecné vlastnost existuje, najdeme ji pomoci matematiky. Ma-
tematika je totiz schopna nachézet nékdy aZz neuvéritelné souvislosti. A je
to pravé jen matematika, ktera nam i na tuto otadzku odpovi: souvislosti
se v tomto pripadé skryvaji v jednom spravné vykrajeném trojihelniku.

Trojihelnik je jednim ze zékladnich geometrickych utvart. Kazdy,
kdo tplné nezapomnél ucivo ZS, jisté zna soucet velikosti jeho vnitinich
ahla, vysky, téZnice, kruznici opsanou i vepsanou, vzorecky pro obvod,
obsah a mozna i mnoho dalsiho. Co by na tom mélo byt zajimavého, ¢i
dokonce mytického? S trojihelnikem muzeme zacit kouzlit v okamziku,
kdy jeho konstrukci opakujeme do nekonecéna. Jedna takova konstrukce
je pomérné znama a uvadély ji i nékteré ¢lanky na strankach Rozhledu
(Panesova 2020, Dlab 2022, Martisek 2022). Zde ji pfipomeneme v kratké
avodni kapitole.

Sierpinského trojuhelnik

Autorem této konstrukce je Wactaw Franciszek Sierpiriski (Sierpinski
1915): sestroj libovolny trojuhelnik a vyjmi z ného vnitfek trojuhelniku
uréeného jeho stfednimi prickami. Na tii zbyvajici trojihelniky aplikuj
tutéz konstrukei, s deviti nasledujicimi trojthelniky proved totéz a takto
pokra¢uj do nekone¢na (na obr. 1 jsme takto vyjimali bilé trojuhelniky
z trojuhelniku Gerného).

Tento utvar ma ,nekoneény obvod“ a ,nulovy obsah“. Tyto poné-
kud nezvyklé pojmy byly vysvétleny v ¢lanku (Martisek 2022). Pred sto
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lety byl tento trojuhelnik jednim z impulst k zasadnimu piFehodnoceni
pojmi dimenze a mira. Dnes tuto konstrukci mizeme povazovat za ku-
riozitu s nepopiratelnym kouzlem (viz napi. Dlab 2022). Obsah a obvod
ovSem nejsou ani zdaleka jedinymi kouzelnickymi triky, které ma tento
trojuhelnik v rukavu.

Obr. 1: Druhy, paty a Sesty krok konstrukce rovnoramenného Sierpinského
trojuhelniku

Aristid Lindenmayer a jeho jazykovy koutek

Aristid Lindenmayer byl madarsky biolog, ktery se zabyval morfologii
ristu fas. V roce 1968 navrhl formalni matematicky systém umoznujici
do té doby zcela nevidané geometrické konstrukce, které se dnes ani
zdaleka neomezuji jen na svij puvodni tcel. Lindenmayerovy systémy
(L-systémy) jsou néco mezi velmi jednoduchymi, ale zcela formalnimi
jazyky, a jednoduchymi, ale zcela forméalnimi matematickymi teoriemi.

Kazdy lidsky jazyk lze formalné definovat mnozinou p¥ipustnych sym-
bolit (abecedou) — mnoZinou ,zékladnich® slov, v eStiné napt. {byt;
les; ...} a gramatikou, ktera umoziiuje odvozovat dalsi slova a slovni spo-
jeni {ndbytek; v lese; ...}. Jednim z vrcholu tisice let trvajiciho vyvoje
matematiky bylo poznani, Ze pokud se maji matematici vyhnout nejas-
nostem a paradoxtim, musi postupovat pravé takto. Kazda matematicka
teorie dnes musi byt (alespoii v principu) schopna postupovat od se-
znamu povolenych znakd, napt. {p;q;...;—;V;A;=;(;);. .. }, pfes mno-
zinu ,,zakladnich* posloupnosti téchto znakt, tj. ,slov*, ¢ ,vét“, které
povazuje za pravdivé (axiomy), napt. {p = p;pV-p;...}, a ,gramatiku®
— pravidla odvozovéni, ktera umoziuji z téchto ,,pravd“ odvozovat dalsi
tvrzeni této teorie — matematické véty. V gramatice je napiiklad uve-
deno, ze k posloupnosti znakt p = p lze vzdy zprava pfipsat znaky Vg
(v tomto pofadi), tj. Ze z axiomu p = p lze vzdy odvodit vétu p = pVgq.
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je tento striktné formalni popis extrémné obtizny a u pfirozeného jazyka
jiz prakticky nemozny, popis L-systému je vétSinou velmi jednoduchy.

Priklad 1.
abeceda: {F;G;+; —}
axiom: F'
gramatika: {F— G—F - G;G— F+ G+ F}
(tedy kazdy znak F' lze pfepsat uspofadanou pétici znaki G — F — G
a kazdy znak G pétici F + G + F).

Jak tedy bude vypadat naSe teorie?
Axiom: F
1. véta: G — F — G.

Dalsim prepisem muzeme z této prvni véty ,,odvodit* sedm dalsich
vét: tfemi zpusoby muzeme piepsat pravé jedno pismeno, tfemi zpisoby
pravé dvé pismena, nebo mtzeme prepsat viechna tfi. Dale budeme pie-
pisovat vzdy vS8echna pismena. Tedy:

2. véta:
G - F - G
1 3 \
F+G+F -G—-F—-G—-F+G+F.
3. véta:

G-F-G+F+G+F+G-F-G-F+G+F-G—-F—-G-
F+G+F-G-F-G+F+G+F+G-F -G,

atd.

To je tzv. syntakticka stranka jazyka ¢i teorie — zatim jsme zcela for-
maéalné seskupovali a prepisovali néjaké znaky. Kazdy jazyk i kazda teorie
ma ale také stranku sémantickou. Kazda skupina znakt musi mit néjaky
vyznam. Cesky se domluvime pouze s nékym, kdo si pod usporadanymi
trojicemi znaku byt ¢i les predstavuje (alespoii zhruba) totéZ co my.

Abychom zjistili, co je na piikladu 1 tak mimotadného a co to ma
spole¢ného s trojahelnikem, doddme mu vyznam (nasf teorii budeme in-
terpretovat). Pfedstavme si Zelvu (nebo jakékoliv jiné zvifatko) v néja-
kém bludisti. Jeji poloha je v kazdém okamziku uréena bodem, ve kterém
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se nachéazi, a orientaci jejtho téla. Kazda véta popisuje cestu z bludisté.
Kazdy znak je jednoducha instrukce: pismeno znamena krok vpied; znak
+ oto¢ se o +60°; znak — oto¢ se o —60°.

Pojdme bloudit. Axiom F' pfedstavuje nejjednodussi mozné ,bludis-
t&“ — vychod je pfimo pred Zelvou, staci krok vpred. Na pocatku cesty
necht mé Zelva hlavu nahote (viz obr. , tj. jeji prvni krok vpred je
vzhiru. Jednotlivé véty predstavuji stale slozitéjsi bludisté a stale delsi
cestu (viz obr. [2 zleva doprava). Poznamenejme jeste, Zze s kazdou na-
sledujici vétou jsou kroky zelvy zkréceny vzdy na polovinu, jinak by se
kazda dalsi konstrukce nepiimérené zvétsovala.

\
J
+
G

+

N
GTl_
F

|
Obr. 2: Interpretace L-systému z pt. 1. Zleva: Axiom, prvni, druhéa a ti'eti véta

Na obr. [3] jsou sestrojeny cesty Zelvy generované patou, sedmou a
devatou vétou L-systému z pf. 1.

Obr. 3: Interpretace L-systému z pt. 1. Zleva: pata, sedmé a devata véta

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Priklad 2.

abeceda: {F;G;+;—}

axiom: F — -G — -G

gramatika: {F +— F — -G + +F ++G — —F;G — GG}

Ctenar se mize pokusit nakreslit axiom a prvni popf. druhou vétu.
Dalsi véty muZe sestrojit poc¢ita¢ (viz obr. [4]). Tento systém sestrojuje
obvody trojahelniki, které postupné odebira Sierpiniského konstrukce
z predchozi kapitoly.

Obr. 4: Interpretace L-systému z pf. 2. Zleva: druha, t¥eti a Sesta véta

L-systémy sestrojuji tento trojihelnik jako kfivku. To vypada na prvni
pohled velmi podivné, ale z topologického hlediska je Sierpinského troju-
helnik skute¢né kiivka (viz napt. Martisek 2022). L-systém z p¥ikladu 2
a obr. [4| je jako ,,cesta z bludi§té” znacné neefektivni. Zelva se totiz stale
¢astéji ocité na stejném misté, protoze jeji cesta stéle castéji protind sama
sebe. Z topologického hlediska je ovSem velmi ilustrativni. Sierpinského
trojuhelnik je totiz kiivka, ktera protind sama sebe v kazdém svém bodé.
Dalsi magicky kousek tohoto kouzelného geometrického utvaru.

Tvoriva ndhoda

V rovinné soufadnicoveé soustavé sestrojme body A[0; 0], B[6; 0], C3; 6]
a uvazujme stejnolehlosti H 4, Hp, He se stiedy v bodech A, B, C,
v8echny s koeficientem 0,5. Jeden z bodu A, B, C (kterykoliv) povazujme
za startovaci a ozna¢me ho Sy. Hodme oby&ejnou hraci kostkou. Sestro-
jme bod S; takto: jestlize padla jednicka nebo dvojka, je bod S; obrazem
bodu Sy ve stejnolehlosti H 4, pokud to byla trojka nebo ¢tytka, pouzi-
jeme stejnym zpiisobem stejnolehlost H p; ve zbylych dvou piipadech je
S1 = He(So). Hodme znovu a stejnym zptasobem sestrojme bod Ss jako
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obraz bodu S;. Takto pokrac¢ujme libovolné dlouho. Dostaneme nahod-
nou posloupnost bodii Sy, pro kterou plati S,+1 = Ha(S,) s pravdépo-
dobnosti 1/3, S, +1 = Hp(S,) s pravdépodobnosti 1/3 a S, 11 = He(Sh)
s pravdépodobnosti 1/3. Na obr. [5| vlevo vidime posloupnost bodu ge-
nerovanou hody 2;3;4;6;1;5;2;4;1. Vpravo tataz posloupnost po sto
hodech.

B C=S,

Ha
Ry N
+ S
3 + * 3
WA
//\ H
2 \Q B A\He 1 24

T

A 1 2

A 1 2 3 4 5 B

w
N —_—
[¢,]
o

Obr. 5: Bod zobrazovany ve tfech stejnolehlostech ndhodné vybiranych hraci
kostkou

Pocita¢ muze sestrojit desetitisice ¢i statisice ¢lentd této posloupnosti
a poskytnout zajimavy vysledek. Na obr. [6] vlevo prvnich 20 000 ¢lent,
vpravo prvnich 500 000 ¢leni.

6 +CESO 6 C=S,

5 | 5

4 £ 44

3{ | ALbhdaing 3

24 i 2

14 14
waahbdd  AA

Obr. 6: Posloupnost bodii generovana tfemi stejnolehlostmi a hraci kostkou
dle obr.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Utvar na obr. |§| vpravo pripomina Sierpinského trojtihelnik, ale neni
to Sierpiriského trojuhelnik. Je to jen jeho konefna podmnozina — pil
milionu izolovanych boda. Tento dtvar ma nulovy nejen obsah, ale i
délku. Pravdépodobnost, Ze se ndm stejnym zptsobem podafi podruhé
sestrojit tutéz mnozinu, je 37500000 ~ 1(0—238560,

Struktury skryté v Pascalové trojuhelniku

Pascaluv trojihelnik tvori, jak znadmo, koeficienty binomického roz-

voje
n
n
a n)"* = n—k bk
@ror =3 (})e
k=0

zapsané pro jednotliva n = 0,1,2,... do fadki pod sebou. Kazdy radek
zacind a konéi jednickou, vnitini ¢isla fadka n = 2,3,4,... dostaneme
jako souéet dvou nejblizsich ¢isel v predchozim fadku, nebot pro n > 1,

1 <k<n-—1plati
n—1 + n—1\ [n
k—1 k T\k/)

To ovSem neni ani zdaleka jedina zajimavost tohoto trojuhelniku. Na
obr. [7] vidime Sestnact, resp. tricet dva Fadka Pascalova trojuhelniku
s odliSenymi lichymi a sudymi koeficienty.

8 28 5 70 56 28 8
36 84 126 126 84 36
120 210 252 210 120

12 66 220495(792 924 792 20 66 12
78 286 1716 1716 286 78

14 |9]364 10 200 o0 a0 364 [0 14

Obr. 7: Liché a sudé koeficienty Pascalova trojuhelniku. Vlevo 16 fadk, vpravo
32 radka
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Na obr. [§ vidime 1024 rfadkt Pascalova trojuhelniku s vyznacenymi
zbytky po déleni koeficienttt ¢tyfmi (vlevo) a osmi (vpravo). Liché zbytky
po vydéleni ¢tyimi, resp. osmi, reprezentuji liché koeficienty, prvnich
Sestnact, resp. tiicet dva radkd, se tedy rovna mnozindm na obr. [7] Sudé
zbytky tvoii nové struktury — dalsi a dalsi ,,Sierpiniského trojihelniky*
(uvozovky jsou zde namisté — tyto struktury tvori samoziejmé vzdy jen
koneény pocet koeficientit).

Obr. 8: 1024 fadkt Pascalova trojihelniku. Vlevo: zbytky po déleni ¢tyfmi
(1; 2; 3). Vpravo: zbytky po délenf osmi (1; 2; 3; 4; 5; 0; 7)

Na obr. 9 méame zbytky koeficientit po déleni tfemi (vlevo) a deviti
(vpravo).

Obr. 9: 1458 radki Pascalova trojihelniku. Vlevo zbytky po déleni t¥emi (1; 2),
vpravo po déleni deviti (1; 2; 3; 4; 5; 0; 7; 8)

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Vidime dalsi zajimavé variace na téma Sierpiriského trojihelnik. Tyto
itvary sestrojil pocitac. Mize zkonstruovat i slozitéjsi atvary vyuziva-
jici délitelnosti dalsimi ¢isly. Bude pak generovat stale slozitéjsi sestavy
zobecnénych Sierpiniského trojuhelniki, které jsou zajimavym geomet-
rickym ztvarnénim jednoduchych vét o délitelnosti.

Hanojské véze — mytus, anebo skute¢nost?

Nékde v dzungli jihovychodni Asie stoji tajemny klaster se tfemi vé-
bylo v prvni vézi naskladano na sobé 64 zlatych kotouci od nejvétsiho po
nejmensi. Tamni mnichové prenaseji denné jeden kotouc tak, aby vSechny
kotouce dostali do véze zkazy. Protoze museji pokladat vzidy mensi ko-
touc na véts{, mohou pouzivat véz zivota jako ,mezisklad“. V okamziku,
kdy dostanou v8echny kotouce do véze zkazy, nastane konec svéta. Postu-
povat maji co nejrychleji. Za kazdé ,zbytecné* prodlouzeni lidské exis-
tence (napiiklad pfenesenim jednoho kotoude tam a zpét) zaplati lidstvo
néjakym nestéstim.

Tuto povést daval k lepsimu jeden nejmenovany ¢len francouzské spo-
le¢nosti pro pokrok v prirodnich védach na jejim zasedani v roce 1891.
Matematik Edouard Lucas, ktery byl rovnéz p¥itomen, se mu vysmal.
Tuto bachorku si pry vymyslel on, a to jako reklamu na sviij hlavolam
se 3 koliky a nékolika kotoudi riznych velikosti, ktery nazval Hanojské
véze.

Spole¢nost pak zasedla ke slavnostni vecéefi. Jeden z ¢iSnikt pii Luca-
sové obsluze rozbil nadobi tak nestastné, Ze jeden stfep zasahl matema-
tika do tvare. Zranéni se druhy den zanitilo a Lucas za nékolik dni zemftel.
Okolnosti jeho smrti dodnes nebyly pfesvédéivé vysvétleny. Jedna z verzi
je ponékud désiva: svét dostal jeden den existence navic a Lucas nékolik
dni utrpeni a smrt za pohrdéni legendami.

Reseni hlavolamu Edouarda Lucase krok po kroku

Na obr. [I0] vidime jednu z moznych pozic tohoto hlavolamu se Sesti
kotoudi. Sipky naznacuji tfi mozné legalni kroky, tj. mozna premisténi
mensiho kotouce na vétsi. Ktery krok v této pozici je optimalni, tj. vede
k nejrychlejsimu feseni?

Prvni krok zacina vzdy premisténim nejmensiho kotouce z véze zro-
zeni (startovniho koliku). Je-li pocet kotouc¢t sudy, prvni krok konéi na

vvvvv

zkazy (cilovém koliku). Druhy (a pak kazdy dalsi sudy) krok je v kazdém
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pripadé ,,vynuceny“ — nemame-li opét premistovat nejmensi kotou¢ zpét,
mizeme premfistit jediny dalsi kotou¢, a to jedinym zptisobem. V kaz-
dém dalgim lichém kroku opét premistujeme nejmensi kotou¢. Pokud je
to mozné, ve stejném sméru o stejnou délku, jako v predchozim lichém
kroku, pokud to mozné neni, zménime smér a délku kroku.

véz zrozeni véz Zivota véz zkdzy
(startovni kolik} (odkladaci kolik) (cilovy kolik)

Obr. 10: Hanojské véze se 6 kotoudi (hlavolam matematika Edouarda Lucase)

Celé feseni tak zcela urcuje ,,cyklicky* pohyb nejmensiho kotouce v li-
chych krocich, a to v pripadé sudého poc¢tu kotouci:

startovni — odkladaci — cilovy — startovni ...

v piipadé lichého pocétu kotouct:

startovn{ — cilovy — odkladaci — startovni ...

Tento cyklus funguje bez ohledu na pofadi, v jakém jsou koliky fy-
zicky uspofédén V pozici na obr. tak miZzeme okamzité vyloudit
gipku ¢, nebot pii sudém poctu kotouct konéi optimélni krok nejmensiho
kotoude z cilového koliku na koliku startovnim. Zbyvé rozhodnout, zda
k této pozici vede lichy ¢ sudy pocet kroki, tj. zda je na fadé nejmensi,
anebo vétsi (druhy nejmensi) kotou¢. K tomu miizeme zrekonstruovat
posloupnost krokt vedoucich ze startovni pozice, napfiklad nasledujicim
schématem:

DPro &tenafe znalého modularni aritmetiky poznamenejme, %e pri pofadi kolikt
(,,startovni; odkladaci; cilovy“) = (0;1;2) je pozice K nejmensiho kotoude po jeho
k-tém premisténi dana vztahem K = k mod 3 (pfi sudém pocltu kotouci), resp.
vztahem K = (3 — k) mod 3 (pfi lichém poétu kotoudd). V pozici na obr. je
kmod3 = 2 = (k+ 1) mod 3 = 0, takZe nejmensi kotou¢ z této pozice plijde na
startovni kolik.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

100 ooo ooo ooo ooo ooo
200 2 00 Oodd gdd gdd oo
3OO [soo] o300 s 300|000 s 1006
aoo| T laoo| T laoo| T a0l T a0 soo|”
500 500 500 501 501 500
600 6101 612 6012 63 2 63 2
ooo ooo ooo 0ooo ooo
ooo ooo ooo ooo ooo
sl1ool,loools|loool|looolelooo] .
“Haool e ool T oo T feoo]| T
52 [ 52 [ 52 [ 521 5001
6 30 6 3 [ 6 3 4 6 3 4 6 3 4

Sloupce v jednotlivych zavorkach znaci koliky, ¢isla velikosti kotouéii.
Vinovka znaéi jeden krok. Z tohoto schématu je zfejmé, ze desatym kro-
kem vedoucim do pozice na obr. 10 bylo pfeneseni kotouce ¢. 2 z odklada-
citho na startovni kolik. Na fadé je tedy jedenacty krok — Sesté premisténi
nejmensiho kotouce a Sipka oznacena na obr. 10 pismenem a.

Stavovy prostor hanojskych vézi

Kazda posloupnost legalnich krokt urc¢uje legalni pozici hlavolamu,
je tedy mozné sestrojit tzv. stavovy prostor, tj. mnozinu vSech legalnich
krokt a pozic. Na obr. vidime stavovy prostor pro tfi kotouce, na
obr. pak pro Sest a dvanéct kotouct. Stavovym prostorem pro pocet
kotoucti n — oo je Sierpinského trojuhelnik.

Ze stavovych prostori pro jednotliva n je zifejmé, Ze nejrychlejsi cesta
z prvnifho na tfet{ kolik vede po strané AC trojihelniku ABC. Kazda
,odbocka“ dovnitf trojihelniku znamena zbyteény krok. Na druhou stra-
nu — stavovy prostor obsahuje vSechny legalni stavy i cesty mezi nimi a
umozije tak ,optimalné vyfesit* nejen startovni, ale jakoukoliv (i ne-
optiméalni) legélni pozici.

Rovnéz stavovy prostor obsahuje feseni tlohy pfi libovolném uspoia-
dani koliki na skute¢ném hlavolamu. Z trojuhelniku ABC totiZz miZeme
vy¢ist nejen optimalni cestu z prvniho koliku na tieti (A — C), ale také
cestu opacnou — ze tfetiho koliku na prvni (C' — A). Zbyvajici dvé strany
obsahuji optimélni cesty z prvniho na prostfedni kolik a zpét (A <> B),
resp. z prostfedniho na pravy a zpét (B < C).
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Obr. 12: MozZné pozice hanojskych vézi pro Sest (vlevo) a dvanact (vpravo)
kotouci

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Rekurzivni feSeni hanojskych vézi aneb rozdél a panuj

Toto TeSeni je zaloZeno na velmi jednoduché tvaze. Na cilovy kolik
je tfeba jako prvni umistit nejvétsi kotouc¢. K tomu je ovSsem potieba
n — 1 kotou¢t, které jsou nad nim, néjak prenést na kolik odkladaci
(opét v poradi od nejvétsitho po nejmensi), viz obr. vlevo. Po pre-
neseni nejvétsiho kotouce na cilovy kolik (obr. [L3| uprost¥ed) pak znovu
prenést n — 1 kotouci tentokrat z odkladaciho koliku na cilovy (obr.
vpravo). Pivodni alohu o n kotoudich jsme tak rozdélili na dvé stejné
tlohy s mensim poétem kotouci. Ty feSime stejnym zptsobem. Puvodni
tlohu tak rozdélujeme na stale vétsi pocet stéle jednodussich uloh, které
jednoduse ,,opanujeme* — kazdou nakonec vyfesime presunutim jediného
kotouce.

n—1

Pal

Obr. 13: Rekurzivni feSeni hanojskych vézi

n—1

Tento rekurzivni postup je pro lidsky mozek velmi obtiZny a pro vétsi
pocet kotoucu nerealizovatelny. Clovek nenf schopen drzet v paméti la-
vinovité rostouci pocet tuloh typu ,,étyii kotouce prenes z C na A“. Pro
pamét pocitace je to v8ak hracka. Kratky pseudokdd prislusné rekurzivni
procedury vypadé takto:

Procedura Pienes n {kotouci}; {z koliku} A; {na kolik} B; {odkldidej na kolik} C
KdyZ je n >1, pak

Prenes n-1 {kotouci}; {z koliku} A; {na kolik} C; {odkldidej na kolik} B
Napi$ zpravu ,,prenes kotoué z“ A ,na“ B
Prenes n-1 {kotouci}; {z koliku} C; na kolik B; {odklddej na kolik} A

Pak uz v programu staci jediny fadek — procedura, ve které zaddme
pocet kotouct a koliky v pofadi startovaci, cilovy, odkladaci, tedy napft.
Prenes 6 {kotoucii}; {z koliku} A; {na kolik} B; {odklddej na kolik} C
a program napiSe feSeni po jednotlivych krocich:
prenes kotouc¢ z A na C
prenes kotouc¢ z A na B
prenes kotouc¢ z C na B

prenes kotoué z C na B.
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Poradi kolikii v zépisu procedury Pfenes opét nemusi nijak korespon-
dovat se skuteénym usporadanim kolikd na hlavolamu — kolik A nemusi
byt vlevo, muze byt i uprostied, anebo vpravo; podobné koliky B; C.
Kolik A navic nemusi byt startovni, ale opét libovolny. Zavoldme-li pro-
ceduru ve tvaru Prenes 7; B; A; C, pfenasime sedm kotou¢u z koliku
B na kolik A, odklddame na C, pfitom tyto koliky mohou byt na sku-
te¢ném hlavolamu kdekoliv. Kone¢né — rekurzivni postup nikde a nijak
explicitné nefesi paritu poctu kotouct. Tato otazka se vytesi zcela pfiro-
zené sama paritou potiebné rekurze, kterd nemusi programatora vibec
zajimat.

Rekurzivni algoritmy se pro svoji efektivitu pouzivaji v programator-
ské praxi velmi ¢asto, napfiklad pro nasobeni mnohacifernych ¢initeli
(Karatsuba 1962), uspofadéani fady ¢isel podle velikosti & jmen podle
abecedy (quick sort), v grafickych programech pii vypliiovani oblasti za-
danou barvou (seed fill) apod.

Kdy nastane konec svéta?

Jestlize v navodu pro Sest kotoucu spocitame instrukce, zjistime, Ze
je jich 63 (toto pocitani muZeme samoziejmé rovnéz svéfit pocitaci). Po
nékolika dalsich pokusech s riznym poc¢tem kotouctd mizeme vyslovit
domnénku, Ze pocet preneseni pro n kotoucu je 2" — 1. Dtkaz, ktery
tuto domnénku zméni v matematickou vétu, je hezké a jednoduché cvi-
¢eni na matematickou indukci: Je-li na kolicich jen jeden kotoué, je po-
Cet preneseni 2! — 1 = 1. Pfedpokladejme, 7e pro n kotoudt je tieba
2™ — 1 preneseni. n + 1 kotoucti pak pfeneseme tak, ze nejdi¥ive prene-
seme n kotoud¢i ze startovniho koliku na kolik odkladaci (viz obr.
— to je podle indukéniho predpokladu 2™ — 1 pfeneseni, pak pfeneseme
nejvétsi kotoué ze startovniho koliku na cilovy, a pak opét n kotoucd,
tentokrat z odkladactho na cilovy, tj. dalsich 2 — 1 pFeneseni. Celkem
tak dostavame (2" — 1) + 1 + (2" — 1) = 2"+ — 1 pfeneseni. Pro ta-
jemné mnichy to znamené 264 — 1 = 18446 744 073 709 551 615 pieneseni
a pro lidstvo pravé tolik dnt existence. Pfedstavme si, Ze budeme chtit
pro mnichy vytisknout navod s jednotlivymi instrukcemi, jak disky pie-
naset. Kazda instrukce bude na jednom fadku, na strance dejme tomu
Sedesat radku, tiskarna necht chrli jednu stranku za sekundu. Pak jen
tisk tohoto ndvodu bude trvat témér deset miliard let. Kdybychom zacali
tisknout v okamziku, kdy vznikla naSe Zemé, nebudeme dnes s ndvodem
ani v poloving.
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Zaveér

Mnoho matematickych objevi nese jméno jednoho ¢lovéka. Vétsina
z nich v8ak zrala delsi dobu v hlavach mnoha matematiki. A tak na-
piiklad Eulerovo ¢islo e neni tak docela Eulerovo a Cardanovy vzorce
objevili zfejmé nezavisle na sobé Scipione del Ferro a Nicolo Fontana
zvany Tartaglia. Gaussovu kfivku poprvé sestrojil Abraham de Moivre
piil stoleti pfed Gaussovym narozenim, Pythagorovu vétu znali a pouzi-
vali Babylonané, Indové a Cinané nejméné tisic let pred Pythagorem.

Ani Sierpinského trojihelnik neni v tomto sméru vyjimkou. Uz pul
stoleti pied Sierpinskym si ho nejspis v&iml Edouard Lucas, kdy# pro-
myslel svoje hanojské véZze, a mozna, Zze o ném védél uz Blaise Pascal,
kdyz studoval vlastnosti binomickych koeficienti. Ostatné i jejich uspo-
rfadani do trojuhelniku bylo zndmo indickym a perskym matematiktim
nékolik stoleti pred Pascalem.

Sierpinského trojuhelnik je vSak pfece jen né¢im vyjimeény. Objevuje
se ve znacné prekvapivych souvislostech a diky hanojskym vézim je i
soucasti na prvni pohled désivé, ve skutecnosti vsak az p¥ili§ optimistické
povésti. Cislo 264 — 1 navic vyjadiuje nejen pocet dnti, které ma podle
legendy lidstvo déno ke své existenci, ale i pocet zrn pSenice, ktera zddal
Sissa ben Dahir na indickém krali Sahramovi jako odménu za vynalez
Sachové hry. Nahoda? Na to necht si odpovi kazdy sam.

Literatura
[1] Dlab, V.: Kouzlo Sierpiriského trojthelniku. Rozhledy matematicko-
-fyzikdlni, ro¢. 97 (2022), ¢. 2, s. 1-5.

[2] Karatsuba, A., Ofman, Y.: Multiplication of Many-Digital Numbers by Au-
tomatic Computers. Proceedings of the USSR Academy of Sciences, ro¢. 145
(1962), s. 293-294.

[3] Lindenmayer, A.: Mathematical models for cellular interaction in develop-
ment. J. Theoret. Biology, ro¢. 18 (1968), s. 280-315.

[4] Martisek, D.: Jak to vlastné je? Fraktaly. Rozhledy matematicko-fyzikdlns,
ro¢. 98 (2023), ¢. 3, s. 15-33.

[5] Panesové, K.: Hausdorffova dimenze fraktalnich mnozin. Rozhledy mate-
maticko-fyzikdlng, ro¢. 95 (2020), ¢. 3, s. 1-7.

[6] Sierpinski, W.: Sur une courbe dont tout point est un point de ramification.
Compt. Rend. Acad. Sci. Paris., ro¢. 160 (1915), s. 302-305.

Roc¢nik 99 (2024), ¢islo 4 15



MATEMATIKA

Néktera vyuziti harmonického priméru
ve vyuce fyziky a ve financnictvi a ekonomii

Jan Fiala, Marika Hrubesovd, Tomds Roskovec
Pedagogickd fakulta, Jihoceskd univerzita, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Clanek navazuje na publikovany prispévek o harmonickém pri-
méru a rozsifuje jej o dalsi aplikace harmonického priméru. Tentokrate se
autofi zaméfili na vyuziti harmonického prameéru pfi feSeni stfedoskolskych
uloh z fyziky a v oblasti finan¢nictvi a v ekonomii. Sirokou paletou praktic-
kych pocetnich tuloh je doloZeno specifické a praktické vyuziti harmonického
praméru.

Uvod

V ¢lanku [I] jsme se podrobné zabyvali harmonickym primérem: bylo
predstaveno jeho zavedeni a geometrickd interpretace a byly pfipome-
nuty nékteré jeho vlastnosti. Pro potfebu dale v ¢lanku FeSenych tloh
pripomene pouze definici harmonického primeéru a jeho vaZené varianty.

Definice 1. Prosty harmonicky primeér, oznaéeny Ty, n kladnyd re-
alnych ¢isel (hodnot sledovaného kvantitativniho znaku x) z1, 2o, ..., 2,
je definovan jako podil po¢tu hodnot n a souctu n pievracenych hodnot
¢isel 1,9, ..., Ty, tj.

n n

T = L:Zn - (1)

1L, 1 1
x1+x2+"'+xn i=1 x;

Specialné pro n = 2 bude mit vzorec (1) tvar

— 2 1 2.’1,‘1.]3‘2
{EH: 1 1 = = .
H+972 %(1 +L) Ty + 22

xry T2

Jsou-li data setfidéna do tabulky rozdéleni ¢etnosti, tj. hodnota = se
vyskytuje ki-kréat, zo se vyskytuje ko-krat atd., mizeme vzorec psat

ve tvaru
i=1 "

TH=Sn ke (2)
21':1 T
DBIizi-li se aspon jedna z hodnot x;, i = 1,2,...,n, nule, blizf se také hodnota

harmonického priméru nule.
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kde k; jsou Cetnosti jednotlivych hodnot, a mluvime o vazeném harmo-
nickém priaméru. Na rozdil od vzorce je celkovy pocet dat Y . k;
a nikoli n, n znaci pocet riznych hodnot dat, které se v sadé vyskytuji.
Obecné: pfifadime-li hodnotam z; vahy w; > 0, i = 1,2,...,n, pak je
vazeny harmonicky primér definovan jako podil

n

wy+wy w1 w;

Ty =5 =S (3)
w1 | wy Wy w;
1 +x2 ++{L’n Zi:l x;
Pro w; = wy = ... = w, dostaneme vzorec (|l) a pro w; = k; vzorec

. Rozdil mezi vzorcem a je ten, ze vahy w; > 0,i=1,2,...,n,
mohou byt na rozdil od k; neceloéiselné, coz je vyhodné napiiklad pfi
feSeni tloh na vypocet priimérné hustoty pfi michani riznych latek.

Uvodem pouze zopakujeme, Ze harmonicky priimér je vhodny pii vy-
poctu stfedni hodnoty nerovnomérné rozlozenych dat kolem aritmetic-
kého prameéru, nebo kdyz se v souboru dat vyskytuji extrémné vysoké
hodnoty. Vyuziti harmonického priméru je v8ak zna¢né omezené jeho
definici a vychézi z povahy otazky, kterou v tloze feSime. Harmonicky
prumér lze pouzit pouze tehdy, ma-li smysl uvazovat o sou¢tu prevrace-
nych hodnot znaku. I kdyZz je uziti harmonického primeéru znaéné speci-
fické ([3, s. 34]), ukaZeme v tlohéch, jak je pouZivan napiiklad ve fyzice
¢i finanénictvi a ekonomii.

Harmonicky pramér ve fyzice

Ve fyzice se harmonicky pramér vyuziva napiiklad pii vypoétu pra-
mérné rychlosti, v tlohdch o spoleéné préci, hustotach sloucenin, pfi
vypoctech hodnot odporil zapojenych paralelné, nebo v optice.

Piiklad 1. Ridi¢ jel trasu z Jindfichova Hradce do Ceského Krumlova
prameérnou rychlosti 80 km/h a cestu zpét primeérnou rychlosti 64 km /h.
Jaka je prumérné rychlost na celé trase?

Resent. P¥i FeSent vyuzijeme poznatki z fyziky. Pramérné rychlost je
podil celkové vzdélenosti urazené za urcity ¢as a tohoto ¢asu. Vyjdeme
ze znamého vzorce s = v - t. Cestou tam ujelo auto drahu s = vy - ¢y,
cestou zpét ujelo drahu s = vg -t, v1 = 80 km/h, vy = 64 km/h. Celkova
dréha je 2s, celkovy ¢as je t1+to. Vyjadiime t1 a to: t1 = s/vy, ta = s/va.
Primérna rychlost v, je tedy

- 2s _ 2s
t1 +t2 8%—5—&

Up km/h,
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odkud po tpravé mame

2 _

80 T 64
Auto dosahlo priimérné rychlosti 71,1 km/h.

Poznamka. Zlomek v rovnosti vyjadiuje prosty harmonicky primér
podle vzorce obou zadanych rychlosti, tedy v Citateli je pocet zada-
nych hodnot a ve jmenovateli jejich pfevracené hodnoty. Pro n tsekt
téze délky s lze pak prumérnou rychlost vyjadrit vztahem

n-s n
T s 4 s s 1,1 1
v1+vz+"'+vn v1+v2+"'+vn

o (5)
Ze vztahu ponékud piekvapivé vyplyva, Ze vysledna pramérné rych-
lost v vlastné na celkové draze s viibec nezavisi.

Priklad 2. Cyklisticky zavod je rozdélen na tii stejné dlouhé etapy, na
nichz jel zavodnik postupné rychlosti 12 km/h, 20 km/h a 32 km /h. Jaka
byla jeho primérné rychlost na trase v celé délce zavodu?

Resend. Primérna rychlost cyklisty je dana vztahem a je rovna pros-
tému harmonickému priméru podle vzorce zadanych rychlosti
3

Up = 3 T 7 km/h = 18,2 km/h.
Tt
Po zaokrouhleni na desetiny byla pramérna rychlost cyklisty 18,2 km /h.

Priklad 3. Cyklisticky zavod je rozdélen na ¢tyfi rtizné dlouhé etapy,
na nichz jel zavodnik riznou prameérnou rychlosti (viz tab. . Jaka byla
jeho prumérna rychlost na trase v celé délce zavodu?

| Etapa [1]2]3]4]
Délka trasy [km] || 40 | 25 | 20 | 10
Rychlost [km/h] || 12 | 20 | 32 | 34

Tabulka 1: Délky tras a prtimérné rychlosti cyklisty v zavodu

Resend. Celkové draha cyklisty je rovna souctu délek jednotlivych etap
zévodu. Celkovy Cas je roven souctu ¢ast stravenych cyklistou na jednot-
livych tsecich. Jednotlivé ¢asy jsou rovny pomértim jednotlivych drah a
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piislusnych rychlosti. Z pfedchozich avah vyplyva, Zze primérna rychlost
cyklisty je podle (3) rovna vaZenému harmonickému priameéru zadanych
rychlosti s vahami odpovidajicimi délce usekt wy; = 40 km, wo = 25 km,
w3z = 20 km a wy = 10 km:

b5 S8 vy si  A40+25+20+10

Pramérna rychlost cyklisty byla po zaokrouhleni na desetiny 17,3 km/h.

km/h = 17,3 km/h.

Poznamka. V nasledujicich piikladech feSime slitiny ¢i smési a jejich
objem a hmotnost. Zatimco hmotnost smési je nutné soucet hmotnosti
Casti, u objemu to tak v nékterych pripadech byt nemusi (napft. 1 litr
hrachu a 1 litr pisku vytvori mensi objem neZ ocekavané 2 litry, 1 litr
vody a 1 litr cukru také nebude mit objem 2 litry). Vzorce, které pou-
zivame, s touto redukci objemu nepocitaji. V nékterych aplikacich, jako
je napfiklad slévani kov1, je tato nepfesnost nepatrna a je zanedbavana.

Priiklad 4. Uvazujte slitinu dvou kovi o hmotnostech m; = my =
= 10000 kg a objemech V; = 1 m?® a Vo = 2 m?. Jakd bude vysledna
hustota takto vzniklé smési?

Resent. Vyjdeme ze vzorce pro vypocet hustoty p = m/V. Celkova hmot-
nost smési bude souc¢tem hmotnosti obou slozek, tedy 20000 kg, celkovy
objem bude souétem objemi jednotlivych sloZek smési, tedy 3 m3. Vy-
sledn& smés bude mit hustotu

my + mo 20000 kg —= 3
p= ViV, 30 = 6666,6 kg/m".

Odvodme obecny vzorec, jak spocitat hustotu celku z hustoty ¢asti.
UvaZujme vzorec pro vypocet hustoty p = m/V, my, my jsou hmotnosti
slozek, V1, V5 objemy slozek a w = my /(m1+m2) = my/m je hmotnostni
zlomek prvni slozky slitiny, tj. kolik z celkové hmotnosti smési tvoii prvni
latka. Analogicky hmotnostni zlomek druhé slozky je 1 — w. Plati:

mi + mo m

Vi+Ve Vi4+Va

Prevratme hodnoty na obou stranich a za m dosadme m = m;/w a
m = msa/ (1 —w). Postupné upravime:

1 V; \% wV; 1—w)Vs w 1—w
,:J+£:;+Q:mﬁ+( - )
14 m m miq mo Vi Vs

Rocnik 99 (2024), ¢islo 4 19



MATEMATIKA

Pti oznaceni hustot slozek p; a ps dostavame vzorec vysledné hustoty
slitiny se dvéma slozkami p ve tvaru

1 w 1—w
+

P_E P2

: (6)

kde w je hmotnostni zlomek prvni slozky, zde w = 0,5 (nebo také 50 %),
nebot jsou oba kovy zastoupeny na celkové hmotnosti slitiny stejnym
dilem. Ze vzorce @ vyjadifme p a dosadime w = 0,5, p; = 10000 kg/m3
a pa = 5000 kg/m>:

2

2 _
= ke/m> = 6 666,6 kg/m>. 7
T T 50003 g/m ,6 kg/m (7)

p:L
P1

Hustota slitiny je po zaokrouhleni na setiny 6 666,67 kg/m3>.

Poznamka. Vzorec je prosty harmonicky priamér hustot p; a ps
podle vzorce , ktery bylo mozné vyuzit s ohledem na to, ze vahy obou
slozek jsou stejné (0,5).

Priklad 5. Uvazujte slitinu dvou kovii o hmotnostech m; = 30000 kg a
mo = 20000 kg a objemech V; = 4 m? a V5 = 5 m®. Jaka bude vysledna
hustota takto vzniklé slitiny?

Resend. Stejné jako u prikladu [4] 1ze vyjit z jednoduché tvahy: slitina
bude mit celkovou hmotnost m = 50000 kg a celkovy objem V = 9 m?3.
Hledané hustota slitiny je tedy

B mi + mo - 50000 kg

= Vi, o = 5555,5 kg/m?>.

Ve vzorci @ predstavuji koeficienty w a 1 — w vahy, kterymi jsou
procentualni ¢asti hmotnosti kovi zastoupenych ve sliting, zde plati
w = my/(m1 + ma) = 30000/(30000 + 20000) = 0,6. Hustota p; =
= 7500 kg/m? a p, = 4000 kg/m?. Ze vzorce () vyjadiime p a po
dosazeni dostaneme

1 1

P= T w0 o kg/m?® = 5555,5 kg/m?. (8)
7500 4000

Hustota slitiny je po zaokrouhleni na setiny 5 555,56 kg/m?>.
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Poznamka. Vzorec je vazeny harmonicky prumér hustot p; a po
s vahami w a 1 — w (tj. podily hmotnosti jednotlivych slozek ve sli-
ting, jejichz soucet je vzdy 1) podle vzorce . Vzorec Ize rozsirit
pro konecny pfirozeny pocet n slozek slitiny, jejichz hmotnostni podily
ozna¢ime hmotnostnim zlomkem w; = m;/m. Tento vzorec lze odvodit

m m m 1 1
p = e— = ) = ) ™ = ) e = 7L T
. T ‘e L
VoYLV Xl 01 Dt > D Wi i

coz je vazeny harmonicky pramér hustot jednotlivych slozek, jejichz za-
stoupeni ve smési je ddno hmotnostnimi zlomky w;.

Alternativné lze ulohy Fesit objemovymi zlomky, kde ¢; = V;/V je
podil objemu slozky v celkovém objemu, dostavame

m_Yiami 2 Vie Vi -
p=1= = =2 =D e
4 4 i=1 4 i=1

\%4

coz je vazeny aritmeticky prumér hustot jednotlivych slozek s vihami
rovnymi objemovym zlomkim ¢; = V;/V.

Priklad 6. Prvni, nejstarsi, stroj vyrobi vyrobek za 4 hodiny, druhy za
3 hodiny, tfeti za 2,5 hodiny a ¢tvrty, nejmodernéjsi, za 2 hodiny. Jak
dlouho by primérné trvalo vyrobit dany vyrobek jednomu stroji?

Resend. Prvni stroj vyrobi za hodinu % vyrobku, druhy stroj vyrobi % vy-
robku, tfeti stroj vyrobi % vyrobku a &tvrty stroj vyrobi 3 vyrobku.
Uvahou lze tedy spoéitat primérné trvani vyroby jako soucet téchto
zlomku vydéleny ¢tyfmi, jeho pfevracena hodnota je doba nutné k vy-
robé jednoho vyrobku. Podrobnéji feceno, ozna¢me z dobu, za kterou
by vyrobek vyrobil pramérny stroj. Pak priamérnéd doba x je FeSenim

rovnice
NN N A
T\1T3 o5 T2) T

7 toho

4
— 11 =27. (9)
1 1 1 1 ’
it3tasTs

Primérny stroj potfebuje na vyrobu vyrobku po zaokrouhleni na dese-
tiny 2,7 hodiny.
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Poznamka. Zlomek @[) je prosty harmonicky pramér ¢ast vyroby da-
ného vyrobku jednotlivymi stroji podle vzorce . Pf1i feSeni dlohy lze
postupovat i tak, Ze uvazujeme napt. dobu 30 hodin a ptame se, kolik
vyrobki vyrobi jednotlivé stroje za tuto dobu. Prvni stroj vyrobi 7,5 vy-
robku, druhy 10 vyrobkt, tfeti 12 vyrobku a ¢tvrty, nejrychlejsi, stroj
vyrobi 15 vyrobki, tedy za 30 hodin vyrobi vSechny stroje dohromady
44.5 vyrobku. Celkova doba prace vSech stroju byla 4 - 30 = 120 hodin,

tedy na jeden vyrobek je potfeba prumérné % = 2,7 hodiny.

Priiklad 7. Celkem ¢tyfi vyrobni stroje pracovaly po rtznou dobu a
vyrobily rizny pocet tychz vyrobki (viz tab. . Jaka je primérna doba,
za kterou vyrobi prumérny stroj jeden vyrobek?

Stroj [1]2]3]4]

Doba prace stroje [b] || 8 | 6 | 4 | 2
Pocet vyrobki 615413

Tabulka 2: Doby préce stroji a pocéty vyrobenych vyrobka

Resent. Pocty vyrobki, které vyrobi jednotlivé stroje za jednu hodinu,
jsou po fadé 27 %, % a % vyrobku. Za jednu hodinu spole¢né prace je
tedy souhrnny ¢as prace 4 h, na v8ech strojich se vyrobi dohromady
S+ 241415 = %) vyrobku. Primérna doba potfebna na vyrobu

jednoho vyrobku je tedy v hodinach

4 48

Pramérna doba potiebna na vyrobu jednoho vyrobku je po zaokrouhleni
na tisiciny 0,976 hodiny.

Poznamka. Zlomek 4 v rovnosti je prostym harmonickym pramé-
12

rem ¢asu potfebnych na vyrobu jednoho vyrobku na jednotlivych strojich
podle vzorce (|1)):
4
49 T 1 1
v + T +

+

wle
SIS
ol =

Priklad 8. Bazén se pouze Cerpadlem A vycerpa za 8 hodin (¢1), samo-
statné cerpadlem B za 6 hodin (¢2). Za jak dlouho () se bazén vycerpa,
budou-li pracovat obé ferpadla sou¢asné?
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Reseni. Odvodme nejdiive vzorec pro obecny piipad s vice ¢erpadly, do
néhoz pak snadno dosadime hodnoty ze zadani. Oznacme @1, Qo,...,Q,
prutoky pii zapojeni prvniho, druhého az n-tého ¢erpadla. Pak

|4 |4

>Qn: 3

\%4
Ql_aa QQ_g7"' tn

kde V je objem bazénu. Pro zapojeni vSech n ¢erpadel je celkovy pritok
roven sou¢tu jednotlivych pratokd, tedy Q = Q1+ Q2+ ... + Qp, a
vysledny ¢as Cerpéni je

v %4 Vv 1

= — = = = . 11
CID AN S A S (D)

Vzorec mé pro n = 2 tvar:

t

I (12)
t |t ty
Prava strana vzorce naznacuje, ze vysledny ¢as je polovinou har-

monického primeéru obou ¢asovych tidaji. Po dosazeni hodnot ze zadani
do vztahu dostaneme v hodinach

thoty  6-8

1
S S Wl P S
g‘i‘g 1+ 12 +

= 3,43.

Vy¢erpani bazénu pomoci obou ¢erpadel bude trvat pfiblizné 3,43 hodiny.

Priklad 9. Uvazujme dva rezistory zapojené paraleln prvni s odpo-
rem 30 Q a druhy s odporem 70 2. Jakou hodnotu odporu by musely
mit dva totozné rezistory, aby nahradily pavodni rezistory s riznou hod-
notou odporu pii zachovani stejného celkového odporu?

Resent. Pri paralelnim zapojeni je napéti U na v8ech takto zapojenych
rezistorech stejné a celkovy proud I je roven souc¢tu prouda na jednotli-
vych rezistorech, tedy hodnota vysledného odporu je

U U U 1

I Zz’:l I; Zz’:l zlz]i Zi:1 1%1-

2)V paralelnim zapojeni jsou spolu spojeny vstupni svorky vedle sebe zapojenych
zalizeni a vystupni svorky vedle sebe zapojenych zafizeni.
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Pro dva rezistory R; a Ry ma vztah tvar

1
R= ——. (14)
1 1
R TR
Vzorec ([14) 1ze upravit do tvaru
1 1 1
—=— 4+ = 15
R Ry (15)

ktery je studentim znam z hodin fyziky. Po dosazeni do nékterého ze
vzorci nebo dostaneme R = 21 ). Kazdy z rezistoru zapoje-
nych paralelné tedy musi mit hodnotu odporu 42 €2, aby byl zachovan
celkovy odpor 21 Q.

Poznamka. Pokud by byly rezistory zapojeny sériové, pak prumérny
odpor je aritmetickym primeérem zapojenych rezistori. Celkovy odpor je
v pfipadé sériového zapojeni rezistori roven souctu odport jednotlivych
zapojenych rezistoru.

Harmonicky primér ve finan¢nictvi a ekonomii

Priiklad 10. Jeden kus zbozi prvniho druhu stoji 2,5 €, 1 kus druhého
druhu zbozi stoji 3 €. Nakoupite zbozi prvniho druhu za 30 € a zbozi
druhého druhu také za 30 €. Kolik ¢in{ primérné jednotkova cena zbozi
z vy$e uvedenych dvou druhi zboii

Regeni. Snadno spoéteme, kolik kusit kterého zbozi jsme koupili. Zakou-
pili jsme 12 ks zbozi prvniho druhu a 10 ks zbozi druhého druhu celkem
za 60 €. Priumérna cena jednoho kusu zbozi je % = 2,72 €, coz je har-
monicky primér ceny 2,5 € prvniho druhu zbozi a 3 € druhého druhu
zbozi, tedy

2 15 —
L+l:55:2’72'
25 T3 )

Priiklad 11. Jeden kvaskovy chléb stoji v pekafstvi Dobry chleba 2,5 €,
jeden zitny chléb stoji tamtéz 3 €. Majitel potravin Na Ruzku nakoupil
v pekaistvi kvaskové chleby za 30 € a zitné chleby za 54 €. Kolik ¢ini
prumeérna cena jednoho chleba?

3)Podle [2].
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Resent. Celkem bylo nakoupeno 12 ks kvaskového chleba a 18 ks zitného
celkem za 84 €. Primérné cena jednoho kusu chleba je % =28 €, coz je
vazeny harmonicky priamér ceny 2,5 € za jeden kvaskovy chléb s vahou

wi = 30 a ceny 3 € s vahou wo = 54, tedy podle vzorce dostaneme

30+ 54 630 98
30 54 — oor  °:
ﬁ+§ 225

Pramérna cena jednoho chleba ¢ini 2,8 €.

Na akciovych trzich se vyuzivaji riizné indexy (ukazatele), jako napii-
klad pomér aktuélni ceny akcie (P) a zisku (F) za poslednich 12 mésic,
tedy P/E. Ukazatel P/E je pro obchodniky s akciemi a investory kli¢o-
vym ukazatelem, ktery naznacuje, jaky nasobek zisku momentéalné stoji
dané akcie. Ukazatel P/E tedy poméha investorim posoudit hodnotu a
potencialni navratnost investice do takové akcie.

Priklad 12. Vypoditejte pramérnou hodnotu koeficientu P/E (pomér
aktualni ceny akcie a zisku za ni) pro portfolio sloZené ze dvou Casti:
30 % tvori akcie firmy A, ktera ma kapital ve vysi 200 miliard dolari a
mozny zisk z akcii 10 miliard dolart, a 70 % tvoii akcie firmy B, ktera
ma kapital 1 miliardu dolart a zisk 1 milion dolard.

Reseni. Ukazatel P/E firmy A ma hodnotu P/E = 2 = 20, firma B
ma hodnotu P/E = ggg = 1000. Pokud si neuvédomime, 7e je vhodny
vazeny harmonicky primér, mizeme uvazovat takto. P/E portfolia spo-
¢itame jako pomeér celkové ceny délené celkovym ziskem. Pokud nakou-
pime za z dolart, pak 0,3 - x utratime za firmu A se ziskem spocitanym
z koeficientu firmy déleného jejim P/E = 20, tedy zisk je 0,3-2/20. Ana-
logicky zaplatime 0,7 -z za firmu B s P/E = 1000 se ziskem 0,7 - 2/1000.
Celkova cena je tedy 0,32z +0,72 = z a celkovy zisk 2(0,3/20+0,7/1000).
Podil t&chto ¢isel odpovida ukazateli P/E, nezavisi na celkové velikosti
portfolia z a je vaZenym harmonickym primérem ukazatelic P/E obou
¢asti portfolia s vahami w; = 0,3 a wy = 0,7,

2(03+0.7)

P/E =
7 (35 + 1500)

= 63,7,

dle vzorce

Y Koeficient P/E nemé zadné jednotky a jeho vyuZiti je omezené vice faktory.
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Priklad 13. Investor Honza rad obchoduje s akciemi. Pfedpokladejme,
7e si Honza koupi za ¢astku g [€] akcie pfi kurzu k; € za 1 akcii, v dalsim
mésici koupi Honza za g [€] dalsi akcie pfi kurzu ke € za 1 akcii a tak
dale, az za poslednich g [€] si Honza koupfi akcie v n-tém mésici pfi kurzu
ky, € za 1 akcii. Jaky je prumérny kurz, za ktery Honza nakoupil akcie?

Resent. Celkova investovana ¢stka za vS8echny akcie predstavuje soucin
n-g €. Je-li kurz k € za 1 akcii, pak ziskd Honza % akcie/€. Pak celkovy
pocet koupenych akcii je roven souétu

g g g

o + s + ...+ kn.
Primérny kurz, za ktery Honza nakupoval akcie, je tedy

Tt gt + L

Po vykraceni g ve zlomku dostaneme

n
1 1 1
H+E+...+H

: (16)

co7 je vzorec pro vypocet harmonického priméru hodnot jednotlivych
kurzt, za které Honza nakupoval akcie.

Poznamka. Ze vztahu je zfejmé, ze vysledna hodnota primérného
kurzu nezéavisi na hodnoté g v eurech, za kterou Honza akcie pravidelné
nakupoval, nebot ¢astka byla shodné pro v8echny uvazované mésice.

Priiklad 14. Pan Koukal si postupné ve ¢tyfech mésicich vyménil riznou
naspofenou finan¢ni ¢astku v korunéch za eura (viz tabulka . Jaky byl
prumeérny kurz, za ktery pan Koukal vymeénil koruny za eura?

] Masfc H 1 \ 2 \ 3 \ 4 \
Kurz [K&/€] || 24,10 | 23,80 | 24,50 | 25,10
Castka [Ke| || 5543 | 7140 | 5390 | 5020

Tabulka 3: Vymény korun za eura
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Reseni. Pan Koukal nakoupil celkem 950 € za celkem 23093 K¢. Pru-
mérna hodnota sménného kurzu je tedy

23093 K¢

Foe A3 K€

Stejny vysledek obdrzime, pokud pii vypocétu vyuzijeme vazeny harmo-
nicky primér podle vzorce s vahami wy, wy, w3 a wy, tj. investova-
nymi ¢astkami:

5543 + 7140 + 5390 + 5020 23093

5543 |, 7140 , 5390 , 5020
24,10 T 23,80 T 24,50 T 25,10 950

= 24.3.

Primérny kurz ¢inil po zaokrouhleni na desetiny 24,3 K¢ /€.

Zavér

Aplikace harmonického primeéru je zajimavym a uziteCnym ucivem,
které nachazi své specifické a nezastupitelné uplatnéni pt¥i feSeni uloh
z riznych predméti, napfiklad fyziky, finan¢nictvi a ekonomie.
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MATEMATIKA

Priimérna vzdalenost dvou bodi na kruznici

Pavel Pokornyj, VSCHT Praha

Abstrakt. UkéZeme, jak spocitat primérnou vzdalenost dvou ndhodné zvo-
lenych bodi na kruznici. Ale zejména si ukdZeme nastroje a metody, jak lze
podobné ulohy fesit.

Koneény pocet poloh

Bez tjmy na obecnosti mtizeme uvazovat kruznici o poloméru R = 1,
protoze v pfipadé kruznice o poloméru R nas vysledek vynasobime timto
polomérem.
Doporuceni: Dovolujeme si navrhnout cténému étenafi, aby v tuto chvili
prerusil ¢teni tohoto textu a pokusil se nejdiive tlohu vyftesit vlastnimi
silami.

Uvazujme nejdiive maly pocet moznych poloh bodt rovnomérné roz-
misténych na jednotkové kruznici, napt. 4 polohy, viz obrazek.

B

D

Prvni bod lze volit v libovolné poloze, napt. A. Druhy bod se muze
nachéazet v jedné ze ¢tyf poloh (A, B, C nebo D).

Ozna¢me dy pramérnou vzdélenost dvou bodi na jednotkové kruz-
nici, jestlize se body mohou nachazet v N polohach rovnomérné roz-
misténych po kruznici. Pro ¢tyfi polohy snadno dostaneme primeérnou
vzdalenost dy = (0++v/2 +24v/2)/4 = (1+v/2)/2 = 1,207. Nas zajima
dy pro N jdouci k nekone¢nu.
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Vzdalenost dvou bodi, jejichz privodice sviraji tihel ¢ je d = 2sin ¥,
viz obrazek.

Uvazujme N moznych poloh rovnomérné rozmisténych po kruznici.
Ozna¢me je po fadé indexem n = 1,...,N. Pak thel mezi pravodi¢i
jednoho pevného bodu v poloze N a bodu v poloze n je ¢ = n27/N a
jejich vzdélenost je d = 2sin 7. Pak pramérna vzdalenost je

1 N nmw
dy = N;mnﬁ.

To je zobecnéni naseho predchoziho vysledku dy = (1 + 1/2)/2. Nas za-
jima, k ¢emu se blizi dy, kdyz se N blizi k nekone¢nu. To si spo¢itame
nejdiive numericky a z numerického vysledku se pokusime uhadnout
presnou hodnotu. Potom si spoéitame i pfesnou hodnotu analyticky. To
provedeme tak, ze najdeme vztah pro soucet sinu aritmetické posloup-
nosti a budeme uvazovat limitu pro N jdouci k nekone¢nu. A nakonec si
ukazeme pouziti integrélu.

1. Numericky experiment

Zafnéme malym numerickym experimentem. Jednoduchym progra-
mem v jazyku C

#include<stdio.h>
#include<math.h>
int main()

{

int n,N=10000000;
double x,y,a=0;
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for (n=0;n<N;n++) {
x = M_PI*n/(double)N;

y = sin(x);
a +=y;
};

a=2=x*xa/N;
printf ("%10d %.15G %G\n",N,a,a-4/M_PI);
return(0) ;

}
dostaneme hodnotu digr = 1,273239544735. Jazyk C volime proto, Ze
programy v ném napsané bézi velice rychle. Napf. tento program, ktery
provedl 10 miliont vy¢isleni funkce sinus, trval na bézném pocitaci typu
notebook s procesorem Intel Core i7 pouhych 64 ms. Stejny vypocet
podle programu napsaného v jazyce Python trva 25krat déle.

Podivejme se, jak lze z tohoto priblizného numerického vysledku uhad-
nout presnou hodnotu. Poéitacovy algebraicky systém Maple obsahuje
funkci identify, ktera pii zavolani identify(1.273239544735) da vy-
sledek %. V jinych matematickych softwarovych nastrojich jsme po-
dobnou funkci nenasli. Ale poéitacovy algebraicky systém Mathematica
umozhuje spolupraci s umélou inteligenci a vysledkem je také vyraz %.
K tomuto pfesnému vysledku brzo dospé&jeme i my.

2. Soucet sint algebraické posloupnosti

Mezi goniometrickymi funkcemi plati mnoho vztahta. Nékteré z nich
se uci ve Skolach, nékteré se i odvozuji. Dopiejme si dnes ten luxus a
odvod'me si vztah pro soucet sinil aritmetické posloupnosti véetné vSech
pomocnych vztahti, které pti tom budeme potiebovat. Toto provedeme
dvojim zptsobem. Nejdiive bez pouziti komplexnich ¢isel. A potom za
pomoci komplexnich ¢&isel. Podrobnosti uvadime v dodatku. Spole¢ny
ZAVer je

N sin(N§)sin((N +1)%5)
Z sin(na) = Sn(2) .
n=1 2

Nas to zajimé pro o = . Dosazenim dostaneme

1 oonm 2 sin(N5%)sin((N +1)55%)
dy = — 2sin — = — N —~ PICEAE
N ; N N sin( 55 )
_2sin(N+1)5y) 4 3y <in N+1rw
N sin(g%) - sin(5k) N 2)°
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Nyni nas zajimé, kam se blizi dy pro N jdouci do nekonec¢na. Zlomek
5o se blizi nule a vyraz x/sin(z) se pro 2 jdouci k nule blizi k jedné (jak
ukazujeme v dodatku). Déle, zlomek % se bliz{ k jedné, argument sinu
za zlomkem se tedy blizi k 7 a sinus se tedy blizi k jedné. Tim dostavame

vysledek, Ze priimérna vzdalenost dvou bodii na kruznici je rovna

d:*7
™

jak jsme jiz tusili na zakladé naseho numerického experimentu.

3. Pouziti integralu

Kdyz se vratime k nasemu numerickému experimentu, tak je mozné si
uvédomit, Ze soucet hodnot sint lze také ziskat nakreslenim grafu funkce
sinus napf. na milimetrovy papir a pro jednotlivé intervaly argumentu
séitat pocet Ctvereck mezi osou = a grafem funkce. Tedy zjistit plo-
chu pod grafem funkce sinus. A pravé toto je zékladni aplikace urcitého
integralu. Tedy stfedni hodnota vyrazu

2sin hd

pro ¢ € (0,27) je

1 27

d

1 27
2Sin§d<p = — [—4cos f} =

:go 2m 210

1 4
= — (—4cosm — (—4cos0)) = —.
— (~4c030)) = -
Vidime, ze kdyz pouzijeme vySSi teorii, tak je vypocet vétSsinou mnohem
kratsi.

Zavér

Spoéitat plochu pod grafem jednoduché kladné spojité funkce pomoci
urc¢itého integralu, jak jsme si pravé ukazali, je snadné. Nékdy je potieba
stanovit plochu pod grafem naméfené funkce. K tomu Ize dnes pouzit
analogové-digitalni pfevodnik a integral pocitat numericky. Jak se to ale
délalo drive, kdyZ nebyly k dispozici pocitace? Autor ¢estné prohlasuje,
7e se osobné setkal se zam&stnancem Ceskoslovenské akademie véd, ktery
stanovoval plochu pod kfivkou namérenou a zakreslenou liniovym zapi-
sovadem na papir tak, zZe obrazec pod krivkou ntzkami vystiihl a zvazil
na laboratornich vahach. To je dnes jiz neuvéritelné.
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Pfi této prilezitosti 1ze zminit jesté jinou metodu, jak stanovit pri-
mérnou hodnotu funkce sinus. Kdyz nechdme dopadnout tenky dlouhy
predmét, napf. jehlu na papir, na kterém jsou nakreslené rovnobézné
primky velmi blizko sebe, tak pocet pfimek, které ndhodné umisténa
jehla protne, je imérny sinu thlu, ktery svird jehla s pfimkami. Tak
se nabizi néasledujici experiment. Budeme opakované héazet jehlu na pa-
pir s pfimkami a budeme si zapisovat pocet pfimek, které jehla protne.
Pak stfedni hodnota tohoto po¢tu vydélena délkou jehly vyjadiené opét
v po¢tu piimek, je stfedni hodnota funkce | sin z|, coz je % A odtud opé&t
dostaneme stfedni vzdalenost dvou bodi na jednotkové kruznici %.

A nebo naopak, kdyz vime, Ze stfedni hodnota funkce sinus na inter-
valu (0; ) je %, tak tento experiment s jehlou lze pouzit pro netradi¢ni
odhad hodnoty ¢isla .

Alternativné, misto abychom hézeli opakované jednou jehlou, mtizeme
pouzit velké mnozstvi jehel a hodit je najednou.

To je varianta Buffonovy tlohy o jehle, viz napft. [I.

Tuto tulohu, kdy jsme hledali stfedni vzdalenost dvou boda na kruz-
nici 1ze zobecnit na hledani stfedni vzdalenosti dvou bodu na jinych
mnozinach, viz napf. ¢lanek Mean line segment lengthl na wikipedii.

Dodatek
7 tohoto obrazku

B

je vidét, ze plati

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 8
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a z grafu funkci sin a cos je vidét, ze plati
sin <x+ g) =cosr a Ccos (er g) = —sinz.

Pri¢tenim 7 k o ve vztahu pro sinus souctu dostaneme

cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3
a vynasobenim [ ¢islem —1 dostaneme

cos(aw — 8) = cosacos B + sinasin 3
a ode¢tenim poslednich dvou vztahti dostaneme uzite¢ny vztah

cos(a — ) — cos(a + B) = 2sinasin .

Ten pouzijeme pro odvozeni vztahu pro soucet sinii aritmetické posloup-
nosti. V souctu

cos (%) — cos (3%) + cos (3%) — cos (5%) 4+t

+ cos ((2N - 1)%) — cos ((2N + 1)%)

se kromé prvniho a posledniho ¢lenu v8echny ¢leny vyrusi, tedy plati

i cos ((2n — 1)%) — cos ((2n + 1)%) = cos (%) — cos ((2N + 1)%) .

Zde vsechny rozdily cosinii nahradime sou¢inem sint podle vztahu, ktery
jsme si odvodili vyse, a po vydéleni dvéma dostaneme

N
;Sin (%) sin (na) = sin (N%) sin ((N + 1)%) .

Na levé strané mtzeme ze souctu vytknout vyraz sin § a za podminky,
7e je nenulovy, coz v naSem piipadé plati, jim mtZzeme rovnost vydélit a
dostavame kyzeny vyraz pro soucet sint aritmetické posloupnosti

N ) '
(e — SHNE) sin (N +1)5)
; (ne) = sin(%) .
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Ukazme si jeSté jiny zpusob, jak lze tento vztah odvodit s pouzitim

komplexnich ¢&isel. Pouzijeme imaginarni jednotku ¢, pro kterou plati

i? = —1 a pouZijeme uZiteény vztah

exp(ip) = cosp + isinp
(zapisem exp(x) rozumime e*). Ten ndm dovoli vyjadrit sinus jako ima-
gindrni ¢ast komplexniho ¢isla
sin o = Imexp(ip)

a prevést soucet sinil na soucet geometrické posloupnosti. Proto si nejdiive
pripravime soucet geometrické posloupnosti. Oznaéme

N
S = Z q".
n=1

Vynésobenim ¢éislem ¢ dostaneme

N+1

5= 30
n=2
Odectenim dostaneme
(@—=1)8=q""" —q.
Za podminky ¢ # 1 mtZeme vydélit vyrazem (¢ — 1) a dostaneme
-1
g—1"
Nyni napiSeme soucet sint jako imaginarni ¢ast sou¢tu geometrické po-

sloupnosti s kvocientem g = exp(ia), tu se¢teme pravé odvozenym vzta-
hem a z vysledku uréime imaginarni ¢ast s pouzitim vztahu

exp(ip) — exp(—ip) = 2isin p.
Tedy

N N
Z sin(na) = Im Z exp(ina) =
n=1 n=1

exp(iNa) —1
exp(ia) —1

N N
=Im) ¢" =Im ¢* —1 :
= q _mqqi1 =Im exp(ia)
n=1
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i exp(io) SPUNE) (2(NS) — exp(-iN5))

o
2
2isin (V& sin (N$)sin ((V+1)%
=1Im eXp(i(N—Fl)%) ( 2) ( 2) (( )2)
To bylo tedy odvozeni sou¢tu sinti aritmetické posloupnosti pomoci
komplexnich ¢isel. Dostali jsme stejny vysledek jako v predchozim odvo-
zeni.
A jesté si ukaZeme, Ze pro x bliZici se k nule, se vyraz =— blizi k jedné.
K tomu nam poslouzi tento obrazek

s jednotkovou kruznici, malym thlem z, trojihelnikem OAB s plochou
Poap = 3 cosxsinz,
kruhovou vyse¢i OC'B s plochou
1
Pocp = PR
a trojihelnikem OCD s plochou
1
Pocp = 3 tg .
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Porovnanim ploch téchto ti{ Gtvart dostaneme

Poap < Pocs < Pocp,

1 —_ 1 < 1t
= in = =
gcoszsinz < ox < otgr,

sinx

cosrsine < x < ,
cosx

1
sinz  cosz’

cosT <

Pro x jdouci k nule, se prvni i t¥eti vyraz blizi k jedné, proto se k jedné
blizi i vyraz ;2— a také vyraz S”# Pro predstavu je uzite¢né nacrtnout
si graf funkce y = % viz nasledujici obrazek. Pro z = 0 tento zlomek
neni definovan, ale pro x blizici se k nule se blizi k jedné. Nabizi se tedy

tuto funkei v nule dodefinovat jednic¢kou.

__ sin(z)

-0.5 ‘
—10 -5 0 5 10

Literatura
[1] Dvorakova, L.: VyzkouSejte metodu Monte Carlo. Rozhledy matematicko-
-fyzikdlni, ro¢. 94 (2019), ¢. 2, s. 1-11.
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Poznamky o kombinacnich éislech, posloupnostech
(pfedevsim aritmetickych) a polynomech

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Vénovano pamatce mého ucitele profesora Tomase Augustina

1. Uvod

Je tomu uz vice nez 70 let, co mé, zasluhou mého vynikajiciho uéitele
pana profesora Tomése Augustina, uchvatil zdjem o strukturu kombi-
nac¢nich ¢isel (viz [2]). Dnes se k tomuto tématu vracim, abych poukazal
na velmi blizky vztah mezi tfemi matematickymi objekty: kombinac¢nimi

Cisly (Z), posloupnostmi a = (a1, as,...,ag,...), pfedeviim aritmetic-
kymi, a polynomy P(z), pficem# se omezime na jejich hodnoty P(k) pro
prirozena Cisla k = 1,2,.... ¢leny posloupnosti a koeficienty polynomi

mohou byt libovolné ¢isla. V tomto ¢lanku prezentujeme cely vyklad pro
pripad, kdy jsou tato ¢isla racionélni. Ve vyvoji matematiky hraji velmi
dilezitou roli posloupnosti celych ¢isel. Zahy v8ak uvidime, Ze se v naSem
pojednani na celé ¢isla omezit nemuzeme.

Souvislosti mezi témito objekty ilustruji v elementérni mire podstatu
matematiky zdiraziiovanou vSemi vyznamnymi matematiky. V nedavné
dobé to byli predev§im Michael Francis Atiyah a Israel Moiseevich Gel-
fand, ktefi tuto jednotu, celistvost matematiky terminem ,,Unity of Math-
ematics” vyjadfovali. Vzpominam, Ze moje diskuze s témito matematiky
vzdy sméfovaly k tomuto tématu. Zatimco Atiyah ,jednotu* vztahoval
predevsim na vzajemné vazby mezi matematikou a fyzikou, Gelfand vidél
,,celistvost® v celém panoramatu matematiky.

Do hodin matematiky patii nové tlohy, pojmy a zajimavosti, které
vzbudi pozornost a zajem Zaki. A to je pfesné to, co bychom méli ve
svych pfispévcich prinaSet. V dne$nim ¢lanku pfinaSime nové hiicky:
Diferen¢ni trojihelnik a jeho rozsifeni na (nekone¢ny) diferen¢ni ¢tve-
rec. Ty slouzi k tomu, abychom poukazali na t&sné souvislosti mezi ce-
lo¢iselnymi polynomy a aritmetickymi posloupnostmi a tim pfiblizili a
vysvétlili Polyovu vétu ([12, [13]). Doufame, ze ziskané poznatky pove-
dou k hlubsimu studiu, které ponechdme zvidavym étenaitim. Pozname-
nejme, Ze tento postup byl uz naznaden v ¢lanku [9]. Rozsahlejsi ¢lanek
naleznete na adrese uvedené v [2].
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2. Ilustrace: Co se v ¢élanku dozvime?

Nejprve se dohodnéme, Ze ¢islem budeme v tomto ¢lanku rozumét
¢islo racionélni. Podstatna ¢ast nasi prezentace se bude tykat celych ¢isel,
jejichz obor budeme v ¢lanku znacit Z. Obor racionalnich ¢isel budeme
znacit pismenem Q

Pripomenime definici kombinac¢nich &isel (2) definovanych pro pfiro-
zend ¢isla 1 < k < n takto:

(n)_ n! _nn—-1)---(n—k+1)
k) kKln—Fk!  k(k-1)---2-1

(g) =1 pro libovolné n > 0 a (n

k) = 0 pro pfirozena ¢isla k > n > 0.

Tato definice si zasluhuje rozsiteni, které budeme v nasi stati pouzivat.
Kombinaéni symboly definuji funkce @y, k € {1,2,...,n,...}, racionalni
(nebo realné ¢ komplexni) proménné x

x xz—=1)...(x —k+1)
q)’“(“"):<k) k(k—1)...2.1

Bo(z) = (g) ~ 1.

Uvidime, ze tyto funkce budou hrat zcela zasadni roli v popisu takzva-
nych celoc¢iselnych polynomt, tj. polynomd, jejichz hodnoty v pfiroze-
nych &slech jsou cela ¢isla. Graf funkce ®7(x) na obr. 1 ilustruje chovani
téchto funkci.

Uvazujme nyni polynom P(z) = 2% + 222 — 72 — 7 a s nim spojené
schéma
a1:P(1):711 a2:P(2)275 a3:P(3):17 a4:P(4):61
b1:a2—a1=6 b2=a3—a2=22 b3=a4—a3:44
Clzbz—b1:16 szbg—b2:22

d1:CQ—C1:6

D Podotknéme, %e mnohé z nasich vysledki plati pro libovolné prvky z oboru,
v ném# je mozno sé¢itat, od&itat (tj. pFi¢itat ¢islo opacné), nasobit a délit (tj. nasobit
¢islem prevracenym, inverznim), tedy napf. éisla z libovolného ¢&iselného komutativ-
niho télesa, jako je pole redlnych ¢i komplexnich ¢isel.
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P(x)=1/5040x[ xx(x—1)x(x—2) % (x-3) % (x—4) % (x-5) % (x—6) 1
T-8.84

T8.83

—-fla.ai\\
[ \
-8.4 8.6 1.4 2 3 3.8 4,6 5.4 6,2
| | /’l‘ﬂ—\\dw b \ 1 || | H
y
r—8.81 \\ JI

T-B.82

T=8.83

Nyni definujme polynom
n—1 n—1 n—1 n—1

o =a("y ) en (") ra("y ) ra (") -
= a1<I>0(n — ].) + b1<I>1(n — ].) + Clq)Q(TL - ].) + d1<I>3(n — 1)

Obr. 1: Graf funkce ®7(x)

Q(n) je tedy
—114+6(n—1)+ ?(n —1(n—-2)+ g(n —1)(

39
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Polynom P(z) je zcela urcen ¢tyfmi hodnotami (pro = 1,2,3,4)
—11, =5, 17, 61,
které jsou v jednozna¢ném vztahu s ¢tvefici ¢isel
—11, 6, 16, 6.
Ptedchozi tabulku mtzeme totiz doplnit na schéma

—-11 -5 17 61 133 239 385 577 821 1123
6 22 44 72 106 146 192 244 302

16 22 28 34 40 46 52 58 ... (1)
6 6 6 6 6 6 6
0 0 0 0

kde

P(5) =133, P(6)=239, P(7)= 385,
P(8) =577, P(9) = 821,

Samoziejmé, tento postup lze pouzit pro kazdy polynom tvaru

P(x) = Ax® + B2* + Cx + D:
A+B+C+D 8A+4B+2C+D 27TA+9B+3C+ D 64A+16B+4C + D

TA+3B+C 19A+5B+C 3TA+7B+C
12A + 2B 184 + 2B
6A
Odtud

(A+B+C+D)+(TA+3B+C)(n—1)+
+6A+B)(n—1)(n—2)+An—1)(n—2)(n—3) =
= An® 4+ Bn? +Cn + D = P(n).

Ve 4. sekci podame dikaz pro polynomy libovolného stupné.
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Uvédomme si, Ze jsme nalezli jednoduchou cestu, jak urc¢it (jedno-
znané) polynom stupné d na zakladé jeho hodnot pro z = 1,2,...,d.
Podejme priklad, ktery nam ukéze, ze celo¢iselné hodnoty polynomu
stupné d pro x = 1,2,...,d sice zarucuji, ze hodnoty ve vSech celych
¢islech jsou celociselné, ale nezarucuji, ze jeho koeficienty jsou celoci-
selné. Nebudme piekvapeni. Vzdyt uz polynom

P(z) = 2%~ 3%

ktery jsme prosté oznadili

mé pro celo¢iselna x celo¢iselné hodnoty.
Zopakujme si postup: Hledame kubicky polynom P(x), pro né&jz

Zkonstruujeme piislusné schéma

3 2 8 5 —-23 =92 -218 417
-1 6 -3 -28 —69 —-126 —199
7 -9 =25 41 =57 =73 e (2)
-16 -16 —-16 —-16 —16
0 0 0 0

a dostavame hledany polynom

ro=s(y ) o () ey ) () -

7 16
:3—n+1+§(n2—3n+2)—|— <_6) (n® —6n? 4 11n — 6),

tj.
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Tento polynom ma pro vSechna pirirozena ¢isla n celo¢iselné hodnoty,
které vytvareji specidlni posloupnost

a; = 3, as = 2, az = 8, a4 = 5, as = —23, ag = —92, a7 = —218,
ag = —417, ag = —705, ajp = —1098, e

budeme ji nazyvat aritmetickou posloupnosti tfetiho fadu. Schémata (1)
a (2) budeme nazyvat diferencnd trojihelniky.

V této sekci jsme poukazali na velmi tésny vztah mezi polynomy a
posloupnostmi. Tento vztah je zprostfedkovan kombina¢nimi &isly, vyu-
zitim jejich vlastnosti. Vzhledem k rozsahu tohoto tématu se budeme roli
kombinacnich ¢isel a jejich vyznamu vénovat v separatnim ¢lanku. Zde
se tedy zaméfime na posloupnosti celych ¢isel a na celo¢iselné polynomy,
pfedevsim na Polyovu vétu [12, [I3] (viz hlavni véta ve 4. sekci). V naSich
uvahach budeme vyuzivat Al-Karajiho (953-1029) rovnost

n+1 n n
= . 3
(e G20 6) ®
Pfipomeneme-li si, ze ¢islo (”;1) udava pocet k-prvkovych podmnozin
(n + 1)-prvkové mnoziny, rovnost (3) se stava ziejmou. Zvolime-li totiz
v M jeden prvek, ktery ozna¢ime m,, podmnoziny, které maji k prvku

jsou dvojtho druhu: Ty, které obsahuji prvek m., (je jich (")), a ty,
které prvek m. neobsahuji, a téch je (7). Tim dostavame vzorec (3).

3. Metoda: Diferenc¢ni trojihelnik a diferenc¢ni ¢tverec.

Zcela zasadni pro nasi dalsi préci je pojem diferencniho trojihelniku

Tij n a (jeho nekoneéného rozsifeni) diferen¢niho &tverce S;;. Uvedme
jejich definice.

Definice. Soubor celych ¢isel a,. s € Z, ktera jsou pfifazena mnoziné
viech miizovych bodi roviny tvofici trojuhelnik T;;, (viz obr. 2), a
které spliuji pro v8echna 7, s € Z rovnost

Qr s+1 = Qr s + Qr41 s (4)

pro v8echna i < r <i+n, j < s < j+ n, budeme nazyvat diferencéni
trojdhelm’k

2)Pfipomenime si opét, ze diferenéni schéma lze definovat (a je uzite¢né) v pripads,
kdy a;; jsou prvky jakychkoli ¢iselnych obori.
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r--—-———-——-——>">"~>">"~-"~"~"~"~"~"~-"—-"~-"—-"~-"—-"—-—-°—°=—°—7 z
7
aj j aj j4+1 aj j42 aj j4n—-3 aj j4n—2 aj j4n—-1
7
7
7
A4l Gitl g+l Gidl 42 o Gidl j4n—3 Qitljdn-2 <
7
7
7
Aj42j  Qi42 541 Gi42 j42 - Gi42 j4n—3 -,

Tij n =
Aj4n—-3j Ai+n—-3 j+1 Ai4n—-3 j+3 Ve

7
7

e
Ajifn—2j Aitn—2 j+1 ~

Obr. 2. Diferenéni trojahelnik T;;
Thned vidime, Ze Fadek (tj. posloupnost)

(n) _

r,y = (aijaaij+1a~-'aaij+n71)

stejné jako sloupec

s = (a; j,ai41 j a; )
ij i3y Qi1 gy ooy Witn—1j

uréuji jednozna¢né cely diferencni trojihelnik T;;,. Tyto dvé posloup-
nosti jsou spolu tésné svazany. Jejich vztah bude s vyuzitim kombinac-
nich &isel popsan v tvrzeni 1.

~ ooy P . n n v 2 . vz
Rozgifenim n-tic rE ) a sg j) na nekoneéné posloupnosti obdrzime neko-
necné rozsireni trojuhelniku T;; , na T;; o, které se stava nekoneénym
diferenénim ctvercem S;;. Zdiraznéme, ze vztahy (4) zistanou zacho-

vany. Obr. 3 predstavuje diferenc¢ni ¢tverec Sqg.

Rocnik 99 (2024), ¢islo 4 43



MATEMATIKA

F—m———— —— e — -
a1 a2 ai 3 a1 n-1 aln a1 n+1
az 1 az 2 az3z - A2n-—1 az n az n41 -
as i as 2 az gz - A3 n-—1 as n a3 n41 ---

Sll =
Qn-11 an—-12 An—-13 -:An—-1n—-10n—-1n0n—1 n+4+1---
an 1 an 2 An 3 - Ann—1 An n An n+41 -

An4+11 An412 Gntl13 - 0pntln—10ntln Cntl ntle--

Obr. 3. Diferenéni ¢tverec Sq1

Budeme pracovat predevsim s trojuhelniky Tyq ,,. Kazdé tvrzeni tyka-
jici se diferen¢niho trojuhelniku Ty, ,, lze prepsat do tvrzeni tykajiciho
se libovolného diferen¢niho trojihelniku T; ; ,,. Toho vyuZijeme v dikaze
tvrzeni 1.

Formulujme toto slibované tvrzeni.

Tvrzeni 1. V diferencnim trojihelniku T11 plat@

alni@:ll)a“ (5)

t=1

n
a1 =3 (1) (’Z_ 11> a s (6)

t=1
Diikaz téchto vztahi je prekvapivé jednoduchy (uzitim matematické in-
dukce a opakované rovnosti (3)).

Vidime ihned, Ze plati pro n = 1 (a n = 2). Pfedpokladejme, Ze vzorce
plati pro n a prezentujme indukéni krok, tj. platnost téchto vzorct pro
n+1. Nase tvahy se tykaji diferen¢nich trojuhelnikt T11 n41, T11 0, T21 n
a Ty p4+1 vyobrazenych na nasledujicim obr. 4.

3)Vyraz (5) ve tvaru aj = Zf:l (Izill)at 1 plati pro vSechna pfirozena &isla 1 <
<k<n.
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r~-—T7T—-—"—"~"~"~T T - - -y
| | / /s
ai i a2 ai s Aln-1 Aain 731 n+1 4
| | / /
% /s
[ -+ K 5
I I s z
| 421 | a22 a2n—-1, a2 n 7
| | s s
s s
| | 7/ s/
7
as n—
| az1 | , a3 n-1 ,
| | / /
| | 7 7
T & T 7 ’
11 n+1 11n o | L0 ,
| | 4 7/
To1n & T12 ny1 | | , ,
/ /
| | / /
|an—11|an—12/0«n—13 /
s /s
| | s, V2
| |/ s
s s
I an1 J"an2 ,
| 7| s
R 7
s 7
I/an+11| /
| I//
I /
|
|
|

Obr. 4. Diferen¢ni trojuhelniky T11 n41, T11 5, To1n & T12 nt1

Predpokladame tedy pro n platnost vzorct (5) a

a _i n—1 a _7§ n—1 a (7)
2n = b1 t+11—t:2 PSS

Potom, uzitim (5) a (7),

ai n+1 =a1p+a2n =

_(n—1 +Xn: n—1 n n—1 n n—1 _
"o )M T A \e—2) T 1) ] T ) T
n n n n n+1 n
:<0>a11+;(t_1>at1+<n>an+11:;<t_1>atl-

Zcela stejnym postupem lze dokazat vzorec (6). Pfedpokladame pro
n platnost vzorct (6) a

n n+1
_ n—t n— ]‘ _ n+1—t n — ]_
an 2 = ;:1(*1) <t _ 1>a1 t+1 = ?:2(*1) (t _ 2)‘“ e (8)
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Uzitim (6) a (8) dostavame

n—1
an+11:an2_an1:(_l)n( 0 >a11+

e () () (0 e
=(-1)" (g) ap 1+ g(—l)nﬂ_t (t 7_1 1) a1+ (Z) 1 nt1 =
n+1
= ;(—1)"+1_t (t il 1) ai ¢.

Tim je dikaz proveden.

Zopakujme znovu: Kazda posloupnost {a, = a1, | n > 1} definuje
diferencni ¢tverec S11 a plati

" n—1
anzzaﬂ(t_l)
t=1

Tak naptiklad pro Fibonacciho posloupnost (a11 = F1 = 1, a120 = F =1,
ais = Fg = 2, ey Q1 = Fn = Fn,1+Fn,2, .. ) plati (a11 = ]., ag1 = 0,
azy = F1 = 1, g1 = _F2 = —1, ceey Qpl = (—1)”Fn,2, . ), Jak ukazuje
diferenéni ¢tverec této posloupnosti

N F, Fy F, FyF5-- F,-
0 F, F» F3 FyFy- F,q-
R 0 F, F, F3F - F,

-F, F, 0 F F Fy-- F,_
Fs—-F, F, 0 F F-F,_

—F, Fy-F, F 0 F - F,5-
Fs—-F, Fy-F, F 0 - F,_

-Fy Fy-Fy, F3-F F - F,_
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Pro F,, n > 3 tedy dostavame
n—2 n 1
F,=1 DL b o
+ ;( ) t+1)°"

coZ pfinasi celou fadu vztaht mezi ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Na-
priklad

7 7 7 7 7 7
Fg=1 P — F: F3 — F. F5 — Fg.
= (o)a-(g)re (5= ()ms (n-()m
Ke kazdé posloupnosti

a= (a117a12,---7a1n)

je pfirozenym zpisobem (Gasto vyZadovanou aplikaci) pfifazena posloup-
nost jejich ¢asteénych soucti:

5= (511,5127---75171),

kde s11 = Zle ai¢ prol <k <n.
Tyto ¢astecné soucty s, popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Pro soucet s1,, = Z:;l a1 v diferencnim trojihelniku Tqq

plati rovnost
" /n
n= . 9
10 =30 (o (©)

Driikaz je zprostfedkovan na obr. 5. Diferen¢ni ¢tverec S1; z obr. 3 rozsi-
fime pridanim nultého fadku

(o0) _
rOl —(07511,512,...,517“...)

na diferenéni ¢tverec Spi. Uzitim tvrzeni 1 dostéavame v diferenénim
trojl’lhelniku TOI n+1

n n n
S1p =0agnt1 =0+ ary + a1+ -+ an1,
1 2 n

coz jsme chtéli dokézat.
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r
| ag 1=0

|

I ary ai 2
|

|

| 321 az 2
|

| asi as 2
|

|

|

|

!an—ll An—12
|

| @n1 an 2
|

‘an+11 An+1 2
|

|

|

|

ap2=S11 ap3=sSi12 -

as 3

an—13

an 3

An41 3

A0 n—-1=S1n-2 A0 n=S1n-1 A0 n+1=S1n ---

a1 n—1 aln a1 n+41
as n—1 as n a2 n41
a3 n—1 as n a3z n+1
Ap—1 n—1 Ap—1n Ap—1 nt1
An n—1 Qn n An n41
An+4+1 n—1 An+1n An+1 n41

Obr. 5. Diferenéni ¢tverec So1, s1n =Y 1 ja1e =y pqa1(})

Zde by si mél kazdy s rovnostmi (5) a (9) pohrat. Tak napi. pro
posloupnost t¥etich mocnin p¥irozenych ¢isel dostavame (nekonecény) di-
feren¢ni ¢tverec

1 82764 125 216 343 512 729 1000 ...
719 37 61
12 18 24 30

6

0
0
0

a tedy

48

6 6 6
0 0O
0 0O
0 0O

91 127 169 217 271 331 ...
36 42 48 54 60 66 ...

6 6 6 6 6 6
0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 O 0
0O 0 0 0 O 0

an=14+7n—1)+6(n*—-3n+2)+ (n® —6n?+11n —6) =n®
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a
7 1
Sn :n—|—§( 2—n)+2(n3—3n2+2n)—|—1(n4—6n3—|—11n2—6n) =

e

4. Aritmetické posloupnosti vysSich fadd a celoéiselné poly-
nomy.

V této zavéretné sekci shrneme a pouzijeme ziskané vysledky, pie-
dev8im tvrzeni 1 a tvrzeni 2, k formulaci vztahii mezi aritmetickymi
posloupnostmi a polynomy.

Kazdé posloupnosti ¢isel a = (a1, as,...,at,...) piifadme diferenéni
¢tverec S11, ktery budeme nazyvat diferenénim ¢tvercem piislusné po-
sloupnosti. Tedy a; = a1, pro kazdé t = 1,2,.... Budeme si nyni vsi-

mat pifpadt, kdy ve vzniklém ¢&tverci vznikne nulovy Fadek, tak jako
v predchozim piikladu u posloupnosti tfetich mocnin pfirozenych cisel.
Vyznacme takové pripady nasledujici definici.

Definice. Posloupnost a = (ay 1,a12,...,a1¢,...) se nazyva aritmetic-
kou posloupnosti vyssiho Tddu, jestlize diferenéni ¢tverec Si; obsahuje
nulovy fadek, tj. jestlize existuje m takové, Ze a,,: = 0 pro vSechna
t > 1. Nejmensi d takové, Ze agy2+ = 0 pro vSechna ¢ > 1, nazveme
rdadem této aritmetické posloupnosti.

V této terminologii jsou aritmetické posloupnosti, jak je zndme z ele-
mentéarni algebry, aritmetické posloupnosti fadu 1. Aritmetické posloup-
nosti, pro néz a; = ¢ # 0 pro vSechna ¢ > 1 jsou aritmetické posloup-
nosti fadu 0, zatimco posloupnost nul je aritmetickou posloupnosti fadu
—1. Pfipomenme, Ze pro kazdé n = 1,2,... je Castecna posloupnost
{bt = a1 nqt | t > 1} aritmetické posloupnosti a fadu d aritmetickou
posloupnosti téhoz rfadu d.

Jak jsme vidéli v pfedchozi sekci, Fibonacciho posloupnost aritme-
tickou posloupnosti neni. Podobné, zadna geometricka posloupnost (aj,
as = ai1q, ay = a1q>, ..., a, = a;q"" 1, ...) s kvocientem q # 1 nenf arit-
metickou posloupnosti. Na druhé stran&, posloupnost (a,, = n? | n > 1)
je aritmetickou posloupnosti fadu d pro libovolné pfirozené &islo d.
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Pripomenme rozsifeni definice kombina¢niho ¢isla (2) pro libovolné

¢islo x, které vede na definici funkei

o) = (1) = g ken o= (7)<

Proménna x miZe byt libovolné realné ¢i komplexni éislo V tomto
¢lanku uvazujeme x realné, ovSem hlavni vysledky se tykaji celo¢iselnych
posloupnosti a polynomi, jejichz hodnoty jsou cela ¢isla.

Definice. Polynom, jehoz hodnoty v celych ¢islech jsou cela ¢isla, bu-
deme nazyvat celociselnym polynomem.

Znovu pripomenme, Ze koeficienty celo¢iselného polynomu nemusi byt
cela ¢isla. To ukazuji uz polynomy @y, jejichZ vedouci koeficient je %

Mala Fermatova véta tvrdi, Ze pro kazdé prvocislo p a kazdé celé
¢islo ¢, je c? — ¢ délitelné prvocislem p. To tedy znamené, Ze polynom

je celoc¢iselnym polynomem. Vhodny soucin takovych polynomi bude
tedy celociselny polynom, ktery bude obsahovat zcela libovolny (pfedem
predepsany) racionalni koeficient.

Zcela zakladni je klasifikace celoCiselnych polynomi, kterou v roce
1915 publikoval George Polya [12] a kterou formulujeme jako nasledujici
vétu. Véta ukazuje, Ze celo¢iselné polynomy P (x), k =0,1,2,. .., tvoii
béazi mnoziny vSech celoéiselnych polynomt.

Hlavni véta. Kazdy celociselng polynom P(x) stupné d lze jednoznacéné
vyjddrit jako celociselnou linedrni kombinaci polynomi @y (x), tj. ve tvaru

d
P(z) = a10®o(2) + az0®1 () + - + aar10Pa(z) = Y ar10P:(@).
t=0

Drikaz plyne ihned z tvrzeni 1 aplikovaného na diferenénich trojuhelnicich
Ti0a+1 a Ti1 441, které jsou uréeny hodnotami aq, = P(t) pro t =
=0,1,2,...,d+ 1.

4) Napiiklad (%) je realné &islo @
= %(17%)27é v bodé z = 7.

, tj. hodnota kvadratického polynomu y =

50 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

r--1-—-----------=--=-=-=-- P
| ai0 | ai1 airz -+ A1d-2 A1d-1 Aaid., a1d+/1/
7
| | ~ Ve
g 7
I azo | a2, azz -+ @2d-2 QA2d-1, az24d -
| | s s
Ve 7
| | e
| as o | as 1 agz -+ @3d-2 ,43d-1 ~
7 7
| | 7 7
7
T10 at1 ! [ -
& Ty a41 = : : e
ad-10'a@d-11 Qad-—12 ,
| | . s
4 s
| | s ~
ado ad1, adz,
| | P
7
| Ié/ -
a s
| 8d+1049d+11
| 7 -
i< s
[ P4
( s
7
| s’
7
L

Obr. 6. Diferenéni trojahelniky T1g g+1 @ T3 g41, kde a1+ = P(t)

Tvrzeni 1 zarucuje vyjadreni

d
P(z) = ar11®(x — 1), (11)
t=0

odkud posunutim proménné x dostavame

d
P(z) =Y a1 0®(x). (12)
t=0

Jednoznacénost tohoto vyjadieni muzeme dokazat indukei vzhledem ke
stupni polynomu. Nejvyssi koeficient adgll =
Stupeni polynomu

urcuje jednozna¢né ¢len aq41 o.

d—1
Q(x) = P(z) — agp1 0®a(x) = Y a1 0®4(x) (13)
t=0

se snizil a tedy jeho vyjadient ve tvaru (12) je jednoznacné.
MiuZeme jesté dodat, Ze absolutni ¢len polynomu P(x) je ve vyjadieni
(12) trivialng a; o, zatim co ve vyjadfeni (11) je roven Zfzo(fl)tatﬂ 1.
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Definujeme-li Py(z) = P(x) a P(z) = P—1(z + 1) — Po_1(z) pro
t=1,2,...,d, vidime, e stupef polynomu P;(z) je d —t a jeho hodnoty
tvori v diferenénim trojthelniku fadek ¢ + 1.

Clanek zakonéime ilustraci popsanych fakt uzitim jednoduchého po-

lynomu
P(x) =2® — 32 + 1.

Tedy
Py(z) = P(z), Pi(x)=32> -3z -2, Py(z)=6x, Ps(z)=6.

Obr. 7 popisuje diferenc¢ni ¢tverce Sl —3, Sl 0, Sl 1a Sl 10-

P(-3) P(—1)P(0) P(1) P(2) P(4) P(6) P(8) P(10)
r—-——-=--- r-T—-————7= T- - - - - - - ----- TT T
|1 =53 —19 =3 1 -1 -3 1 17 51 109 197 321 487 701
[ |
34 16 4 -2 -2 4 16 ! 3¢ 58 88 124 166 214! 268
|
—-18 —12 -6 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 , 60
6

0

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
6 6 61616 6 616 6 6 6 6 6
| | |
| | |
| | |
| | |
0 |
| | |
| | |
I | |

[
[
[
[
[

000000:0
|
[
[
[
I

Obr. 7. Diferenéni ¢tverce S; _3,S10,S11 a S1 19

Pomoci téchto ¢tvercii dostavame nasledujici vyjadieni polynomu P(x):
P(x) = —53(5533) +34<x;“3> = 18(55;3) +6<x—;3)7
) () o) )

Pr) = <x81> 2<le> +6<x;1> +6(m;1>’

Pz) = 701(”3 _010) + 268<x B 10) + 60(I _210) + 6(”3 _310).
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Obecné tedy (uzitim diferen¢éniho ¢tverce S;¢) plati

Plz) = Py(t) <x0_t> +P) (“’l_t> + Po(t) (x;t> + Py(t) (””;t)

Ctenaii doporucujeme, aby si zvolil celo¢iselny polynom a vyjadril
ho ve tvaru linearni celo¢iselné kombinace funkei ®,(z), tj. uzitim baze
{®i(x) | t = 0,1,2,...}. Porovnejte své vypocty pro volbu polynomu
P(x) =% - 323 + o — 1.

Diferenc¢ni trojuhelniky Tip a T11 6 jsou

-1 -2 9 164 835 2754 7133
-1 11 155 671 1919 4379

12 144 516 1248 2460

132 372 732 1212

240 360 480

120 120

a tedy
P(z) = —(gé) - (f) 12 (g) +132 (g) + 240 (Z) 1120 (g) _
- —2(m81) +11<III> +144(x;1) n
+372<x;1> +360<x;1> +120<$;1).

Bohatstvi celo¢iselnych polynomu naznacuje téz jednoduchy fakt, kte-
ry zarucuje, zZe libovolnou kone¢nou posloupnost n ¢isel lze rozsifit na
aritmetickou posloupnost fadu < n — 1 (viz [6]). Prosté rozsitime dife-
ren¢ni trojtuhelnik Ty 4 ,, uréeny danou posloupnosti na diferenéni ¢tverec
tim, Ze v prislusném étverci definujeme a,1 = apo = -+ = apg = -+ -,
¢imz v prvnim fadku ziskdme aritmetickou posloupnost fadu < n — 1:

a:(a117a12,...,a1;€,...).

Tento fakt je v nékterych publikacich ¢asto nepochopen a v nékterych
vysvétlen (viz [8] a [IT]).
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Tlustrace nésledujici dlohy ukazuje, Ze feSeni muZze byt neocekivané:
Prodluzte Sesti¢lennou posloupnost (1,2,3,4,5,—277) na aritmetickou
posloupnost fadu pét. Nejprve zkonstruujme prislusny diferen¢ni troj-
thelnik

1 2 3 4 5 =277
1 1 1 1 —282 —-1414
0 0 0 —283 —1132 —2830
0 0 —283 —849 —1698 —2830
0 —283 —566 —849 —1132 —1415
—283 —283 —283 —283 —283 283

a odtud odvodme celoéiselny polynom

P(z) = (3381) + (”’:1) + (—283)(:6;1) —a+ (—283)<$;1) _

283 , 283 , 4811 , 4245 , 38711
——x + xr — x” + x° —

1200 78 24 8 60

= T + 283,
ktery splnuje

P(1)

I
“)—‘
o)
—
[\
S—
Il
vM
o)
—~
w
N~—
Il
\.OJ
Y
—
N
=
Il
N
o)
—
ot
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I
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(@]
N~—
Il
|
[\
\]
\]

a definuje aritmetickou posloupnost patého fadu.
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Parita kombinacnich &isel

O kombinac¢nich ¢&islech si muzete precist v Pozndmkdch o kombi-
nacnich cislech, posloupnostech, predevsim aritmetickijch, a polynomech.
Kombinaéni &isla a Pascaliv trojthelnik (definice viz ¢lanek O jednom
mytickém trojuhelniku) jsou bezednym zdrojem matematickych ofiska a
ty dnesni se tykaji parit kombina¢nich ¢isel. Nejprve si ukazeme, jak
Sikovné rozhodnout o tom, zda je dané kombinac¢ni ¢islo sudé ¢i liché.
Algoritmus se opira o nasledujici vétu, viz [I].

Véta 1. Pokud n je sudé a k je liché c¢islo, pak (Z) je sudé. Jinak platz’

n\ _ (ln/2]
(i) = (i) mea2
Diikaz nechame na ¢tenéfi, ale poradime, Ze se hodi nasledujici dva
vatay k() = n(;=}) a (n—F)(2) = n (")),
Priklad 1. Opakovanym vyuZivanim véty 1 uréime paritu (;g)
)=o) =() =)= =) =0 mod2,

tedy (;g) je sudé ¢islo.

Napovézme, Ze parita se velmi dobfe poéita, pokud uvazujeme bi-
narni zépisy ¢isel. Pf¥ipomenime, Ze bindrni zapis pfirozeného ¢isla n
je posloupnost (agag—_i ...a1ap), kde &islice ag,ay,...,aq € {0,1}, a
n=ag2%+a;_12%1+ ... +a12 + ay.

Pro ¢tenafe mame nasledujici dlohy:

o Dokazte, Ze v n-tém Fddku Pascalova trojihelniku je pocet lichijch
cisel roven 250 | kde s(n) je soucet ¢islic v bindrnim zdpisu ¢isla n.
Napitklad n = 5 = 22 + 1 m4 binarni zépis (101) a soucet ¢&islic
v ném je 2. Mezi kombina¢nimi ¢&isly (8) =1= (g), (i’) =5= (Z),
(g) =10= (g) jsou skuteéné 4 = 22 licha &isla.

Pro libovolné pfirozené ¢islo n ozna¢me jako e(n) maximalni mocninu

dvojky, kterou je n délitelné. Tedy pro n = 2" - £, kde £ je liché ¢islo, je
e(n) = r. Napiiklad 112 = 2% - 7, tudiz e(112) = 4.

1) Parita znamena sudost & lichost.
2)Dolni cela ¢ast realného &isla 2 se znadi |z] a je to nejvétsi celé &islo < x.
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e Necht n < 27. Dokaste, Ze e(n!) L%J L J + L%J +- 4 LQEJ
e Najdéte jednoduchy vztah mezi n, s(n) a e(n!).
) a

o Vyjddiete e ((})) pomoci s(n), s(k) a s(n — k).

Minule méli ¢tenafi za kol odpovédét na otazky tykajici se prameéri.
Zacneme s ulohou snazsi:

e Bezec ubehl pruni polovinu drdhy (400 m) primérnou rychlosti
10 km/h. Jakou primérnou rychlosti musi ubéhnout druhou po-
lovinu drdhy (tedy dalsich 400 m), aby primérnd rychlost celého
béhu byla dvojndsobnd, tedy 20 km/h?

Vysvétleme, Ze tloha nemé feSeni. Ozna¢me hledanou rychlost wvs.

Prameérna rychlost v je celkova draha s vydélené celkovym ¢asem ¢. Pro
celkovy cas plati

s/2  s/2
T
10 + V2 ’
tudiz
t = 20t = 20 + + 10s
S =v0 = = _ =S R
20 (%)

Vidime, Ze rychlost vy splhujici takovou rovnlci neexistuje. (Ani rychlost
svétla by bézci nestacila, aby dosahl primérné rychlosti 20 km/h.)

Regenf néasledujici t€z8i tlohy je vénovan samostatny ¢lanek v tomto
¢isle Primérnd vzddlenost dvou bodi ma kruznici na str.

e Urcete primérnou vzddlenost bodi na kruznici.

Na zavér tloha nematematicka:

o V cestiné pouZivdme termin primeér pro pruméry aritmetické, geo-
metrické apod., ale také pro priumér kruznice. V anglictin€ se stejnd
slova nepouzivaji (mean vs. diameter). Pro¢ zvolila cestina stejnd
pojmenovani?

Bohuzel piesnou odpovéd zatim nezname. Podle Ustavu pro jazyk
Cesky se obcas stane, Ze i dva objekty, které souviseji jen vzdalené, jsou
pojmenovany stejné. V tomto piipadé je moZzné onou vzdalenou sou-
vislosti fakt, ze pramér kruZnice je dvakrat vzdalenost bodu kruznice
od stiedu, a pramér aritmeticky, geometricky apod. vyjadiuje typickou,
stredni hodnotu.
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Mérime Coriolisovu silu ve vytahu a v letadle

Karel Rauner, Prestice

Coriolisova sila je ve fyzice Popelkou. Asi nejvétsi pfi¢inou toho je, ze
je to sila setrvacna, kterd — stejné jako odstiediva sila — méa piivod nikoli
v pusobeni dalsiho télesa, ale v neinercialité soustavy. Coriolisova sila
vznika pii pohybu télesa v soustavé rotujici. V mnoha uéebnicich, a to
i vysokoskolskych, zcela chybi, jinde jsou o ni jen zminky spolu s jejimi
dusledky. Nejcastéji se zminuje opotfebeni kolejnic, vymildni bieha fek
a staeni vétrid. Popularni je i Sarlatanské vypousténi vody z nadoby
pobliz rovniku.

Vétsinou se uvadéji priklady ptsobeni Coriolisovy sily pii pohybu té-
lesa polednikovym smérem. Na internetu jsou casté polemiky o tom,
ktera kolejnice se vice opotifebuje a na kterou stranu castéji vykoleji
vlaky. I bez znalosti vzorce pro Coriolisovu silu lze dojit ke spravnému
zévéru jednoduchou tivahou. Pokud jede vlak na severni polokouli na se-
ver, musi snizovat rychlost, kterou mé ve sméru na vychod vlivem rotace
Zemé. Logicky na néj musi pisobit odpovidajici silou prava kolejnice. Pti
pohybu ze severu na jih se naopak musi vlak roztacet na vétsi rychlost,
opét na néj proto silové piisobi prava kolejnice. Na jednokolejné trati,
kde jezdi vlaky po stejnych kolejich stejné ¢asto obéma sméry, je tedy
opotiebeni obou kolejnic stejné. Na dvojkolejnych tratich, na kterych se
jezdi vzdy po stejné strané (vétsinou vpravo, v nékterych statech vsak
vlevo) se vzdy vice opotfebuje prava kolejnice pfi pohledu ve sméru jizdy.
Stejnou tvahou dojdeme k tomu, Ze na jizni polokouli je tomu naopak:
vice se opotfebuje leva kolejnice.

Mnohem méné se uvadéji dusledky Coriolisovy sily pii pohybu rov-
nobézkovym smérem. Pfitom lze smér pusobeni Coriolisovy sily zjistit
opét prostou tvahou. Pohybuje-li se téleso ze zapadu na vychod, jeho
rychlost se pric¢itd k obvodové rychlosti rotace Zemé a ptisobi na néj
vétsi odstrediva sila. Coriolisova sila bude proto pusobit nahoru, téleso
bude ,,nadlehéovat®. P#i pohybu opaénym smérem se bude odstfediva
sila snizovat, Coriolisova sila ptsobi dola.

Zkusime v nékolika ptikladech Coriolisovu silu vypocitat a zjistit, zda
by se nedala jednoduchym pokusem méfit. V soustavé rovnomérné rotu-
jici ithlovou rychlosti & ptasobi na hmotny bod s hmotnosti m pohybujici
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se v soustavé rychlosti ¢ Coriolisova sila

ﬁ C = —2m - X .

Vzhledem k tomu, Ze u Zemé méa & smér zemské osy a mifi na sever,
lze jednoduchou analyzou vektorového soucinu potvrdit vSechny uvahy
provedené v predchozim textu. Protoze velikost thlové rychlosti Zemé
& je

rad-s™! =7,292.107° rad -s7 1,

kde ¢islo 86164 je délka hvézdného dne v sekundéach (perioda rotace
Zems), je velikost Coriolisovy sily p¥i malych rychlostech pomérné mala.

Vzhledem k tvaru vektorového soucinu je zifejmé, ze Coriolisova sila
je nejvetsi, je-li vektor rychlosti kolmy k vektoru &. To plati jednak pfi
pohybu po rovnobézce, jednak pfi pohybu kolmo k zemské ose. Nejjed-
nodussim piipadem pohybu kolmo k ose je pohyb vytahu na rovniku.
Zkusme, jakou moZnost bychom méli Coriolisovu silu (pfipadné zrych-
leni) mé&fit v takovém vytahu. Nejrychlejsim vytahem v soucasnosti je
rychlovytah ve vyskové budové v Sanghaji. Vytah se v této budové,
vysoké 632 metri, pohybuje rychlosti 73,8 km/h. Velikost Coriolisova
zrychleni je

73800

=2wv=2-7,292-107° -
ac wv 7,29 0 3600

m-s 2 =0,003m-s 2.
Kdybychom tedy chtéli zmétit Coriolisovo zrychleni kyvadlem s délkou
1 metru, jeho dolni konec by se vychylil ze svislého sméru o

0,003 m-s—2

1 .
000 mm 078 m 52

= 0,3 mm.

2 na rovniku. Je

Cislo 9,78 je ¢iselna hodnota tihového zrychlenf v m-s~
tedy ziejmé, ze takto Coriolisovo zrychleni zméfit nelze.

K dosazeni méfitelnych hodnot je tfeba podstatné zvysit rychlost. Na-
lézt soustavu, ktera se pohybuje kolmo k zemské ose velkou rychlosti, se

nam ale nepodafi Proto je tfeba vyuzit pohybu po rovnobézce, ktery

DStartujici rakety sice dosahuji velké rychlosti, nepohybujf se ale ve svislém sméru,
vétsinou se staci k vychodu. Navic rozhodné nelze povazovat startujici raketu za téleso
pohybujici se rovnomérné. I moznosti experimentatora dostat se na takovou raketu
jsou velmi omezené.
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vykonévaji letadla pii letu ve sméru zapad—vychod a vychod—zépad.
To, Zze pfi téchto pohybech se méni tihové zrychleni, je znAmo pomérné
dlouho. Jiz koncem devatenéctého stoleti se pfi vypravach lodi, které
mély mapovat tihové zrychleni v Atlantickém oceanu, zjistilo, Ze se pii
pohybu lodi riiznym smérem tihové zrychleni méni. To vysvétlil madar-
sky §lechtic a fyzik Lorand E6tvos. Podle néj je jev také nazvan: E6tvosiav
jev. Prispévek Coriolisovy sily k tihovému zrychleni je dan vztahem:

ac =—2-W X V.
P¥i pohybu po rovnobézce je svisla slozka tohoto zrychlent
ac = F2wv - cos,

kde thel 9 je zemépisna Sitka a v velikost rychlosti ve sméru rovnobézky.
Znaménko + znamena, Ze se toto zrychleni pri¢ita k tfhovému zrychlent
v klidu a plati pro pohyb vychod—zapad. Znaménko — plati pro pohyb
zdpad—vychod a znamena to, Ze se o tento piispévek tihové zrychleni
proti klidovému snizuje. Orientace vektort je naznacena na nésledujicim
obrazku. Na nich znaci symbol ©® vektor kolmy k nakresné a mifici z ni

ven, symbol ® vektor kolmy k nakresné a mifici dovnitf.

osaZemé | osa Zemg

pohyb zapad—vychod, pohled z po-  pohyb zédpad—vychod, pohled z po-
lednikové roviny prochézejici pohy-  lednikové roviny o 90° zapadnéji
bujicim se bodem
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osa Zemé | osa Zemé

rovnik

pohyb vychod-zapad, pohled z po- pohyb vychod—zapad, pohled z po-
lednikové roviny prochéazejici pohy- lednikové roviny o 90° zapadngji
bujicim se bodem

V dosavadnich tvahach se nepocitalo s odstiedivou silou, ktera vznika
pfi vodorovném pohybu i nad nerotujici Zemi. Oznacime-li velikost rych-
losti v polednikovém sméru u, velikost rychlosti ve sméru rovnobézky v
a polomér Zemé R, je pfidavné odstfedivé zrychleni, které vzdy klidové
tihové zrychleni sniiuje

v2—|—u2
R

Celkova svisla slozka piidavného zrychleni, tvofena Coriolisovym a
odstfedivym zrychlenim bude tedy

Ao =

v? 4 u?
R
Vyhodnotime moznost méfeni v letadle. Pro jednoduchost budeme

predpokladat, ze letadlo leti nad rovnikem (¢ = 0) rychlosti 1000 km /h.
Pak

ap = £2wv cos v —

106
co——— I
3600

2)Dosadime-li za vyslednou rychlost 1. kosmickou rychlost: 7,9 km/s, vyjde toto
zrychleni 9,78 m/s2, co# je rovno tihovému zrychleni, t&leso by uz letélo tésné nad
zemi.

ac = +2-7,292.107° s72 = 40,0405 m-s~2.
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Znamena to, ze tthové zrychleni v letadle leticim nad rovnikem stalou
rychlosti 1000 km/h v konstantni vy3ce bude 9,82 m-s~2 pii letu na za-
pad, 9,74 m-s~2 pii letu na vychod. Pokud by se v takovém letadle vazil
¢lovék, kterému by vaha v klidu na letisti ukézala hmotnost 100 kg, vaha
by pfi letu na zédpad ukazala 100,4 kg, pfi letu na vychod jen 99,6 kg. Je
ziejmé, ze digitalni osobni vahy, které maji rozliSovaci schopnost 0,1 kg,
by tento rozdil ukazaly i ve vétsich zemépisnych §ifkach. Zvidavému ex-
perimentalnimu fyzikovi 1ze pak doporucit, aby si do letadla bral osobni
vahu. Neni ovSem vylouceno, Ze svou ¢innost bude marné vysvétlovat
ostatnim cestujicim. Pokud bychom poc¢itali ze vztahu pro a,, budou
uvedené tdaje pii a, = (+£0,0405 — 0,0121) m-s~2 rovny 100,28 kg a
99,47 kg.

Eo6tvosiv jev ma ale i praktické disledky. Letadlim leticim po stejné
trase trva let smérem na zapad delsi dobu nez na vychod, i spotfeba pa-
liva je vétsi. Naptiklad pfimy let Mnichov—New York trva u jedné letecké
spole¢nosti 9 hodin 10 minut, zpatec¢ni let stejnou spolecnosti jen 7 ho-
din 35 minut. Samozi'ejmé je tento rozdil ovlivnén i pfevladajicimi sméry
vétru v letové Vyéc prispévek Coriolisovy sily vSak neni zanedbatelny.

Poznamka.

Mozn4, Ze nékoho napadne, Ze ve vztahu pro a, chybi odstiediva
sfla, ktera ptisobi na hmotny bod, ktery je v klidu a je pouze unasen
obvodovou rychlosti rotace Zemé&: a,x = w?Rcosv. Toto zrychleni ma
smér kolmy k zemské ose, jeho svisla slozka je a,; = w?Rcos? ¥ a miii
nahoru. Toto zrychleni je ale jiz zahrnuto v tihovém zrychlen{ a je jednou
z pri¢in, pro¢ je na rovniku mensi tithové zrychleni nez na poélu. Rozdil
zpusobeny odstiedivou silou je roven

o1 = w?R=(7,292-107°)?-6,378 - 10° m-s72 = 0,034 m s~ 2,
rozdil tthovych zrychleni na pélu a na rovniku je vSak
9,832 m-s72—9,780 m-s 2 = 0,052 m-s .
Je vidét, ze vyrazny vliv mé i zplo$téni Zemé: na po6lu by byla vzdalenost
motské hladiny od stfedu Zemé 6 357 km, na rovniku 6 378 km. Vzhle-

dem k tomu, Ze Zemé ma slozity tvar a ani rozlozeni hmoty neodpovida
homogenni kouli, nelze tento vliv jednoduse vypocitat.

3)Na této trase vane v letové vySce pravidelné zapadni vitr.
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Coriolisova sila — jeji odvozeni

Pavel Pokornyg, VSCHT Praha

Nasim cilem je ukézat, Ze v soustavé rovnomeérné rotujici thlovou
rychlosti & pusobi na hmotny bod s hmotnosti m pohybujici se v této
soustavé rychlosti v Coriolisova sila

FC:Qm’UX(ﬁ.

Uvazujme pohyb hmotného bodu o hmotnosti m v roviné v inerci-
alni vztazné soustavé, ve které polohu bodu vyjadfime komplexnim Cis-
lem r;. Ozna¢me ¢éarkou derivaci podle ¢asu t. Uvazujme déle v této
roviné neinercialni vztaznou soustavu, ktera se otac¢i vuci inercialni sou-
stavé konstantni tthlovou rychlosti w v kladném sméru, tedy proti sméru
hodinovych rucicek. V ¢ase t jsou tyto dvé soustavy vzajemné otoeny
o thel wt. Polohu bodu v rotujici soustavé ozna¢me komplexnim ¢&is-
lem 7. Otoceni o thel wt 1ze v komplexni roviné vyjadiit vynasobenim
komplexnim ¢islem

et = cos(wt) + isin(wt),
kde ¢ je imaginarni jednotka. Tedy
r; = rgpe’t.

Derivaci podle ¢asu ¢ dostaneme rychlost a druhou derivaci dostaneme
zrychleni

! dwt . iwt
rp =rge" " +iwrge

1 _iwt

] = et 4+ 2iwrje™t ¢

— w?rpeit.

Po vydéleni vyrazem ™! vyjadiime

= e — wrty + wirg.
Zde prvni ¢len je zrychleni zptisobené vnéjsi silou F7r, ktera udéluje zrych-
leni

Z Fr
TI = —
m
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v inercialni soustavé a tedy zrychleni r/e~ ™! v neinercialni soustavé.
Druhy ¢len —2iwr’, je pravé Coriolisovo zrychleni, které odpovida zdan-
livé Coriolisové sile

Fo = —2iwvm,

kde v = 7 je rychlost v neinercialni soustavé. Nasobeni komplexnim
Cislem —i znamend, ze Coriolisova sila pusobi doprava kolmo na smér
rychlosti. A posledni tieti ¢len w?rg je odstiedivé zrychleni.
Oznac¢ime-li & vektor ve sméru osy otaceni podle pravidla pravé ruky
o velikosti thlové rychlosti w a ¥ vektor rychlosti v rotujici soustavé, pak
Ize v 3D prostoru vyjadiit Coriolisovu silu pomoci vektorového soucinu

FC:QWHX&.

Gaspard-Gustave de Coriolis (1792-1843), zdroj: wikipedia
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Pro¢ umélé druzice nepadaji na Zemi.
Anebo padaji?

Veéra Krajéovd, Jan Vesely
FJFI CVUT v Praze — Planetdrium Praha

Mozna jste neddvno zaznamenali v médiich ¢lanek o tom, Ze druzice
prazského planetaria Planetum 1 shotela v atmosféte. A to i se sklenénym
Hurvinkem, ktery ji ,pilotoval“. Druzice typu cubesat byla vypuSténa
na obéznou drahu 25. kvétna 2022 raketou Falcon 9 z Floridy a obihala
Zemi, a to z poc¢atku ve vySce pies 520 km rychlosti pires 27 000 kilometra
za hodinu. Pivodné se pfedpokladalo, Ze bude druzice ,,zit* az deset let,
ale diky zvySené slune¢ni aktivité v poslednich letech, doslo k rychlejsimu
zpomalovani druZice, a tim i k urychleni jejiho zaniku v atmosfére.

Obr. 1: Druzice Planetum 1. Zdroj: https://www.planetum.cz/druzice-
planetuml/fotogalerie/

Totiz kdyz je slunecni aktivita vysoka, zvySuje se intenzita solarniho

vétru, coz vede k expanzi zemské atmosféry, pfedevsim jeji ionosféry.
Tato expanze zptsobuje vétsi tfeni mezi atmosférou a druZicemi, které
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obihaji na nizkych orbitach. Vétsi odpor atmostéry zpomaluje druZice a
zpusobuje, Ze jejich obézna rychlost klesa.

Dva roky po startu v kvétnu 2024 Planetum 1 klesla na vysku 450 km.
Do konce fijna klesla o dalsich 100 km a v patek 29. listopadu okolo
13 hod. shotela v atmosfére nékde nad Malajsii. Resp. klesla pod 150 km,
coz se poklada za definitivni konec druZice. ProtoZe druZice uz néjakou
dobu nevysilala radiovy signal, neni mozné urcit jeji konec presné.

Apogee, Perigee, Eccentricity [GP]
52738/PLANETUM]1 [D]

Zoom 1m 3m 6m YTD 1y 2y Al 2022 Jun 03 = 2024 Nov 29

i

Perigee

Altitude (km)

2022 Ser 2023 Jan 2023 May 2023 Sep 2024 Jan 2024 May 2024 Sep
Date/Time (UTC)

— Apogee — Perigee -+ 200 km — Eccentricity

Obr. 2: Vyvoj parametri orbity druzice Planetum 1. Modfe je vyzna-
Gena vysSka apogea, Cervené vyska perigea a zelend excentricita (obrazek
ze dne 1. 12. 2024). Zdroj: https://celestrak.org/NORAD/elements/graph-
altitude.php?CATNR=52738

Mezinarodni vesmirna stanice ISS (International Space Station) je
také druzici Zemé. Obiha ve vySce priblizné 400 km. K tomu, aby se
neztitila na povrch Zemé, se musi pohybovat dostateéné velkou te¢nou
rychlosti.

Na stanici pusobi gravitacni sila. Kdybychom ji neudélili zadnou tec-
nou rychlost, ISS by prosté volnym padem spadla na Zem. Stanice se
pohybuje po mirné eliptické trajektorii, kterou pro jednoduchost budeme
povaZovat za kruhovou. Gravitace predstavuje dostredivou silu

F,=F,
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tedy

Mm v2
:m—,
r

G

r2
kde G = 6,67 -107'* N-m?2 -kg 2 je gravitacni konstanta, M = 5,972 -
-10%* kg je hmotnost Zemé, 7 je vzdélenost ISS od stfedu Zemé (uva-
zujeme stfedni polomér Zemé 6371 km plus 400 km nad Zemi, coz je
6771 km) a m je hmotnost ISS (kterou ale k vypo¢tu znat nemusime,
protoZe se na obou stranach rovnice vykrati). Z tohoto vztahu si vyjad-

fime rychlost
M
v=14/G—
r

2102
v = \/6,67 10711% m'Sil = 7670 m-sfl.

a dosadime

o Mezindrodni vesmirna stanice (ISS) - stfedni vyska v km

421

420

419

418

417

416

415

414

413

412

12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
2023 2024

Obr. 3: Orbitalni vyska vesmirné stanice ISS (obrazek ze dne 1. 12. 2024).
Zdroj: https://heavens-above.com/IssHeight.aspx?1lat=0&lng=0&loc=
Unspecified&alt=0&tz=UCT
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Kdyby se stanice pohybovala tésné pii povrchu Zemé, méla by jeji
kruhové rychlost velikost 7,9 km/s. Tuto hodnotu nazyvame 1. kosmic-
kou rychlosti. ISS tedy obih& po své orbité 400 km nad Zemi rychlosti
7,7 km/s. Kdyby nebyl vzduch, trajektorie ISS by se sama od sebe ne-
ménila. ProtoZze v této vysce pfece jen néjaké ¢astice vzduchu jsou, ISS
se o né brzdi a kazdy den klesa o cca 100 m. Proto je tfeba, aby si sta-
nice svoji rychlost a tim i vy$ku nad Zemi v praméru dvakrat do mésice
raketovymi manévry zkorigovala. Kdy k tomuto ,,pSouknuti“ asi dojde,
miizeme odvodit z grafu, ktery znazoriiuje orbitalni vysku ISS v priabéhu
roku.

Dané kruhové rychlosti odpovida i doba obéhu druzice okolo Zemsé.
Pro rovnomérny pohyb pro kruznici plati

2nr
V=7,

T
kde T je pravé obézné doba, respektive perioda. Odtud

o
v
a po dosazeni
21+ 6771 - 103
= ——————s=5545s.
~670 s=05b45s

ISS tedy vykona jeden obéh okolo Zemé za 92 minut. Astronauti Zijici
na stanici zaziji kazdy den 16 vychodu a zapadu slunce, protoze ale travi
vétsinu Gasu v prostoru bez oken, vétSinu z nich nevidi!

Jak je to s Hurvinkem a ISS uZ vime, ale co Mésic? Pokud vas to
zajimé, podivejte se napiiklad na rozhovor Jana Slégra z Ptirodové-
decké fakulty Univerzity Hradec Kralové pro Cesky rozhlas https://
hradec.rozhlas.cz/otaceni-zeme-se-zpomaluje-protoze-mesic-se-
od-nas-vzdaluje-rychlosti- jakou-8154065.

Literatura

1| https://www.esa.int/Science_Exploration/
P P
Human_and_Robotic_Exploration/International_Space_Station/
Where_is_the_International_Space_Station

[2] https://www.esa.int/Science_Exploration/
Human_and_Robotic_Explorat ion/Internat ional_Space_Stat ion/
Where_is_the_International_Space_Station
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E-MANUEL - online ucebnice fyziky

Veéra Krajéovd

Fakulta jadernd a fyzikdlné inZenyrskd CVUT v Praze

Pokud studujete nebo uéite fyziku na stfedni Skole, urcité jste se aspon
jednou dostali do situace, kdy jste méli chut se podivat do ucebnice,
abyste nasli odpovéd na néjaky fyzikalni problém. Jesté nedavno bo-
huZel nebylo moc mezi u¢ebnicemi na vybér. V podstaté jedinou kom-
pletni ¢eskou ucebnici fyziky pro stfedni skoly byla sada nakladatelstvi
Prometheus. Ta se pouziva s mensimi tpravami uz od 90. let 20. stol.
Problémem je, Ze ne kazdému tato sada vyhovuje. Tim nechci ¥ict, Ze je
Spatnéa. Ale je potieba alternativy.

Pred rokem jsem poprvé narazila na online ucebnici fyziky pro gym-
nazia E-MANUEL (www.e-manuel.cz)). Tento poeticky nazev, pfi kterém
si asi okamzité vzpomenete na vecernicek Makova panenka, vychézi ve
skute¢nosti z francouzského slova manuel de physique, tedy ucebnice
fyziky. Nezapfe tim své tvirce, coz jsou ulitelé na francouzském gym-
néziu v Brné. Uéebnice jako takova vychazi pravé z vyuky na francouz-
skych gkolach, ktera je vice mezioborova, predevsim propojena s chemii.
A pfedpona e-?7 No piece elektronicka, volné dostupna komukoliv a od-
kudkoliv, z pocitace, tabletu nebo i z mobilu.

E‘-MANUEL

Zagnéte zde

Po ptl roce prace s uéebnici e-manuel musim ¥ict, Ze jsem nadSena.
Logické ¢lenéni kapitol, které jsou fazené jinak nez v ¢eskych ucebnicich,
i pruchod u¢ivem mi naprosto vyhovuje. Libi se mi i ¢lenéni kapitol na
motivaci, vyklad, cvi¢eni a praktika. Sama pouzivam prvni dveé ¢asti. Ob-
sahuji kvalitni fotky k uvedeni do problému i pékné zpracované a nazorné
grafy. Libi se mi také interaktivni otazky, anebo tieba videa nato¢ena
ve spolupréaci s pfirodovédeckou fakultou Masarykovy univerzity v Brné.
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Je na nich vidét, ze protagonisté Bara Mikulecka a Vojtéch Hanak maji
s popularizaci védy velké zkuSenosti a Ze je natac¢eni muselo hodné bavit.

Jediné, co brani praci s ucebnici v hodinéch fyziky, je jeji pomérné
dlouha odezva, na coz je potieba si zvyknout. I kdyZ se snad jiz pracuje
na zlepSeni.

Online uéebnici e-manuel mizu kazdému z vas doporucit. Tteba k pro-
cviceni uc¢iva, douceni se latky nebo tieba i k zadjmovému ¢éteni. Co by
vSak o ni fekli samotni autofi? Cituji: ,,Chtéli bychom, abyste fyziku
délali, ne se o ni jenom ucili.“

Autory le-manuela Mirka Kuberu, Vojtu BeneSe (oba z GML Brno)
a Tomé4se Necase (Jaroska Brno) jsem pozadala o kratky rozhovor.

Véra: Co bylo uplné pronim impulzem k tvorbé vasi ucebnice fyziky?
Mirek: Nespokojenost s aktualnimi stfedoskolskymi u¢ebnicemi fyziky.
Tim, Zze s Vojtou u¢ime na bilingvnim gymnéziu a pouzivime ptvodni
francouzské ucebnice, nadm bylo jasné, ze ¢eské uéebnice nemohou nikoho
bavit. K informacim se v nich dostanete, ale ta formal

Vojta: Z bilingvy jsme zvykli neustéle vyhledavat materidly v rtznych
zdrojich a pfi vyuce je kombinovat. Je to nékdy ale opravdu unavujici.
Kazdy material mé jiny format. Chtéli jsme vytvorit ucebnici, ktera by
spliiovala nejenom nase fyzikalni naroky, ale také estetické.

1. 0d atomil po galaxie Motivace | Vyklad  Cviceni  Praktika

ACCVER STl truktura hmoty  Vesmir  Védecky zapis cisel

1.11 - Alessandro Volta predstavuje svij elektricky &lének Napoleonovi.
Zdroj

V éem je e-manuel opravdu jing neZ klasickd ceskd ucebnice fyziky?

Tomas: Predevsim svou koncepci. Necekejte stejné ¢lenéni kapitol jako
v béznych ucebnicich. I kdyz v né€kterych ¢astech je vyklad pomérné kla-
sicky, ovlivnéni francouzskou a anglickou literaturou je pomeérné silné.
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Mirek: Ano, moc se nam libi motiva¢ni a piipravné aktivity. Mensi ex-
perimenty, kratké ¢lanky, které vas uvedou do tématu dané kapitoly.
Vojta: A nezapomen na praktika. Kazda kapitola obsahuje provéfené
navody na zakovské laboratorni experimenty. VSechny vychézeji z nasi
kantorské praxe a jsou provéreny.

Mirek: Velka odlisnost od ¢eskych ucebnic je také v tom, Ze se k jednomu
tématu, tfeba k mechanice nebo elektfing, vratime v pribéhu celého
cyklu vicekrat. Uceni je pestiejsi, protoze stfiddme témata a vracime se
k nim s lep§imi matematickymi nastroji. To mi vzdycky na francouzském
programu vyhovovalo. Tam je to krasné vyladéné!

Pri prdci s ucebnict velmi oceniuji grafy, které jsou prehledné a velmi
ndzorné. Z jakyjch zdroji jste vychdzeli?

Mirek: Veskeré ¢iselné hodnoty, at uz se jedna o ukézku ve vykladu nebo
v praktickém cvic¢eni vychazeji z redlnych hodnot naméfenych piimo
uciteli nebo odborniky ve védecké praxi, pokud to neumoziuje technické
vybaveni Skolni laboratofe. Nesnasim, kdyz méam s zaky zkoumat jev,
jehoz znazornénim je linearni funkce a v8echny naméfené body lezi na
proloZené piimce. Méfil ten autor nékdy se studenty?!

Vojta: (smich)
zat. (GW)

8 |
7
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20.35 — Zatizeni elektrické sité CR v typickém vSednim dni.
Jak dlouho trvala samotnd tvorba a je tento proces uz ukondcen?

Tomas: Samotné tvorba trvala tfi roky, naSe prace byla podpofena gran-
tem ministerstva 8kolstvi. To ndm umoZnilo zaplatit externi odborné
pracovniky: grafiky, programatora, fotografa, ...

Vojta: Velmi nas bavilo vymysleni videi na tvod kapitol. Maji zaujmout,
navnadit ke studiu daného tématu. Nase role byla urcit smér a pak jsme
tvorbu této ¢asti svérili zkuSenym tvirctim z Masarykovy univerzity.
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Mirek: Nezapominejte, Ze jsme koncept méli napsany jiz asi osm let
pred vlastni tvorbou. Celou tu dobu jsme marné shanéli financovani!
V okamziku, kdyZ jsme to vzdali a chtéli psat .do Supliku®, nés jesté
popostréil kolega ze 8koly, abychom zkusili dalsi grant. Ten vySel a my
se mohli vénovat predevsim tvorbé fyzikdlniho obsahu.

Tomas: Ano, mas pravdu. Mohli jsme tak rovnou zacit pracovat na nasich
kapitoléach.

Jste spokojeni jako autofi se svym dilem? Resp. udélali byste dnes néco
v ucebnici jinak?

Mirek: J& ano. Jsem rad, Ze jsme ji dotahli do ispésného konce a Ze dnes,
kdy po nékolika letech opét u¢im v ¢estiné, ji mohu naplno pouzivat.
Ob¢cas dokonce myslim, ze bychom ji méli prelozit do francouzstiny.

Vojta: To by se nam dost hodilo, ale kde na to najit ¢as?

Tomas: Dali jsme si od tvorby trochu pauzu, s ucebnici pracujeme a
sbirame napady, jak ji upravit, co zmeénit. Vétsinou jde o drobnosti, které
lze snadno opravit. Co bychom dnes udélali jinak? Mozna jsme méli vice
zkratit vlastni vykladovy text. Jako autofi jsme se nedokazali vyrovnat
s tim, Ze na netu se ¢te trochu jinak nez na papife. Kratsi vyklad by
ucebnici asi slusel vice.

Mdte néjaké vize, co bude s ucebnici ddl?

Vojta: Chtéli bychom ji pFedev§im udrZet ve formé. Aby byla neustéle
dobie dostupné, o problémech s na¢itanim vime a snazime se to vyfesit.
Musi byt stale aktualni, odpovidat naSemu poznéni, takze kdyz uvidime,
7e néco nevyhovuje, mizeme to zménit. Elektronicka verze nam to dobfe
umoziluje.

Tomas: Cela ucebnice pokryva tiilety zakladni cyklus fyziky pro stfedni
skolu. Mame par napadi na témata, kterd by slusela vybérovému semi-
nafi pro studenty, ktefi se rozhodnou z fyziky maturovat nebo tieba ji
studovat na vysoké skole. Uvidime, zda si na ni najdeme ¢as. Chut by
byla.

Mirek: J& bych si pral jesté vice propojit fyziku s matematikou. Aby
program vyuky matematiky a fyziky na stfedni Skole na sebe co nejvice
navazovaly, respektovaly se. Matematika je pro nas fyziky nastrojem ke
zkoumani né¢eho krasného. Nemohu vSak at uz v matematice nebo ve
fyzice pfedbihat mysleni zakt. Pro nékteré matematické koncepty prosté
musi dospét.
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