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Nehrajte si se sirkami

Jan Autor, Ustav UK, Praha

Abstract. The article presents a mathematical game theory which is a sim-
plified version of Marienbad game. This version of the game is played only
with two heaps of matchsticks and under slightly modified rules.

V ¢lanku [1] o hie marienbad jsme popsali strategii hry, v niz dva
soupefi stiidavé odebiraji sirky z hromadek, pficemz prohrava (nebo
podle jiné varianty vyhrava) hrac, na ngjz jiz zadn4 sirka nezbude.

Teorie tykajici se hry

Oznaceni zvolime obdobné jako posledné, tj. kazdou herni situaci po-
piSeme neusporadanou dvojici (x;y), kde z,y € Ny a tyto proménné
znaci aktualni pocet sirek na hromadkach. Podle definice je prohravajici
situaci (0; 0). Z pravidel hry dale plyne, Ze vyhravaji vSechny pozice typu
(x;0) a (z;z), kde x > 0.

Tab. 1 nazna¢i metodu, jak hledat dalsi prohravajici (L) a vyhréavajici
(W) situace. Tabulku muzete vlozit i s vyuzitim prostiedi table.

Zaméime se tedy pouze na prohravajici dvojice, v nichz je x < y. Zde
nalezené prohravajici dvojice tvofi posloupnost se ¢leny L, = (x,;yn)
pro n € Ny, kde (z,,) a (y,) jsou zjevné rostouci posloupnosti, pro néz
z konstrukce plyne

nebot po nalezeni prohravajici dvojice L,,_1 je v uvazované ¢ésti tabulky
oznaceno jako vyhréavajici n diagonal. Prozatim jsme nalezli tyto prohra-
vajici dvojice: (0;0), (1;2), (3;5), (4;7), (6;10), (8;13).
Omezme se nyni na mnoZinu pfirozenych ¢isel (bez nuly) a zavedme
mnoziny
X:{l‘l,l‘g,...}, Y:{yl,yg,...}.

Ukazeme, Ze tyto mnoziny tvoii disjunktni rozklad mnoziny pfirozenych
Cisel, tj.
XUY=N a XNnY=0.
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Tabulka 1: Jak hledat dalsi prohravajici (L) a vyhravajici (W) situace

Hodnota | Pocet prvocisel s danou | Porovnani hodnot ze druhého
tes(p) hodnotou tes(p) sloupce v procentech

1 39158474 100

2 39160023 100.0039557

3 1 *

4 39158782 100.0007866

5 39158600 100.0003218

6 0 0.

7 39158653 100.0004571

8 39159690 100.0031053

9 0 0.

Tab. 2
27 Stojime tedy pied tkolem, jak algoritmizovat konstrukci mnozin X

28 a Y, jinymi slovy jak rozdélit mnozinu p¥irozenych ¢isel na 2 disjunktni
20 rostouci posloupnosti (z,,) a (y,,) spliujici vztah (1). K tomu tcelu nej-
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prve dokdzeme jeden pomocny vztah. Pro vSechna n € N totiz plati
Yn = Tg,, + 1, (2)

Diikaz. Zvolme pevné n&jaké n a uvazujme mnozinu {1,2,...,y,}. Jeji
podmnozina {y1,y2,...,yn} ma n prvka, zbyvajici prvky pat¥ mno-
7ind X. Av8ak vzhledem k (1) je téchto prvka y, — n = x,, jde tudiz
o mnozinu {1, %2, ..., 2y, }. V disledku (1) dale plati

Yn = Yn—1=2Tp —Tp-1+12>2.

Mezi y,,—1 a y,, tedy musi leZet alespon jeden prvek mnoziny X. Vzhledem
k monotonii posloupnosti (x,) je nejvyssi z nich roven z,, .
Spojenim (1) a (2) dostavame

Xy, =Tn +n— 1. (3)
Zjevné je x, > n. Na druhé strané ukazeme, ze x,, — r,—1 < 2, a tudiz
T, < 2n. V opacném piipadé by totiz mezi x, 1 a x, lezely nejméné
dva prvky mnoziny Y, mezi nimiz, jak jsme pravé ukazali, by musel lezet
dalsi prvek mnoziny X, coZ je spor s monotonii posloupnosti (z,,).

Posloupnost (z,,) je tedy zdola i shora ohrani¢ena linearni funkci. Na-
bizi se tudiz hypotéza, ze x,, = [an], kde « je redlné ¢islo z intervalu (1; 2)
a zavorky [,] pfedstavuji dolni celou €ast ¢isla umisténého v téchto zé-
vorkach. K jejimu ovéfeni pfistoupime nejprve heuristicky, tj. budeme
se snazit ¢islo « najit za predpokladu, Ze hypotéza plati. Z ni postupné
plyne

an—1 <z, < an,
2 2
a‘n—a < ar, < a‘n,

a’n —a—1<[az,] < a’n.
Spolu s (3) postupné méme
a’n—a—1<[an]+n—1<a’n,

a*n—a<an+n<ao’n+2,

«
2 cadl—a-1<=.
n n
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Maji-li nerovnosti platit pro vSechna pfrirozena ¢isla n, je tieba splnit

rovnost

a?—a—-1=0.

Zarovnavat rovnice doporucujeme takto:

an—1 <z, < an,

n—ac< ar, < oz2n,

n—a—1<[ax,] < a’n.

(4)

Existence ¢isla a je v8ak pouze nutnou, nikoli v8ak postacujici pod-
minkou platnosti hypotézy. K jejimu dukazu je tfeba ovéfit, Ze hodnoty

[an] skutetné davaji x,.

Méame tedy dokazat 2 tvrzeni:
1. Disjunktnost: Ym,n € N: [am] # [a®n]
2. Uplnost: Ym € N In € N: m = [an] V m = [a?n]

Ad 1. Piedpokladejme, Ze existuji ¢isla k, m, n tak, ze

Tedy plati

neboli

k<am<k-+1,

k = [am] = [a*n].

m 1 m
Frl Sa SR
n 1 n
Al @ %

E<o®n<k+1,

Pro vysazeni viceradkové formule presahujici délku fadku se doporu-

¢uje i prostiedi multline, resp. vie, co INTEX 2¢ nabizi.

Piiklad 1. Uvniti daného konvexniho n-tthelniku je zvoleno m riiznych
bodi, které spolec¢né s vrcholy tohoto n-tthelniku jsou vrcholy neproti-
najicich se trojihelnikii pokryvajicich cely n-thelnik. Urcete pocet takto
urcenych trojuhelnika. (Na obr. 1 je pro ilustraci znézornén piipad pro
n = 6, m = 5; trojahelniki je celkem 14).
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Pii vkladani obrazku neuvadéjte pfiponu (typ souboru), generuje se
postskript pro tisk, ale zvolite-li pfimy vystup do pdf, mél by se pfi
spravné instalaci TgXu obrazek zkonvertovat — caldal-eps-converted-
to.pdf.

Obr. 1

Obrazek 1ze vlozit i do plovouciho prostiedi.

Obr. 1: Piipad pron =6, m=5

Reseni. Oznacime-li x pocet téchto trojuhelniki, pro soucet S velikosti
vSech jejich vnit¥nich dhla plati zifejmé S = z-180° a snadno vypocteme
r=2m+n— 2.

Zavér

Na zavér jednoduché cviceni pro ¢tenare.
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