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Abstract. The article presents a mathematical game theory which is a sim-2

pli�ed version of Marienbad game. This version of the game is played only3

with two heaps of matchsticks and under slightly modi�ed rules.4

V £lánku [1] o h°e marienbad jsme popsali strategii hry, v níº dva5

soupe°i st°ídav¥ odebírají sirky z hromádek, p°i£emº prohrává (nebo6

podle jiné varianty vyhrává) hrá£, na n¥jº jiº ºádná sirka nezbude.7

Teorie týkající se hry8

Ozna£ení zvolíme obdobné jako posledn¥, tj. kaºdou herní situaci po-9

pí²eme neuspo°ádanou dvojicí 〈x; y〉, kde x, y ∈ N0 a tyto prom¥nné10

zna£í aktuální po£et sirek na hromádkách. Podle de�nice je prohrávající11

situací 〈0; 0〉. Z pravidel hry dále plyne, ºe vyhrávají v²echny pozice typu12

〈x; 0〉 a 〈x;x〉, kde x > 0.13

Tab. 1 nazna£í metodu, jak hledat dal²í prohrávající (L) a vyhrávající14

(W) situace. Tabulku m·ºete vloºit i s vyuºítím prost°edí table.15

Zam¥°me se tedy pouze na prohrávající dvojice, v nichº je x < y. Zde16

nalezené prohrávající dvojice tvo°í posloupnost se £leny Ln = 〈xn; yn〉17

pro n ∈ N0, kde (xn) a (yn) jsou zjevn¥ rostoucí posloupnosti, pro n¥º18

z konstrukce plyne19

yn = xn + n, (1)

nebo´ po nalezení prohrávající dvojice Ln−1 je v uvaºované £ásti tabulky20

ozna£eno jako vyhrávající n diagonál. Prozatím jsme nalezli tyto prohrá-21

vající dvojice: 〈0; 0〉, 〈1; 2〉, 〈3; 5〉, 〈4; 7〉, 〈6; 10〉, 〈8; 13〉.22

Omezme se nyní na mnoºinu p°irozených £ísel (bez nuly) a zave¤me23

mnoºiny24

X = {x1, x2, . . . }, Y = {y1, y2, . . . }.

Ukáºeme, ºe tyto mnoºiny tvo°í disjunktní rozklad mnoºiny p°irozených25

£ísel, tj.26

X ∪Y = N a X ∩Y = ∅.
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x\y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0 L0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0 W0

1 W0 W0 L1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1

2 W0 L1 W0 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1 W1

3 W0 W1 W1 W0 W1 L2 W2 W2 W2 W2 W2 W2 W2 W2

4 W0 W1 W1 W1 W0 W1 W2 L3 W3 W3 W3 W3 W3 W3

5 W0 W1 W1 L2 W1 W0 W1 W2 W2 W2 W2 W2 W2 W2

6 W0 W1 W1 W2 W2 W1 W0 W1 W2 W3 L4 W4 W4 W4

7 W0 W1 W1 W2 L3 W2 W1 W0 W1 W2 W3 W3 W3 W3

8 W0 W1 W1 W2 W3 W2 W2 W1 W0 W1 W2 W3 W4 L5

9 W0 W1 W1 W2 W3 W2 W3 W2 W1 W0 W1 W2 W3 W4

10 W0 W1 W1 W2 W3 W2 L4 W3 W2 W1 W0 W1 W2 W3

11 W0 W1 W1 W2 W3 W2 W4 W3 W3 W2 W1 W0 W1 W2

12 W0 W1 W1 W2 W3 W2 W4 W3 W4 W3 W2 W1 W0 W1

13 W0 W1 W1 W2 W3 W2 W4 W3 L5 W4 W3 W2 W1 W0

Tabulka 1: Jak hledat dal²í prohrávající (L) a vyhrávající (W) situace

Hodnota Po£et prvo£ísel s danou Porovnání hodnot ze druhého
tcs(p) hodnotou tcs(p) sloupce v procentech

1 39158474 100

2 39160023 100.0039557

3 1 *

4 39158782 100.0007866

5 39158600 100.0003218

6 0 0.

7 39158653 100.0004571

8 39159690 100.0031053

9 0 0.

Tab. 2

Stojíme tedy p°ed úkolem, jak algoritmizovat konstrukci mnoºin X27

a Y, jinými slovy jak rozd¥lit mnoºinu p°irozených £ísel na 2 disjunktní28

rostoucí posloupnosti (xn) a (yn) spl¬ující vztah (1). K tomu ú£elu nej-29
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prve dokáºeme jeden pomocný vztah. Pro v²echna n ∈ N totiº platí30

yn = xxn
+ 1, (2)

D·kaz. Zvolme pevn¥ n¥jaké n a uvaºujme mnoºinu {1, 2, . . . , yn}. Její31

podmnoºina {y1, y2, . . . , yn} má n prvk·, zbývající prvky pat°í mno-32

ºin¥ X. Av²ak vzhledem k (1) je t¥chto prvk· yn − n = xn, jde tudíº33

o mnoºinu {x1, x2, . . . , xxn
}. V d·sledku (1) dále platí34

yn − yn−1 = xn − xn−1 + 1 ≥ 2.

Mezi yn−1 a yn tedy musí leºet alespo¬ jeden prvek mnoºiny X. Vzhledem35

k monotonii posloupnosti (xn) je nejvy²²í z nich roven xxn
.36

Spojením (1) a (2) dostáváme37

xxn
= xn + n− 1. (3)

Zjevn¥ je xn ≥ n. Na druhé stran¥ ukáºeme, ºe xn − xn−1 ≤ 2, a tudíº38

xn ≤ 2n. V opa£ném p°ípad¥ by totiº mezi xn−1 a xn leºely nejmén¥39

dva prvky mnoºiny Y, mezi nimiº, jak jsme práv¥ ukázali, by musel leºet40

dal²í prvek mnoºiny X, coº je spor s monotonií posloupnosti (xn).41

Posloupnost (xn) je tedy zdola i shora ohrani£ena lineární funkcí. Na-42

bízí se tudíº hypotéza, ºe xn = [αn], kde α je reálné £íslo z intervalu (1; 2)43

a závorky [, ] p°edstavují dolní celou £ást £ísla umíst¥ného v t¥chto zá-44

vorkách. K jejímu ov¥°ení p°istoupíme nejprve heuristicky, tj. budeme45

se snaºit £íslo α najít za p°edpokladu, ºe hypotéza platí. Z ní postupn¥46

plyne47

αn− 1 < xn ≤ αn,
α2n− α < αxn ≤ α2n,

α2n− α− 1 < [αxn] ≤ α2n.

Spolu s (3) postupn¥ máme

α2n− α− 1 < [αn] + n− 1 < α2n,

α2n− α < αn+ n < α2n+ 2,

− 2

n
< α2 − α− 1 <

α

n
.
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Mají-li nerovnosti platit pro v²echna p°irozená £ísla n, je t°eba splnit48

rovnost49

α2 − α− 1 = 0. (4)

Zarovnávat rovnice doporu£ujeme takto:

αn− 1 < xn ≤ αn,

α2n− α < αxn ≤ α2n,

α2n− α− 1 < [αxn] ≤ α2n.

Existence £ísla α je v²ak pouze nutnou, nikoli v²ak posta£ující pod-50

mínkou platnosti hypotézy. K jejímu d·kazu je t°eba ov¥°it, ºe hodnoty51

[αn] skute£n¥ dávají xn.52

Máme tedy dokázat 2 tvrzení:53

1. Disjunktnost : ∀m,n ∈ N : [αm] 6= [α2n]54

2. Úplnost : ∀m ∈ N ∃n ∈ N : m = [αn] ∨m = [α2n]55

Ad 1. P°edpokládejme, ºe existují £ísla k, m, n tak, ºe56

k = [αm] = [α2n].

Tedy platí57

k < αm < k + 1, k < α2n < k + 1,

neboli

m

k + 1
<

1

α
<
m

k
,

n

k + 1
<

1

α2
<
n

k
.

Pro vysázení více°ádkové formule p°esahující délku °ádku se doporu-58

£uje i prost°edí multline, resp. v²e, co LATEX2ε nabízí.59

P°íklad 1. Uvnit° daného konvexního n-úhelníku je zvoleno m r·zných60

bod·, které spole£n¥ s vrcholy tohoto n-úhelníku jsou vrcholy neprotí-61

najících se trojúhelník· pokrývajících celý n-úhelník. Ur£ete po£et takto62

ur£ených trojúhelník·. (Na obr. 1 je pro ilustraci znázorn¥n p°ípad pro63

n = 6, m = 5; trojúhelník· je celkem 14).64
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P°i vkládání obrázku neuvád¥jte p°íponu (typ souboru), generuje se65

postskript pro tisk, ale zvolíte-li p°ímý výstup do pdf, m¥l by se p°i66

správné instalaci TEXu obrázek zkonvertovat � calda1-eps-converted-67

to.pdf.68

Obr. 1

Obrázek lze vloºit i do plovoucího prost°edí.69

Obr. 1: P°ípad pro n = 6, m = 5

�e²ení. Ozna£íme-li x po£et t¥chto trojúhelník·, pro sou£et S velikostí70

v²ech jejich vnit°ních úhl· platí z°ejm¥ S = x ·180◦ a snadno vypo£teme71

x = 2m+ n− 2.72

Záv¥r73

Na záv¥r jednoduché cvi£ení pro £tená°e.74
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